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Résumé — Pour éviter la localisation dans le cas des milieux endommagés l’introduction de termes qua-
dratiques en gradient d’endommagement a été utilisé pour contrôler l’amplitude de l’endommagement.
Plus récemment la régularisation de l’endommagement a été obtenue à l’aide d’une fonction distance
signée, le gradient est alors borné dans une zone d’étendue finie. On propose une modélisation de l’en-
dommagement tenant compte d’une contrainte interne sur son gradient. Cette description s’affranchit
alors de l’introduction d’une distance signée.
Mots clés — Endommagement, analyse convexe, régularisation.

1 Introduction

La dégradation des matériaux est décrite la plupart du temps par une perte de rigidité comme une
fonction d’un paramètre d’endommagement. Cette dégradation s’accompagne souvent d’un radoucis-
sement accompagné d’une localisation de la déformation. Plusieurs méthodes de régularisation pour
s’affranchir de cette localisation ont été proposées, des approches non-locales [17] et des approches par
gradients [6, 7, 9, 15, 16], dans le même esprit les modèles champs de phases apportent des classes de
solutions. Ces approches s’inspirent de l’article [1] pour régulariser la fonctionnelle de segmentation
de Mumford-Shah [18] par un opérateur elliptique. Fondé sur cette approche l’article [2] propose une
stratégie où l’énergie de fissuration est distribuée partout dans le volume.

Plus récemment une nouvelle approche fondée sur le mouvement d’une interface épaisse mobile,
zone de transition entre matériau sain et endommagé d’épaisseur finie, a été développée dans de nom-
breux articles [11, 12, 14, 19] présentant des solutions analytiques et des méthodes numériques de ré-
solution. Le modèle établit un lien entre mécanique de l’endommagement et mécanique de la rupture,
l’ouverture d’une fissure est associée à la zone totalement endommagée. L’idée principale de cette ap-
proche nommée TLS (Thick level-set) pour les matériaux quasifragiles est de borner le gradient spatial
de l’endommagement scalaire d, qui varie de 0 à 1, la fissure est localisée par la level-set d = 1. L’épais-
seur lc de la zone de transition est finie. L’iso-valeur φ = 0 sépare le domaine Ω en matériau sain et
endommagé, cette surface de séparation est notée Γo. L’endommagement d est une fonction croissante
de la distance φ à la level-set Γo.

L’ensemble de la structure est décomposé en trois zones : la partie saine Ωo, la zone de transition Ωc,
la partie totalement endommagée Ω1. La frontière de ∂Ωc est décomposée selon les surfaces Γo et Γ1 :
∂Ωc = Γo∪Γ1 : si Mt

o ∈ Γo, d(Mt
o) = 0 et φ(Mt

o, t) = 0 ; si Mt
1 ∈ Γ1, d(Mt

1) = 1 et φ(Mt
1, t) = lc. Dans la

zone de transition Ωc, l’endommagement d est une fonction explicite de la distance φ :
d(φ) = 0, φ(M, t)≤ 0, M ∈Ωo,

d′(φ)> 0, 0≤ φ(M, t)≤ lc, M ∈Ωc,

d(φ) = 1, φ(M, t)≥ lc, M ∈Ω1,

(1)

où d′(φ) est la dérivée de d par rapport à son argument φ . La fonction d(M, t) est supposée continue
strictement croissante. Compte tenu de cette définition la fonction inverse φ(d) existe.

Dans la forme originelle du modèle TLS [12], l’évolution du dommage est décrit à l’aide du mou-
vement de la level-set Γo. Dans un modèle plus général [11] il y a interaction entre un endommagement
local et non-local, le modèle non-local est utilisé dès que la norme du gradient atteint une valeur critique :

‖∇d‖ ≤ f (d). (2)
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Cette liaison interne dépend du choix et des propriétés de la fonction seuil f . Cette condition est de fait
liée à la fonction distance φ , en effet

‖∇φ‖ ≤ 1, d = d(φ), (3)

alors f (d) = d′(φ(d)). Quand la liaison interne est satisfaite, la level-set φ devient une fonction distance
et son évolution vérifie

‖∇φ‖= 1, ∇φ̇ .∇φ = 0. (4)

On propose d’analyser les propriétés de f et de formuler le problème de l’évolution sans tenir compte de
la définition des level-set. Cette nouvelle formulation proposée par [20] combine les approches classiques
de l’endommagement et la liaison interne (eq.2). Quelques exemples d’application sont proposés pour
montrer l’aptitude de la méthode à la résolution de problème d’endommagement.

2 Étude du problème

On considère un corps Ω, sous l’action du chargement de corps se déforme. L’état local de la matière
est décrit à l’aide de la déformation ε , de la quantité d’endommagement d et de son gradient ∇d. La
déformation dérive du déplacement ~u ( 2ε(~u) = ∇~ut +∇~u). Le gradient ∇d de l’endommagement d est
une variable d’état à cause de la liaison interne unilatérale : ‖∇d‖ ≤ f (d).

L’énergie libre. Le comportement local est introduit à l’aide de l’énergie libre Ψ, fonction de la dé-
formation ε et de l’endommagement d ; à cette étape tout modèle d’endommagement classique peut être
utilisé. Les équations d’état définissent les forces associées à chacun des paramètres

σ =
∂Ψ

∂ε
, Y =−∂Ψ

∂d
. (5)

Les contraintes locales σ vérifient les équations d’équilibre en l’absence de viscosité et la force Y est le
taux de restitution d’énergie associé à la variation d’endommagement.

Le pseudo-potentiel de dissipation. L’évolution de l’endommagement est décrit par une loi de nor-
malité, on suppose l’existence d’un pseudo potentiel de dissipation, i.e., fonction convexe D(ḋ∗), [13],
telle que D(ḋ∗)≥ 0 et D(0) = 0. Ce potentiel définit la valeur de la force thermodynamique Y

Y ∈ ∂D(ḋ), (6)

où ∂D(ḋ) est le sous-différentiel de D au point ḋ, défini par l’inégalité

∀ḋ∗, D(ḋ)+Y.(ḋ− ḋ∗)≤D(ḋ∗). (7)

Si D est différentiable alors Y =
∂D

∂ ḋ
(ḋ). Comme D est convexe une formulation duale peut être donnée

ḋ ∈ ∂D∗(Y ), avec D∗(Y ) = sup
d∗
{Y d∗−D(d∗)}. (8)

Dans le cas où l’évolution est indépendante du temps, introduisons l’ensemble convexe CY = {Y : Y −
Yc ≤ 0}, la loi de normalité (7) s’écrit

ḋ ∈ ∂ ICY (Y ), (9)

où ICY est la fonction indicatrice de l’ensemble convexe CY

ICY (Y ) =

{
0, si Y ∈ CY ,

+∞, sinon.
(10)
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2.1 Les liaisons internes

L’endommagement est soumis à deux contraintes :
– par définition d vérifie 0≤ d ≤ 1, soit

g1(d) = d(d−1)≤ 0, (11)

– le gradient de l’endommagement est borné :

g2(d,∇d) = ‖∇d‖− f (d)≤ 0. (12)

Pour prendre en compte ces contraintes, on peut utiliser des multiplicateurs de Lagrange ou utiliser
les fonctions indicatrices et l’analyse convexe. Considérons une fonction convexe g(d,∇d) et la loi de
normalité

λ ≥ 0, g(d,∇d)≤ 0, λg(d,∇d) = 0. (13)

Cette loi définit une liaison unilatérale. Quand g < 0, alors λ = 0. En un point de la frontière de l’en-
semble convexe Cg = {(d,∇d)|g(d,∇d)≤ 0} on a g(d,∇d) = 0, et la réaction R est définie par :

R =

(
R
~H

)
= λ


∂g
∂d
∂g

∂∇d

 . (14)

La réaction est normale au convexe et donc R ∈ ∂ ICg , où ICg est la fonction indicatrice de l’ensemble
convexe Cg. On utilise cette propriété pour les deux contraintes.

– Pour la fonction g1(d). Soit λ1 ≥ 0 le multiplicateur associé à 0 ≤ d ≤ 1 ; alors la réaction est
R1 =−λ1 ≤ 0 pour d = 0 et devient R1 = λ1 ≥ 0 pour d = 1. Donc R1 ∈ ∂ IC1 avec

C1 = {d|g1(d)≤ 0}. (15)

– Pour la deuxième contrainte, nous devons d’abord examiner les propriétés de la fonction f pour
que l’ensemble C2 soit un ensemble convexe de l’espace (d,∇d) :

C2 = {(d,∇d)|g2(d,∇d) = ‖∇d‖− f (d)≤ 0}. (16)

Dans [20] on établit la propriété :

Théorème 1. Si la fonction f est concave et si il existe une valeur d0 telle que f (d0)≥ 0, alors l’ensemble
C2 est non vide et convexe.

On notera que les fonctions f introduites dans [11] sont concaves. Cette propriété est importante pour
la théorie et les applications.

Remarque 2. Pour chaque contrainte interne la condition λigi = 0 montre que la réaction Ri ne tra-
vaille pas. En d’autres termes on peut introduire une énergie potentielle associée Ψl = ∑

2
i=1 λigi sous la

contrainte λi ≥ 0.

3 Un état d’équilibre

La frontière ∂Ω est décomposée en deux parties complémentaires : ∂Ωu où le déplacement est im-
posé (~u(M, t) = ~ud(t), M ∈ ∂Ωu) et ∂ΩT où les efforts T d sont donnés. Les inconnues du problème
d’équilibre sont le déplacement~u, l’endommagement d et les réactions R.

On introduit l’énergie potentielle du système :

E (~u,d,λ1,λ2) =
∫

Ω

Ψ(ε,d) dΩ−
∫

∂ΩT

T d .~u dS+
∫

Ω
∑

i
λigi dΩ. (17)

Le déplacement ~u est cinématiquement admissible avec les conditions aux limites (~u =~ud , over ∂Ωu) et
les multiplicateurs de Lagrange λi sont des champs scalaires positifs.
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Variations vis-à-vis du déplacement. Pour une distribution d’endommagement donné d, un état
d’équilibre réalise le minimum de l’énergie potentielle sur l’ensemble des champs de déplacement ad-
missible K : K = {~u |~u =~ud , over ∂Ωu}, et

∂E

∂~u
.δ~u = 0, ∀δ~u ∈ {~v|~v(x) = 0,x ∈ ∂Ωu}. (18)

Les variations imposent les relations d’équilibre et les conditions aux limites :

0 = divσ , dans Ω, ~n.σ = T d , sur ∂ΩT . (19)

Variations vis-à-vis des λi. Les variations de l’énergie potentielle donnent les conditions

∂E

∂λ1
.δλ1 =

∫
Ω

d(d−1)δλ1 dΩ = 0. (20)

∂E

∂λ2
.δλ2 =

∫
Ω

( f (d)−‖∇d‖)δλ2 dΩ = 0. (21)

Une distribution donnée d’endommagement doit être compatible avec les contraintes (gi ≤ 0; i = 1,2)
partout. Le domaine Ω est décomposé en trois sous-domaines Ω = Ωo∪Ωc∪Ω1.

– Sur Ωo et Ω1, δλi quelconque, les variations (eq.20, eq.21) impliquent g1 = 0 et g2 = 0.
– Sur Ωc, λ1 = 0, la relation (eq.20) est donc satisfaite. Ωc se décompose en Ω−c où g2 < 0 et Ωo

c où
g2 = 0.
– Sur Ω−c , g2 < 0 et ainsi λ2 = 0.
– Sur Ωo

c , δλ2 est quelconque et g2 = 0.

Variations relative à l’endommagement. Considérons les variations par rapport à d :

∂E

∂d
.δd =

∫
Ω

∂Ψ

∂d
.δd dΩ+

∫
Ω

λ1(2d−1)δd dΩ−
∫

Ω

λ2( f ′δd−∇d.
∇δd
‖∇d‖

) dΩ (22)

= −
∫

Ω

G.δd dΩ+
∫

S

[
λ2

∇d
‖∇d‖

]
S
.~n δd dS+

∫
∂Ω

λ2
∇d
‖∇d‖

.~n δd dS. (23)

Ces variations présentent des termes de volume et de surface. Le terme de volume définit le taux de
restitution d’énergie G :

G =−∂ Ψ̂

∂d
+λ2 f ′+div(λ2

∇d
‖∇d‖

)−λ1(2d−1). (24)

Cette relation est une équation aux dérivée partielles sur λ2 6= 0 dans le domaine Ωo
c , et une relation

algébrique ailleurs. L’expression de G se simplifie, en effet λ2 6= 0 implique que ‖∇d‖= f donc

div(λ2
∇d
f
) = div(λ2∇d)/ f +λ2∇d.∇(1/ f )

le dernier terme est − f ′λ2. Comme λ2 6= 0 si et seulement si d 6= 0 alors λ1 = 0. Ainsi on obtient :

G = Y +div(λ2∇d)/ f (25)

Les termes de surface présentent des discontinuités potentielles du gradient ∇d le long de surface S où d
est continu, on obtient la relation aux discontinuités :[

λ2
∇d
‖∇d‖

]
S
.~n = 0. (26)

Une telle situation existe le long des surfaces de discontinuité de ∇d, ces surfaces forment le squelette de
la zone endommagée. L’endommagement d est continu sur ces surfaces, son gradient normal y change
de signe, f est continu et la relation aux discontinuités impose

(λ+
2 +λ

−
2 )∇d.~n = 0
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la somme de valeur positive est nulle donc le long du squelette λ2 = 0. Il en est de même le long de la
frontière extérieure du domaine en l’absence de force extérieure :

λ2∇d.~n = 0, sur ∂Ω. (27)

Sur la frontière extérieure, la dérivée normale de l’endommagement n’est pas nécessairement nulle.
C’est en particulier le cas où ∂Ω∩∂Ωo

c 6= /0, pour lequel λ2 = 0 et ‖∇d‖ = f (d) 6= 0. Ceci marque une
différence par rapport à l’intégration classique du gradient dans la loi de comportement. Enfin, le pseudo
potentiel de dissipation définit l’état

G ∈ ∂D(ḋ), (28)

et dans le cas d’un état d’équilibre ḋ = 0 soit

G ∈ ∂D(0). (29)

4 L’évolution du dommage d

L’évolution de l’endommagement vérifie
– une équation cinétique si D est régulier :

−G+
∂D

∂ ḋ
(ḋ) = 0. (30)

– la loi de normalité si D n’est pas régulier :

−G+∂D(ḋ) 3 0. (31)

Soit dans le cas du pseudo-potentiel de dissipation simple, on obtient la règle d’écoulement

G−Yc ≤ 0, ḋ ≥ 0, (G−Yc)ḋ = 0. (32)

Dans ce cas, l’évolution de d est possible si G = Yc. Soit

(Y −Yc) f +div(λ2∇d) = 0. (33)

Dans le repère des iso-d, l’évolution de la surface iso-dommage d(M, t) = do, vérifie ḋ = a∇d.~n = a f et
lorsque l’endommagement évolue g2 = 0 et nous avons

1
f

∇d.∇(a f )− f ′a f = ∇d∇a = 0 (34)

Commentaires dans le cas non-régulier. Si on utilise le formalisme de M. Frémond [4] et l’énergie
potentielle avec contraintes Ψ̂(ε,d,∇d) définie par

Ψ̂(ε,d,∇d) = Ψ(ε,d)+ IC1(d)+ IC2(d,∇d). (35)

On retrouve immédiatement les relations du comportement contraint :

(σ ,B, ~H) ∈ ∂Ψ

∂ε
+∂ IC1(d)+∂ IC2(d,∇d)+∂D(ḋ). (36)

on a alors l’équivalence
−B+div ~H = 0⇐⇒ G ∈ ∂D(ḋ).

Remarque 3. On notera que la dissipation est conservée dans tous les cas :

Dm =
∫

Ω

Gḋ dΩ =
∫

Ω

Y ḋ dΩ. (37)
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5 Un exemple simple

On étudie le cas d’une barre en tension. Le domaine est défini par Ω= ]0,L[. Le déplacement~u(x, t)=
u(x, t)~ex vérifie les conditions aux limites u(0, t) = 0,u(L, t) = ud(t)), ud(t) est une fonction croissante du
temps. L’état initial de la barre est naturel : sans contrainte et le déplacement est uniforme (~u(x,0) = 0)
ainsi que l’endommagement d(x,0) = 0. Dans ce cas l’énergie libre se réduit à

Ψ(ε,d) = (1−d)
E
2

ε
2 +

1
2

H d2.

La déformation est donnée par ε =
du
dx

. On prend comme fonction f la fonction constante

f (d) =
1
lc
.

Pendant l’extension, les équations du mouvement impliquent l’uniformité du champ de contrainte σ(X , t)=
Σ(t) et le système évolue selon plusieurs phases :

Phase I : la réponse est élastique linéaire. Pendant cette phase d = 0, et g1 = g2 = 0. Le taux de
restitution d’énergie G(x, t) vérifie

G =
1
2

E ε
2 +λ1 ≤ Yc. (38)

Comme ε =
ud

L
, cette phase dure tant que

1
2

E ε2 ≤ 1
2

E ε2
c =Yc. A la fin de cette phase l’état de contrainte

est : Σc = Eεc.

Phase II : phase d’endommagement uniforme. A partir de la valeur Σc, l’endommagement évolue
de façon uniforme. Comme 0 < d(X , t)< 1, g2 < 0 alors λ1 = λ2 = 0. Le respect de la loi de normalité

impose que ḋ ≥ 0 sous la condition G =
1
2

Σ2

(1−d)2 −Hd = Yc ; donc

Σ = σ(x, t) = (1−d)E ε,

Σ̇ = (1−d)E ε̇− ḋ E ε,

0 = E ε ε̇−H ḋ.

La solution est unique si Σ̇ = Mε̇,M > 0, soit

M =
(

1−d− E
H

ε
2
)

E > 0.

Ce qui est vrai pour
E
H

ε2
c < 1 soit encore H > 2Yc. Posons H = αYc, avec α ≥ 0.

– Pour α > 2. Une solution uniforme est obtenue tant que ε ≤ εm. Durant cette phase, l’état est
uniforme : ε(x, t) = ε(t), d(x, t) = d(t), σ(x, t) = Σ. jusqu’à l’état final

dm = 1− E
H

ε
2
m =

α−2
3α

, (39)

3
2

Eε
2
m =

1
2

Eε
2
c +H = Yc(1+α), (40)

Σ2
m

2E(1−dm)2 = Yc +Hdm = Yc(1+αdm). (41)

– Pour α ≤ 2, la solution est dm = 0, εm = εc, la phase II est impossible.
Ainsi quelque soit α , pour un chargement croissant ud , l’état de contrainte Σ décroit à partir du point
(dm,εm), pour la solution homogène. Cette solution n’est pas unique et instable, des zones de décharge
apparaissent avec des discontinuités fortes L’endommagement est continu et donc les discontinuités du
gradient satisfont

[
ḋ
]

S
+V

[
∇d
]

S
~ex = 0 où V est la vitesse de propagation de la discontinuité.
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Phase III : Endommagement gradué. A partir de l’état (dm,εm) une solution est obtenue avec une
zone telle que g2 = 0. On suppose que cette zone apparaît en x = 0. A partir de cet état, la zone g2 = 0
évolue et devient le segment ]0, l[, l ≤ lc et

d =
l− x

lc
+dm ≤ 1, ḋ =

l̇
lc
. (42)

L’évolution du système est donnée par

G =
Σ2

l
E(1−d)2 −

1
lc

dλ2

dx
−Hd = Yc. (43)

Au point où le gradient ∇d est discontinu nous avons[
λ2

∇d
‖∇d‖

]
S
= 0,

donc en x = l, λ2 = 0. Le même raisonnement tient en x = 0.
L’intégration de G entre 0 et l, détermine la valeur Σl du chargement Σ. et λ2 est alors déterminé

sur ]0, l[ par intégration de eq.43. Dans cette expression les dérivées par rapport à x sont remplacées par
celles par rapport à d

G =
Σ2

l
E(1−d)2 +

1
l2
c

dλ2

dd
−Hd = Yc. (44)

Par intégration de dm à do = dm +
l
lc

et prenant en compte les conditions aux limites on obtient Σl

Σ2
l

2E
(

1
1−do

− 1
1−dm

) = Yc

(
do−dm +

α

2
(d2

o −d2
m)
)
. (45)

On vérifie alors
1

2E
(Σ2

l −Σ
2
m) =−αYc

( l
lc

)2
(1−dm)≤ 0. (46)

donc dans le domaine ]l,L[, Y < Yc +Hdm, l’endommagement reste uniforme de valeur dm. Σl étant
connu, on obtient λ2

1
l2
c

λ2(d)
d−dm

=− d−do

2(1−d)

(
2

l
lc
− x

lc

)
> 0. (47)

λ2 est positif sur ]0, l[. Les valeurs de G aux états dm et do sont

Σ2
l

2E(1−dm)2 +
1
l2
c

dλ2

dd
(dm) = Yc(1+αdm), (48)

Σ2
l

2E(1−do)2 +
1
l2
c

dλ2

dd
(do) = Yc(1+αdo). (49)

ainsi λ2(d) décroit au point do et est croissant au dm, soit λ2(x) croissant en x = 0 et décroissant en x = l.
Le taux de restitution local Y est lié à G par

G = Y +
1
l2
c

dλ2

dd
(d)−Hd = Yc. (50)

La moyenne de G entre dm et do est alors équivalente à la définition de la quantité Ȳ moyenne du taux
local de restitution d’énergie Y proposé en [11].

On présentera des réponses sur des structures plus générales montrant l’influence en particulier de la
courbure de la zone de transition Ωc.
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6 Conclusion

L’introduction d’une contrainte ou liaison interne portant sur le gradient de l’endommagement a
permis de retrouver les principaux caractère du modèle Thick-Level-Set. L’analyse proposée a permis de
dégager des conditions sur les propriétés de la liaison interne et a mis en évidence des propriétés sur les
conditions aux limites du gradient normal à une surface et une surface de discontinuité. Cette condition
s’avère très différente des méthodes classiques de régularisation des lois d’endommagement. Dans [20]
on propose des méthodes de régularisation du problème avec contrainte pour approcher les valeurs des
multiplicateurs de Lagrange ou de façon équivalente les fonctions indicatrices de convexe associés aux
contraintes unilatérales.

Ce travail a bénéficié du soutien de l’ERC Advanced Grant XLS no 291102.
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