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0 ty�������rs?t^�N�@���h�N�r�*±����0�¶² t�¹��S�N��t��*���?�����   �U�¡¯����]��¯��������r���h�c¯¡tg���N����t��8² �r�9�����U¥Ut���tys?����pr�^s��k���³�`�rt^�
�����r¯¡�³�`�r��t]�c���N���<¯��=������t^�'���¡�N�Q�rt3»y�U������t�s »w�U�r�r�U��t��c�c�k�����³�21 3U�N¯¡~!�U�Q��t����?��t3¯n² vyx´� �@�540x(|5t��*���NsQÀ
�r¯������y���U�0¯³�6���r�¡��ty¯��U���*�8² �r������±����3�rt���p�q^��tU¸768t���prq�s?t=��tw��t�����ty�������rtwt]���@¯¡tg����¯³����¯S�������NsQ�S�U����t^s?t��`�
������p���s?���r�¼µ\���N�'���w���U�0���;·�¯¶���U�����h�'��t^�r�3¯¡�N�����`�rtw��t�¯��r�¡ÀR���\�rt� H�¡t^�`�0����q]��·��J¸��<�N�r�@�r�U���0ÃË�U�¡��tw���rtw�³���^t
��t]�0���989���r¯¡���]�0���U��¯¡t^ U��t]�c���U�0��tg������t��0t��0���^�U¯¡�³��t^�*�r�;�r��t^s?�¡t^�������  k����¯n®N�r�U�h�*�  U�N�������]���³���w�rtw���N���������^��t^�
�r�?����¥U��s?t������k�����U����������t):����U�����r�N�������Us?s?t^�c���N���@�¡�`������t^������º=���^���U������t@¯n² �^�`���������U�?��t�»�t^¯¡s?pr�N¯¼��½y�r���h�
�r�rt5¥U�^�Us?��������t9² ·�¯��U�¡��tU²�¸huy�U���g�  U�N�������r�r�S�N���5�`�rt5¯¡t6·�¯n®\�r�U���y¯L² t^�����U��t

R3 ®\�������¡�w�N����t��`���5���r�� k���`�w¯L² �r���t]���k¹�t^�c�rt����H�U�����U���r��t]�c���������]����t����rt^�3¾¿¯L² �k¹�t�½]Â�®Ut��*�`�rt����=¥U�^�Us?��������t3�������¡���¡�H k�������U�`��t������¡ k���`����t��0�k¹�tN¸
0 t�����tg���¡�����������U�9��t��r���^��t��`���U�¼�*���Us?s?t��r����t������U�¡���N���^�`�����*�h�N�r�0��t�ÃË�UsQ��¯����U���³��t^���  Ut]�3¯¡tg���k��t��^®`�¶² �U�����U�`�
�r¯������`�8² t�¯�¯¡t?��tQ�����r�r������p����¡�g�r� �^�U����t5�r�U���g¯¡t]�`�rt�¯���t5��¯��";����¡�=�r�(�����  k�U�¡¯���t5��prq]��t?�r���^���^��t^sQs?t^�N�=t�Ã À
Ã¿t^�����r�!�U����t������r���r������t��w�guy­540|�������|H�^±��U������t���oJ�N���rt���¹;�U�����k��t��y��t]�@Ã¿t��`��t]�3s?�¡����t^��¾=<9> ¢@? Â�¸roJt^���������
�U�r�^�`���k�0t��9�N������t����U����t^�`�8² �¡¯S��² ��¥N�¼�*�¶² �r�rt=���¼�����k���¡�N����t^¯������� Ut�s?t^�N�@����s?�r¯¡t :N¯L² ���H k�������U����ty���r�� k���`�*¯L² ��¹Hty½
�St���sQt��y��t�����s?t��rt^�3¯n² ��������t!ºQ�r�rt!��t^�������U������·�¯n¸h­6² �r�F�r���U±r¯�q�s?t=��sQ��¯¡�³�`�����`���r���U±������N��¯�t=�r�U��±S�U���r�
¾¿¯�t=·�¯ Â@�U��t^�������Us?t��r��ºQ�r���r���U±r¯�q�s?t=�¡s?�r¯��³�N�h���`���r���U±������N��¯�tg±S�U���r��¾Ë���?��t]�'���¡�N�hÂ'¸
6J�9�r�U�r Nt^�U�����6�r�F�����  k����¯8������t�µSt]�'���r�5���^���³��t6�r�U����¯L² �r����¯¡�³���������U�(�8² �r��t6s?����pr����tU®\���r�St�¯���t5s?����p��H�rt

��t]�@�r�� Ut^¯¡�N�r�St�s?t��`���3�N��~Hs?�����U���³�`�rt^�0���N�����U�����^�w¾¿�r�U����t�º6�r���]��t^�`�3x´­ 'y�yÂ�®��h�N�r�3�U±���t��r���3�r�rt����N¯¡�r�����U�
�����r������pr�^ty��tg¯��5���N¯¡�r�����U���r�;�r���U±r¯�q�s?tg��tg�r�����U���]¸A6��!�r���^�������¡�N�;��tg��t�����t=���r����� ¹���s?�������U�9�U�r¥Us?t��`�����`�
¯��U�����`�8² �r����������s?q�����t=���N�r�r�������r���U±r¯�q�s?t���t� H��t��`�3����q^�3�St����¼�]¸2�Á¯J�^² �U¥U�����6�����J������� ~U�U�

ε
����·�¯L¸

|H�r�c�����r¯��U�?±r�¡±�¯¡���U¥N���U�rpr�³�N��tU®��������k��t��*�rt^��·�¯³�����U���0�8² �U±h�N���¶®�����¥U���U¯¡�N�����r¯�������t�����������Ã¿�^��t^����t]��¸�­g�����
¯³�!¯��¼���������k���r��tw�¶² �¡��¥U�����¡t^�r�0¯L² �������³��¯�ty�U����¥U������¯S��tg�!¸ »y�U¯�¯��U���9t��B6�¸ |H��s?�����N�C<�>�>$?R®H¯¡tw¯¡�� H��tg��t '!¸ o���D��k UtE<�>.?
�U�9��t�¯��r�h�rty­6¸ |\¸ 3U�N�rt^��< ��?S�`�r�h�^² �¡�`���^��t]����t��`�*�U��¹?���U¯������¡�N������t]���^�`���������U���*��tyx´��¹ �@t�¯�¯��r�U���*�rt^�c¥N���Us?��À
������t^�<·�¯��¼Ã¿�N��s?t]��¸U|H�����r�?�r¯³���Qs?����pr�^s��k���³�`�rt����¡���N����¯³�y��prq^��t���t��r�����F;��U�³�c���N¥U��t��G< ��?L¸�­g���h�c¯��=��t^��¹��¡t^s?t
���U�����¡tN®h�r�4s?�H�rq�¯�tQ��t6·�¯c��tQ¯¡�N�r¥U�rt^�r��·h�r�¡tQ~�t^���gt^¯��U±h�N���6�h�N�r�=���]���N������t!¯n² �^�`���������U�(�rt*6J�U�r¯³�U��tN¸h�c�U�
����¯�¯¡t^�r���w���U¥N�¡t^�ws?t��wt��4�� H�³��t�����t6¯L² ��s?�h�N����������t5��t]�gt�¹H����t�s?�¡���^�g���F·h¯n¸H6J�9��prq]��t?��t$'!¸ x´��½]�����<�N�r������t
��t=��t^���r��t��@�����  k����¯\ºQ�U��¹9�^�`���������U���@��t�x´��¹ �@t�¯�¯St���¯¡t����Us?�r¯�q���t=�����r�� Ut^�U�;�H�rs?�����³�N��tU¸r|H��¥U���U¯¡�N���*�^¥N��À
¯�t�s?t��`���r�rtF�������¡t��¶² �������³��¯�t^�Q���h����t^�5�������¡���U�`�?���¡µ\����t��`���?�r���U±�¯¡q^sQt]�?�r�����Q�r��t�¥N���NsQ�������¡t����Ns?�h�N�������`�
�r�rtQ�������h�'������t5sQ������t5�  Ut]�I<�>^£J?R®K< ¤J?�t��L<NMO?L¸¶o��U����t^�g��t]������Ã¿����t��h��t^�y�r���^��t��`��t^�N�=��t^�ws?����pr����t^�g��t5�^��¯³���r¯
��t]����p���s?����º?¯L² t�¹H��������t��r����t=·�¯³����t��S�N�����`�����r��¯L² t^�`���k���¡�N�����`���^¥U����¯�tg��t������21H¯¡���r¥U���U�J¸P6J�Q���]���N¯¡�r�����U���rt
��t^¯¡¯�t�ÀÁ����Ã¿�U�r���r�¡�*�r�rtg���r����� ¹���s?�������U�?���;��p��Us?��t�¹r�U����tyº�¯L² �U������t √

ε
¸"6*² ���rtw��t]��s?�����¡ k�������U���0��ty¯L² �������rt

�`�rt��r�N�����  U�N���<s?t��r���������¡�*�¶² �U±���t��r���*��t]�c���^���r¯¼���k�����¶² �r�rt��r���^�������¡�N�Q�U��±��¼�����U�¡��t0�S�U���*��t3��~H�St���t����U¯����r¯n¸
0 t��St��h�r���`��¯�t=�r�H���rs?t��`���r���^��t��`���rt!�^² ���`������t^����tg�`�8² ºQ�r�rt!���¼�����k���¡�N��t^�F¢Q����s?t��������U���^¸

'������k��t�����t]������ Nt�¯��U�r�St�s?t��`���@�N��~Hs?���������³�`�rt^�^®H�h�N�r�3�r�rt=���N���������h�'�����U���U���ht^�������N������¯¼��t��)< Q�?L¸��c�U�
����¯�¯¡t^�r���@|\¸ oJ�N����t^��¹R<�>]¢J?\���������r�¡�wt��;�������U�¡¯S¯n² �^�`���������U�9��tw»�t�¯�s?pr�U¯¡��½gº�¯L² �U����tg��tw��t���~H�htg��t���t^��pr�r�³�`�rt^�
t����w�U±���t��H�6t�¹��r¯¡�³���¡��t^s?t��`�c�r�Q�r�� Ut^¯¡�N�r�St�s?t��`�cºy�r�Q�U������t0�`�rt^¯����U���`�rt@�r�����<¯�t����U���¶² �r�rt3���N�����¡�����U�?����¹
¯��¡s?�¡��t^�w��t!u�t^�rs����r�J¸S< ��?Jt]���y���F�U�r H����¥Ut=���Ns?�r¯¡t��w���r��¯�t^�����^ Ut^¯¡�N�r�ht^s?t��`�����N��~Hs?���������³�`�rt^�3���U�^���N�����]�
�`�r�h�^² �k�����U��prt�º!t���s?�U�`����t��*¯��!�r�¡ Nt������¡������t]�*�N���St^�����^¸H�w���St����*~5�����U�� Ut��*�r�rt���������tg����������¯¡¯��y��ty¯n² �^�`����À
�����U����t�6����r¯³�U��tQ�  Nt^�5�r�°���� Nt�¯��U�r�St�s?t��`�!º��r���U������t?�`�rt�¯³���N���`�rt��r���h�=�r�rt?¥U�^�Us?��������tQ���Us?s?t���t�¯�¯�t
�`�rt��r�N�������N���������^���N���^®�s?�U����¯������U�����������'���¡�N���rt^�y�r�� Ut^¯¡�N�r�St�s?t��`���3�J² t]���y�h�U��t�¹H��¯¡�³���¡��tN¸P4���·��(¯n² �������³��¯�t
��t6»6¸ 'ys?s?�U����t��%'6¸ T=p�t�¯��¼·´�r���^��t��`��t�¯¡t6�r�� Ut^¯¡�N�r�St�s?t��`�yº?¯L² �N������t √

ε
�rt^�����U¯��������U�h����t^�y�^�`���������U�����rt

»�t^¯¡s?pr�N¯¼��½�t��@x´�k¹ �@t�¯�¯r�r�������r��s?�¡¯��¡t^�9���NsQ�S�U�����U�`�*��t^�c�St����¼��t^�*pr���������U¥U�^�r���¡���]��¸"68t��r���^��t��`�*��������sQt^�`�
���Ns?�r¯¡q���t?��t]�y�����  k�U��¹F�r�r�³���`�8² �¡¯c��t������`�rt]�����¡�N�(�������� Nt�¯��U�r�St�s?t^�N����tQ¯n² �^�`���������U� ��tQ»yt�¯�s?pr�U¯¡��½�º��r�
�U������t�����±r�¼�����U�¡��t3�  Ut^�0�r�rt����U���r�¼���¡�N�?�U��¹5¯���sQ�¡��t]����t�uyt��rs������Q�N����t�­y��������pr¯�t��*�������c���Qs?��¯¡��t����S�U���� H�
�¶² �r���U±������N��¯�t�������ÃË���¡��t^s?t��`�!���¼µ\���U�'�����`�^¸��Á¯�t^���6º��r����t��!���U�!����¯¡¯�t�������º�¯³��¯¡�rs?��q���t9��tU< ��?0�`�rt�¯L² �������rt
��t!¯L² �^�`���k���¡�N�F��t6»�t^¯¡s?pr�N¯¼��½!t��(¢9���¡s?t^�������U�h����t����� Nq�¯�t��r¯����y���989����¯¡t5�N�J² t^�������U�³������sQt^�����¡�N����º9�^������t
��t5��t^��s?t^�g¯��U¥`�����¼��prs?���`�rt]�w�U�r���������³�����U�N�g�r�����g¯�t^�wÃ¿�U�h�'�����U�h�g�rtLV@t]����t�¯L¸W6*² ��� ��t]�gsQ�^���¡��t]�=��tX<9> ¢@?ct^���
�¶² ����¯¡¯�t��������¶² �  U�N�¡�3���r��s?�N�N������t�����t!���989���r¯¡���N¸
68t(�r¯��U� ��t(¯JY¿�������rt4��t�����¯¡t ���r�� k���`�^¸@­6² ��±S�U���� H�¡t^�������U�`���`�rt^¯��`�rt]�;���^ Ut�¯��U���ht^sQt^�`���;�U�����N�r���rt

¯L² �]�N�h�k�����U�h�!��t9»�t^¯¡s?pr�N¯¼��½U¸Z4������r�¼��t9�r�N����t�¹��S�N��t����U���=��¯��U�¡��t�s?t��`�!¯�t��r���U±r¯�q�s?t9���h�N��t�¯c�U�°�^² ���`���^��t]����t
t������N� ���N����t(¥U���Ns?�������³�N��tU®�t����r�N���9t�µSt]�'����t����U�����N��t�¯³�N��t^�9�������ht^¯��;¥U������������¹����r��¯�� sQ����pr����t ��t^�
���^ Ut�¯��U���ht^sQt^�`���3�U��~HsQ�r���������`�rt]�@���N�����N���r�^�^¸"6J�6�����U�³���¡q^sQtg���U�����¡tgt�¹��S�N��t����!¯L² �U�r�r¯����^�k�����U����tg¯��Qx´­ 'w�
���5�r���U±r¯�q�s?t���t3»�t�¯�s?pr�U¯¡��½��  Nt^�@���U�h���¼���¡�N�5�U��¹6¯��¡s?�¡��t^�c�rt@uyt��rs������8¸�6J�g�`���k������q�s?t@t�����t^���r��q���t@����������t
t�¹��S�N��t�����¯³�9sL[�s?t?��pr�N��t!s����³�w��t�����t5Ã¿�U�³�y�S�U�r�g�r�rt?���N�����¡�����U�(�U��¹F¯¡��s?�¼��t^�=��t?­y��������pr¯�t��]¸H68t6��¯��U�(��t^�
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��t^��¹ ��t����r��q���t^�����U�����¡t]�!t]���Q����t^�`���³�N��t;t��?��² ���������¡��t;���°�����  k�U�¡¯@�N���*Ã¿���?���^��¯��³�������U�Q|H�^±��k���¡t^�«o��U����t���¹
�r�U���)<9> ¢@?R¸
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� � >Q��#=��%��!
+�����d���^�����!�'���{�@�"-�13��#���#=��%��!
a���d2g#���%�#������

0 t�����t@��t]�'�����U��t]�������� `�³����t�t^�6��t��r¹=�h��������tU¸O6����r��t�s?��q���tcÃË���¡��¯�t*�S�U���`�<���r����t]�8���^���r¯¡���k���¶����q]�J��¯³�U�������`�rt]�
��� ������t��!��tQ¯���s?����p��H�rtQ��t��������U���������U�´��t]�g  �U���³��±�¯¡t]�w�U�r�r¯����`�r�^tQº�¯n² �^�`���������U�(�rt?»yt�¯�s?pr�U¯¡��½N¸\uy�U���g~
t^���`�r�³����t����U���J¯��w���N���������h�'�����U�5��t^��Ã¿�U�h�'�����U�h�<�rtBV@t^����t�¯L¸@6��y��t^���N����t0t�¹��h�`��t3��t]�J���^���r¯¡���k���Js?�³�<t��6¯��rs?��q���t
�r�U����<�>]¢@?R¸F6��6Ã¿�N��s?t!��t]�y���^ Ut^¯¡�N�r�ht^s?t��`�����`�rt!���U�����  N�U���3�N±���t^�`�h�����^���U�r¯�t!������t]�'��t�s?t��`�y��t!¯³�QÃ¿�U��s?t
��t�¯L² �]�`���k���¡�N����t�»yt�¯�sQp��U¯¡��½U¸

����� 	�

�������������������������������
��� �!�"
$#���%�������&(')� �+*���%,����-.�����
u��N���3�r�N���3�r���U�S�N���U���3�r�U������tg�����  k����¯8�¶² ����������t���¯³�?���N¯¡�����¡�N���rt�¯n² �^�`���������U�F��t�»�t^¯¡s?pr�N¯¼��½!�r�������r�

��t^��������� ���U�`��t�¹H��tU¸¶�*�r�����`�rt?�����!�U�¡¯�¯�t��r���g�r�U�����U¯¡¯��U�h���  U�U���=�kµ¶������t�º��r������ Nt�¯��U�r�St�s?t��`�]®8�r�U�h����t^���N���
��s?t^�r�^��º��r��·��r���0�rt^�cÃ¿�N���'���¡�N�������U¯��������U�h����t�¯L² �]�`���k���¡�N�?�rty»�t^¯¡s?pr�N¯¼��½y�  Ut]�@�r�¼µ\����t��`��t]�����N�����¡�����U���0����¹
¯��¡s?�¡��t^�^¸�uy�U�����U¯¡¯��U�����  N�U���@ºQ��t��r���^��t��`��t�����t]�����N¯¡�����¡�N���^®�t��y��¯��U���3��t��r¹� U�N�¼¹;�^² ��µ\��t^�N��ºQ�r�N���):

• ��t��r���^��t��`���k�����U�!���U�h�8Ã¿�N��s?t3�¶² ���rt@��������t0��t0Ã¿�U���������U���<�^¯¡�^sQt^�`��������t^�Jºw¯³�U�`�rt�¯�¯�t*�U�Q��±S�U�����¼�cº�¯L² ��������t�¶² ���rt=���]���N¯¡�����¡�N���h����¯³�5s?����pr����t!��t!�����h�����k�����U����t^�� k�U���³��±r¯�t^�
• ��t��r���^��t��`���k�����U�(�¡�`���^¥U����¯�tQº�¯³�U�`�rt^¯¡¯�t5�N� �U±h�N�����¡�!º�¯n² �������rtQ�8² �r��t����]���N¯¡�����¡�N�(���U�=�^�`���k���¡�N�(���`����À¥U����¯�t^�

u��N���3�  U�N���0��p��U�³���L®Nt^�����r�� k���`� <�>]¢J?L®r��tgs?t��rt^�3�r������tg���]���N¯¡�r�����U�;�h���3���^�������k���¡�N�;��tg  �U���³��±�¯¡t]��¸�68�N�����`�rt
¯L² �N�´�r���H��q^��t5���������L®�¯�t^�yÃ¿�U�h�'�����U�h�w��t V@t^����t^¯��������������³����t��`���������r��t�¯�¯¡t^s?t��`�Q¾n��² t^���g�¶² ����¯¡¯�t������w���������<�`�8² �N�
¯�t^������·��r�¡��Â'¸

4���t�µ\t��^®H�������`�3���U�r���
p ∈ N

���U�h���³�������U�h�c¯n² �^�`���������U�;�rt5V@t^����t^¯S�8² �N������t
p
º6 k�������U±r¯¡tw���Us?�r¯�t�¹�t

z
t�����t

Ã¿�U�h�'�����U���������N�r�H�rt
u
:

1

z

∂

∂z
z
∂

∂z
u(z) + (1 − p2

z2
)u(z) = 0

�h�N�r�
z ∈ D(0; 1) \ [−∞; 0]

4���ÃË���¡��¯n² �^�`���������U�;��t�V@t^����t�¯St^�����r��·��r��t=������p��U�¡¹;�¶² ���rtg���U�r���r��tg�r��q^�=¾¿���U���3��pr�N�����������U���*�����
[−∞; 0]

Â'¸
0 t�����t��]�N�h�k�����U��¯��¡�r�]������t=t]�������F��t^���N������t�¥N������tg��~H�ht!������p��^¸h|H�N���]�N�h�k�����U��������t���s?�¡�h���`��t=t^���E:

z2 − p2 = 0

­5² �U�r��q]��¯�t^�����^ Ut^¯¡�N�r�ht^s?t��`�������r�w¯¡t���pr���N��q^s?t!��t6�r�h��p���t��y¯¡t]���^�`���������U���y��t���~H�ht5�r����p��w�r���h��< ¢�?L®
t�¯�¯�t0�S�N����q]��t0�r�U���@��t��r¹6���N¯¡�����¡�N�����¡���r���St����r�U�`��t����U�`�<¯��yÃ¿�U��s?t0t]����¯��w�����¡ k���`��tU¸kv��rt@�r��t�s?��q���t@���U¯��������U�J®
�`�rt=�r�U�h���r�Us?s?t����U�h�*Ã¿�N���'���¡�N���rtEV0t]����t�¯8�8² �N������t

p
��t=�r��t^s?�¡q^��t=t^���Sq^��tN®r��t�¯³�6Ã¿�N��s?tL:

Jp(z) = zpvp,1(z)
�0/

vp,1
t^���*pr�U¯��Us?�N���rp�t����� U�N����������¥Nt3�rtw£�t��

vp,1(0) = 1
¸"6�² �^�`���������U����t V0t]����t�¯��h�`����q^��tyt����U�r����t��r�rt

���U¯��������U����t�¯³�6Ã¿�N��s?tL:
Yp(z) = z−pvp,2(z) +

2

π
Jp(z) ln z

�0/
vp,2(z)

t]����pr�N¯¡�Ns?�U���rprt����� U�N�����¡�h��¥Ut=��t6£�¸r­6² ������q]�3¯¡t]�3Ã¿�U��s?t^���U�r�r�U�h����t]�@�h�N�r�
Jp
t��
Yp
�N���St����

�^��������tw¯�t^���r�� Ut^¯¡�N�r�St�s?t��`�������r�� k���`���

Jp(ωz) =

+∞∑

l=p

Jp,l z
l

Yp(ωz) =

+∞∑

l=−p

Yp,l z
l + ln z

+∞∑

l=p

2

π
Jp,l z

l

�c��������¯�¯¡t^�r���g�N�( U�N�¼�g����q^�gÃË�N����¯¡t^s?t��`�=�`�rt?�S�U�r�
ω ∈ R

���
u(z) = Jp(ωz)

�N�
u(z) = Yp(ωz)

®¶��¯��U���
u���k���³��ÃË���¡�):

1

z

∂

∂z
z
∂

∂z
u(z) + (ω2 − p2

z2
)u(z) = 0
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��t^���������N������tF¯L² �]�N�h�k�����U����t´»yt�¯�sQp��U¯¡��½U®*t��9s?�U�`�����U�h�����Us?s?t��`�9�������¡ Nt�������¹Ì�^�`���k���¡�N������t V@t^����t�¯L¸
|H�N�¼�

u ∈ H1
loc(D(0; 1) \ {0}) ���rt6���U¯��������U�´��t6¯n² �^�`���������U�F��t6»yt�¯�sQp��U¯¡��½6�r�U����¯�t6���³���N��t!�r�r�¡���!�S�U���`���N¸'@����t��`�����U�°���U���5�  U�U�h���r�����6��t;�^�U�

u ∈ H1(K)
�h�N�r�����N���Q���Us?���N�'�

K ⊂ D(0; 1) \ {0} ®¶s����³� u /∈
H1(D(0; 1))

¸@4��5��t��r¯³��;^���`���r�U����¯¡t]�����`�N���r�U�r�r�^t^�¶�S�U¯³������t^�
(r; θ)

®����]���NsQ�S�N���U�h��ÀR¯�º3t^�6�������¡t*�rt0�r�N�r������t��
���r�¡ k�U�N�

θ
:

u(r; θ) =
+∞∑

p=−∞

up(r) e
ipθ �S�U�r�

0 < r < 1

4��?���k��t^�������`����t�����t���t^�r���]��t^�`���k���¡�N�6�r�U����¯n² �^�`���������U�Q��t�»�t�¯�s?pr�U¯¡��½����k������ÃË���¡��t@���U�
u
® �U�Qt��Q���¡��t@�`�rt3�S�U�r�

���N���
p
®
up
���k������ÃË���¡��:

1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
up(r) + (ω2 − p2

r2
)up(r) = 0

��t!���U����t=�`�8² ��¯8t�¹H�³����t���t��r¹��r�Ns6±r��t^�
ap
t��
bp
��t^¯J�`�rtL:

up(r) = apJ|p|(ωr) + bpY|p|(ωr)

u��N���3�r�U��t����U�h�0�h�U�@¯��?���r�¡��t
ap = L1

p(u)
t��
bp = L0

p(u)
¸ '��������8�S�U�r���r�

u ∈ H1
loc(D(0; 1) \ {0}) ®��r�N����������N���=¾Ëº

r
·�¹H�=t��y���F��t^������t]�@Ã¿�U���������U�F��t����U�����w���`���^¥U����±r¯�t����r�� k���`�

θ
Â :

u(r; θ) =

+∞∑

p=−∞

{
L1

p(u)J|p|(ωr) + L0
p(u)Y|p|(ωr)

}
eipθ

|H�����U���=s5�r�r�³�����U���
H1

loc(D(0; 1) \ {0}) ��t9�������N�h�N¯¡�N¥U��t5¯�������¯�tU®8�U² t]����ÀRº�ÀR�r�¡��tQ��t�¯�¯¡t��`�r��t]����t^�r¥Ut^��������t���U�!¯��FÃË��s?�¡¯�¯�t;��t;��t�s?�¡ÀL�r�N��s?t]� ‖u‖ϕ = ‖ϕu‖H1(D(0;1))
®
ϕ ∈ D(0; 1) \ {0} ®J�U¯¡�N�����rt^�! N�����¼·S���k���¡�N�����t]��pr�r�³�`�rt^�����¡s?�r¯�t^���ht^��s?t�����t^�N�y�rtgs?�N�N����t^���`�rt=¯��?�������¡t����¡ÀÁ��t^�����h�����U�H Nt���¥Uty�S�U������t�����t=���U�S�U¯��U¥U��tU¸

����� �(� %,�.� ��� %��!� �
� �"& ��� � ��& '�� ��� 

��� ������&('�� ����� ��#.����� �!��� - &
	�� 
$�
�
x´�U�¡�`��t^�����`�J�`�rt����U���8�  N�U���J���U�h�������r�¡�8¯�t^�J���Ht.89����t��`���

Jp,l
t��
Yp,l
®��r�N���J�U¯¡¯��U�h�¶t�¹�pr��±ht^����t]�¶��t�¯³�k�����U�h�

��¯�¥U�^±r�����`�rt]�*t^�;�����r�S�U���@�  Nt^��¯L² �^�`���k���¡�N����t=»�t^¯¡s?pr�N¯¼��½U®r�`�rt=��t]�@���Ht.89����t��`���3���k������Ã¿�U�`�^¸ 0 tg���]����¯¼���k�3t^���
��t�s6±�¯¡t�Àn��ÀL��¯U�r�6�h�N�¡�`�������������U¯U�S�U�r��¯��y���U�h���������������U�!��t]�J���^ Ut^¯¡�N�r�ht^s?t��`�����U��~`s?�����������`�rt]�J�`�rt��r�N���J�U¯¡¯��U�h�
t�µ\t^�����rt^�^¸

� *Hª ª(*
������� 	���
�� 	����
p ∈ Z

!�� � 	����
l ∈ N

�&�9!.# �2	O!�� ����!��
��#
Jp,l

!.�
Yp,l

#������ #��.	��F���





{1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
− p2

r2

}
J|p|,|p|+l r

|p|+l = −ω2 J|p|,|p|+l−2 r
|p|+l−2

{1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
− p2

r2

}
Y|p|,−|p|+l r

−|p|+l = −ω2 Y|p|,−|p|+l−2r
−|p|+l−2

{1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
− p2

r2

} 2

π
J|p|,−|p|+l ln r r−|p|+l = −ω2 2

π
J|p|,−|p|+l−2 ln r r−|p|+l−2

��§`ª«Å��<¨�Ç ����Ç��nÅ�� ¬
u��N���=��¯�¯¡�N���wt�µ\t^�'���rt��=��t�����t?�r��s?�U���������k���¡�N�F�h�N�r�=¯��;�r��t�s?�¡q^��t5��¥`��¯��¼���U¸,68t^�=��t^��¹(���r����t^�g��² ������±r¯�������t��`�
��t�¯³�Qs [^s?t�s?�U�r��q���twsL[�s?t!���8¯�t^�����U¯����r¯³�����N�N���r���St����r¯�����¯��U�r���r�^¸������r�St�¯��U�h�3¯n² ��¥`��¯��¼��� :

{1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
+ (ω2 − p2

r2
)
}
Jp(ωr) = 0

4������k��t^�������`�!¯L² t�¹��r��t]�������U�(t^� ��������tQt^�`����q���t?�rt
J|p|(ωz)

t��!�  Ut]�6¯�t^�!�r���N�r���¡�����^�gp��U±r�¡���rt^¯¡¯�t^����t]�����^����t^�
t��`���¡q^��t]�3�U���ht^�����¡�`��t��� Ut��������3¯¡t]���U�S�����k��t��r���3���¡µS�^��t^�N���¡t^¯��3t���¯¡t!����¥U�rt=��t!���Us?s?t :

+∞∑

l=0

{1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
− p2

r2

}
J|p|,|p|+l r

|p|+l = −ω2
+∞∑

l=0

J|p|,|p|+l r
|p|+l
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�w��t�����t�s������`�����`���N��tI:

{1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
− p2

r2

}
J|p|,|p|+l r

|p|+l =
(
(|p| + l)2 − p2

)
J|p|,|p|+l r

|p|+l−2

'��������r�U�5�U±����¡t^�`���r�rt3��¥`��¯��¼���0t^�N����t���t^��¹5�������¡t3t^�N���¡q^��t=¾Ë�rt�  �U���³��±�¯¡t
r
Â<t����U�Q�St����*�U¯¡�N�������rt��`���¡·�t�����t���s?t

º5��t^��s?tU®h��t��`�r�¶Ã¿�U�����r�¡��¯¡t����^���r¯¡�����^¸
�

u��N���5 U�k~U�N���!���N���;�U�r���U���U�¼����t9�  Nt^�?¯�t�¯�t�s?s?t����¼ÀÁ��t^�������!�r��t���t�¯³�k���¡�N�°���������³���r¯���q���t9t��`����t;¯�t^�6��t^��s?t]�
�������� Nt�¯��U�r�St�s?t^�N�=t����������¡t?��t^�gÃ¿�N���'���¡�N���=��tIV@t^����t^¯<t���¯¡t]�g���Us?�S�N�����`��t]�y���U���³��¯�t^�=��tQ¯L² �N�h�^������t����=�rt
6J�U�r¯³�U��t=�`�rt��r�N���3��t^�r����t����U���@�r��s?�Us?t^�N��:

Dp
2 : D′(]R; +∞[) → D′(]R; +∞[)

U 7→
{1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
− p2

r2

}
U

���U�r�w�r�(��t����������
R > 0

¸hu��U���N���
Ep

N = Ker(Dp
2)N ¸¶�w�(�U: Ep

0 ⊂ Ep
1 ⊂ . . . ⊂ Ep

N ⊂ . . .
¸8�w�(���r¯����

��¹r�N�'��t^s?t��`��¯¡t�¯�t�s?s?t!�����¡ k���`�]¸
� *Hª ª(*
����� � 	���
�� 	����

N ∈ N
�
Ep

N

!.#2�B��� !.# �P�"�-!���!-��� 	�
$��!�� ��! ���+(I!��P#$��	��L% �F��!����A���9!	�
2N

!.�

(
J|p|,|p|+2l r

|p|+2l
)

06l6N−1
∪

(
(Y|p|,−|p|+2l +

2

π
J|p|,−|p|+2l ln r) r−|p|+l

)

06l6N−1

!�� �2	��
#2� �+� �
!����W!�
2�J#�!��

��§`ª«Å��<¨�Ç ����Ç��nÅ�� ¬
|H�N�¼�

N ∈ N
¸0vy����pr�^�U��q�s?t(��¯��N�������`�rtF��t(���^¥U�r¯³�����¼���F�N��t´¯n² �U�m�St��r�;�����U�� Ut����h���9t�¹Ht^s?�r¯¡t4�r�����

<�>^�J?��r�N�����r�¼�F�`�rt
Ep

N ⊂ C∞(]R; +∞[)
¸ 0 ² t^������¯��U���9���rt ���U�����^�`�rt^����t4��t 0 �U����pH~`À 6J�¡������pr�¡��½´�`�rt

dimEp
N = 2N

¸��c��������¯�¯¡t^�r���3¯�t=¯¡t^s?sQt�>U¸�>g���U���3�St���s?t��y�¶² ��8���sQt^���N��t

(
J|p|,|p|+2l r

|p|+2l
)

06l6N−1
∪

(
(Y|p|,−|p|+2l +

2

π
J|p|,−|p|+2l ln r) r−|p|+2l

)

06l6N−1

t^�����r�rtgÃË�UsQ��¯�¯¡t�¯��¡±���t�������������t^�����`��º?��t���t]���h�U��tN¸
�

|H�N�¼�y�U¯¡�N���
F p

l = vect
(
J|p|,|p|+2l r

|p|+2l; (Y|p|,−|p|+2l + 2
πJ|p|,−|p|+2l ln r) r−|p|+2l

) ¸S�w�����¡��t!���F¯�t�s?s?t
���¡ÀÁ��t^�����h���N��t :

Ep
N =

N−1
⊕

l=0
F p

l ∀N ∈ N

|H�N�¼�
πp

N : Ep
N → F p

0

¯��?�r������t]�'���¡�N�����r�
F p

0

���U���U¯¡¯�q�¯�t�s?t^�N��º ⊕N−1
l=1 F p

l

¸S��t�s������`�r�U�h���`�rt
πp

N |Ep
N−1

=

πp
N−1

¸P4���t�µSt��y���N�¼� U ∈ Ep
N−1

¸

πp
N (U) − πp

N−1(U) = (πp
N (U) − U) − (πp

N−1(U) − U) ∈ F p
0 ∩

N−1
⊕

l=1
F p

l = {0}
u��N���!�S�U�� U�U�h�!s������`��t��h���`�6�S�N��t��6���rt;�r�U���������U� �`�rt;���U���6������¯¡�³��t����U���5º������  Ut^���g���U���?��t��r�H���rs?t��`�^¸
|H�N�¼� U ∈ ∪n∈NE

p
N

¸2'�¯��U���@�h�N�r�
N
�U����t^½w¥N���U�����r�U���3�S�U�� U�U�h�@�r��·��r���

l0p(U)
t��
l1p(U)

������:

πp
N (U) = l0p(U)(Y|p|,−|p| +

2

π
J|p|,−|p| ln r) r−|p| + l1p(U)J|p|,|p| r

|p|

l0p(U)
t��
l1p(U)

�rt!�����St��h��t��`�����N�����
N
��pr�N�����8�¶² ���r��q^�3¯�t^�3��t�s��U���`�rt]�@���¼ÀÁ��t]�������^¸



� �K�9��!��J#����*�����"��
*!�����	��	�

0 �U�h���³�������U�h�3s?�U�¡�`��t����U�N�
BR
¯�t5���³���`�rt5��t!��� ~U�U�

R
�r���h�

R2 ¸\u��N���y�U¯¡¯��U�h���r�U�h�����N������t^����t^�yº��r��tÃË��s?��¯¡¯�t=·��r��t!��tgÃ¿�U�h�'�����U�h�
(Ui)06i6N

����·h�r�¡t]���r���h�
R2 \BR

¯¡����t]�3������¯�t^����t^¯��������U��� :

4Ui = −ω2Ui−2
�r�U���

R
2 �  Ut]� U−1 = U−2 = 0

­g�����w�r�rt6��t�¯�¯�t5���¼�����k���¡�N�8®S�r�����U���w�`�rt6¯³�?ÃË��s?��¯¡¯�t
(Ui)

�N��s?t��w���rt5���������'���r��t5��tQ���N¯¡�����¡�N���y�8² �]�N�h�k�����U�h�
��tE6����r¯³�U��twt^s6±S���³����t]��¸r­w�^���Us?�S�N���U���3¯�t^�3�^¯¡�^sQt^�`������t���t�����t=ÃË��s?��¯¡¯�t�t��F�������¡t=��t!�r�N�r������t��):

1

2π

∫ 2π

0

Ui(r; θ) e
−iθ dθ = (Ui)

p(r) r > R

0 t^�����Ht.89����t��`�����rt!�r�U�������¡t^�����N�N����t�¯��¡�]�3������¯�t^�3��t�¯³�k���¡�N��� :

Dp
2 (Ui)

p = −ω2 (Ui−2)
p

­5² � /�¯L² �U��������tI:
(Ui)

p ∈ Ep
[i/2]+1 ∀p ∈ Z , 0 6 i 6 N

|H�N�¼�
i
·�¹H�N¸ 'J Nt^�g¯³����t^�������¡�r�����U����t^�3t]�����N��t]�

Ep
n

���¼ÀÁ��t]�������^®`��¯8t�¹H�³����t
(al)

t��
(bl)
��t�¯³���`�rtL:

(Ui)
p =

i∑

l=0

al(Y|p|,−|p|+l +
2

π
J|p|,−|p|+l ln r) r−|p|+l + blJ|p|,|p|+l r

|p|+l

­w����t^��s?���r�U�h�3s?�U�¡�`��t����U�N��¯�t^�
al
t��
bl
¸�|��U�¡�

m
��t^¯J�`�rt

0 6 2m+ 1 6 i
®���¯��U��� :

Y|p|,−|p|+2m+1 = J|p|,−|p|+2m+1 = J|p|,|p|+2m+1 = 0

�c�������U�����^�`�rt^�N���N���St����y��p��U�³�����):

a2m+1 = l0p(Ui−2m−1)
t��

b2m+1 = l1p(Ui−2m−1)

|H�N�¼�
m
��t�¯J�`�rt

0 6 2m 6 i
®r��¯��U��� :

(Dp
2)m(Ui)

p = (Ui−2m)p =

i∑

l=0

al(Y|p|,−|p|+l−2m+
2

π
J|p|,−|p|+l−2m ln r) r−|p|+l−2m+ blJ|p|,|p|+l−2m r|p|+l−2m

�c��������·��r�¡�����U�8®��U���ht^���y���U�h�=�^��������t :

a2m = l0p((Ui−2m)p)
t��

b2m = l1p((Ui−2m)p)

� �ËÊ&� � ¬ ∀p ∈ Z

(Ui)
p(r) =

i∑

l=0

l0p((Ui−m)p)(Y|p|,−|p|+l +
2

π
J|p|,−|p|+l ln r) r−|p|+l

+

i∑

l=0

l1p((Ui−m)p)J|p|,|p|+l r
|p|+l

4��F����·��r�³�������`�
l0p(Ui) = l0p((Ui)

p)
t��
l1p(Ui) = l1p((Ui)

p)
�U���U±r����t��`�y���U�h�w¯�t!���^ Ut�¯��U���ht^sQt^�`�):

Ui(r; θ) =
+∞∑

p=−∞

i∑

l=0

l0p(Ui−l)(Y|p|,−|p|+l +
2

π
J|p|,−|p|+l ln r) r−|p|+l eipθ

+

+∞∑

p=−∞

i∑

l=0

l1p(Ui−l)J|p|,|p|+l r
|p|+l eipθ

¯³�Q��������t=���U�H Ut^��¥Nt^�U�N�3������t^������t
L2

loc(R
2 \BR)

¸
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%�� �
'.� �
u��N���=���N����¯��r�U�h�g��t�����t9��t^�'���¡�N�(���U����t���¹4���]���r¯¡�������=�r����t^sQt^�`�w��t^��pr�r�³�`�rt^�=t^�4�������h�N�����  Ut]�6¯�t^�wÃË�kÀ

s?�¡¯�¯�t^�c�U�rsQt��������`�<¯³�=�������h�'������t3�¶² �^�`���k���¡�N������tG6J����¯��N��t@t�s6±S���³���^t^�^¸ku��U�h�c��¯�¯¡�N�����N��s?t�������t3��t^�<���^���r¯¼���k���
���N�N�w¯¡t]�y���^sQ�N���������k�����U�h�����N�`���r�������³�`�rt�s?t��`�y�³��t^�N�����`�rt]�yº9��t�¯�¯¡t]��Ã¿�N�r�����¡t]���r���h�E<�>]¢@?R¸h���`���U�N��¯³���r�U����À
�����U� :

sup
θ∈[0;2π]

|V(r; θ)| = ‖ V(r; θ)‖θ,∞

u��N�����������U�����`�8² �r�rt!Ã¿�U���������U�F���N�N���¡�H�rt!���r�
R2 \BR

t^���wº������N�������U����t=¯�t��`��t�¯��U�����N�J² ��¯8t�¹��³����t��r�
n ∈ Z��t^¯J�`�rtL:

‖ V(r; θ)‖θ,∞ = ©(rn)

� *Hª ª(*
�������F�
(Ui)06i6N

!$#$�����,! �.��(*�+�+�9!)%&�
��! ��!�#�	��N��� ��	��
#I�"!$# �	���
��� ��	��P#���!�
Z�-�W�����2!X!.( 
2	
�+� �-!.#
��	��
�B�9!.# ��� ��(L!��
��# #.	��
� ����
�	�� #2#����,�2!E�9!��
� ! � ���9	�
2#G�P	���
�� 	����

0 6 i 6 N
!��H�
	���
�� 	����

l > 0
�





+∞∑

|p|=0

l1p(Ui) J|p|,|p|+l r
|p|+l eipθ

+∞∑

|p|=0

l0p(Ui) (Y|p|,−|p|+l +
2

π
J|p|,−|p|+l ln r) r−|p|+l eipθ

�2	�� �J!�
 �A!*�"���P#
H1

loc(R
2 \BR)

!��&�9�I#$���+� !
(l1p(Ui))p∈Z

!$#$�H�,
�!.#����
! �
���+�9! �

� *Hª ª(*
�������F�
(Ui)06i6N

!$#$�����,! �.��(*�+�+�9!)%&�
��! ��!�#�	��N��� ��	��
#I�"!$# �	���
��� ��	��P#���!�
Z�-�W�����2!X!.( 
2	
�+� �-!.#
��	��
�B�9!.# ��� ��(L!��
��# #.	��
� ����
�	�� #2#����,�2!E�9!��
� ! � ���9	�
2# �

lim
r→+∞

‖Ui(r, θ) −
+∞∑

p=0

i∑

l=0

l1p(Ui−l)J|p|,|p|+l r
|p|+l eipθ

−
i∑

p=0

i∑

l=0

l0p(Ui−l)(Y|p|,−|p|+l +
2

π
J|p|,−|p|+l ln r) r−|p|+l eipθ‖θ,∞ = 0

0 t^���rt���¹;¯�t�s?s?t^�3���U���3�St���s?t��������N�`�3�¶² �� k�N���rt^��¯¡t]���N��t^�������U���3��t����N�H Ut���¥Ut^����t]�*�`�r�J��tg�h�`��t^���U�¡t^�N�3¯��U���
��t�¯³�?���U�h���������������U����t^������t^��s?t]�����F��p���s?���r������prt��g�`�rt��r�N������¯�¯¡�N���3����·h�r�¡�y������¯³�?���r�¡��tN¸



>^£ �K�9��!��J#����*�����"��
*!�����	��	�

B ��� )@#!���<� �61��6��1@�J��%�>?��� �@� >Q������>?����- ��#����4����- -J��� ��#	����)���
�%�>?���
����- ��132!���������4������
5��-/#!-J79�:�;������%�>?����- �<#!)@)@���<��1�-

u��U�h�@���U�����³�������U���0�r�rt����¼�����k���¡�N�;���H  �U���³���`��tg���r��  �U�`�@¯L² ��¹�tw½�¾¿¥N���NsQ�������¡t=����·�¯¶t������U�r����t]�0���H k�������U�N���
���r�¡ k�U�N�*��t��*��¹Ht Â'¸Uuy�U�����r�U�������UsQt^�r�U�h�c���������hº=�r�rt�¥U�^�Us?��������t�º���t��r¹Q����s?t������¡�N���^¸`�w�����U�h���³��q���t����U�h�
¯³�6��t^�'���¡�N�9����·�¯L¸��w���r����t Dε

¯³��½��N�rty���^���r�S��tw�����0¯��5��t]�'�����U�9�r��·�¯L¸r�w�9���r�r�S�N��tw�rty�r¯����@�N��t
∂Dε

t^���
���]�����¼�����U���r�rt��^�`���������U���h�N¯��U�¡��t :

(∂Dε) : ρ = ετ(θ)

Dε = {x(r, θ) ∈ R2 | r < ετ(θ)}
'� Ut^� ∀θ ∈ [0, 2π] 0 < τ(θ) < 1

t��
τ
����89����s?t��`�6����¥N�r¯��¡t^�^¸<�w�Ì���r���h�`��t9�h���5�U�¡¯�¯�t��r���!¯³�F�r���^��t�����t

�¶² �r�;�N�r Ut^���@�N��ty�r�N���*������t^���N��� Dobs
����89���UsQt^�`�*���^¥U�r¯���t��w¾n�U����t^½y�S�U�r�@�S�U�r N�U���*~�����·h�r�¡�3�r��t������U��tyt��

�r�rt5�����U��t!�r�N��s���¯�t]Â�®h���³���������'����t Dε
t��w±S�U���r�N¸¶�w�(��t5�r�U�r�rt5��¥`��¯�t�s?t��`�w���rt!Ã¿�N���'���¡�N�

f ∈ L2(R2)
®\º

���r�r�S�U�������Us?���N�'�3t������U�`��¯�t=���r�r�S�U���3�rt����U�`���¡t^�N�����N�@¯n² �U���¡¥N�¡��t
0
¸�4*��·��F���\�N���r�U��t

D(0, R)
¯�t����³���`�rt

��ty��t��`����t
0
t��@��ty��� ~N�U�

R
®`�  Ut]�

R > 0
�N����t�½�¥N���U���?�S�U�r�@�N��t Dε ∪Dobs ∪ suppf ⊂ D(0, R)

�U��������t :

Ωε = R2 \ (Dε ∪ Dobs)

ΩR
ε = D(0, R) \ (Dε ∪ Dobs)

ΩR = D(0, R) \ (Dobs ∪ {0})

ΩN = R2 \ D1

suppf

ΓR

ε

Dobs

Dε

������� >	��
g���Us?�������¡t������r���U±r¯�q�s?t=t��F¢?����s?t������¡�N���

�<�¡�h��¯�t�s?t��`�^®U�r�U���0���r���U�h��±ht]���N�¡�?�S�U�r�0¯������r�¡��t�¯��U�����`�rt
a > 0

®N�rt��r����t��
Γa
¯��=Ã¿���U�`���¡q^��t���t

D(0, a)¾¿t^�����������³���r¯���t���¯��U�����`�rt
a = R

Â'¸0u��U�h�9�  U�N���?���U�����r��tF¥U���Ns?��������t��`�r�y�r���St�������t
ε
¸*u��N������¯�¯��U���
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���^���U������t��������
ΩR

ε

¯JY¿�]�N�h�k�����U�Ì��t�»yt�¯�s?pr�U¯¡��½F�  Ut]�;��t����������rt]�5���U�����¡�����U�h�Q�U��¹ ¯��¡s?�¡��t^�^¸0�w�Ì��t����U�r��t
gε ∈ H1/2(∂Ωε)

�N�
gε ∈ H−1/2(∂Ωε)

t��3�N�����r�r�S�N��t=�N��t=��t���¯
gε
�����St��h���rt

ε
¸�u��N������¯�¯��U���3��prt^����prt^�

ºQ���]���N������tw¯�t��r���U±r¯�q�s?t����r�¡ k�U�N��:

(Pε) :





u ∈ H1(ΩR
ε )

∆u+ ω2u = −f �r�U���
ΩR

ε

u = gε
�U� ∂u

∂n = gε
���r�

∂Ωε

u
���U�����U�`��t

�����^�������U�����`�rt ∂
∂n
���]����¥U�rt^���4���U�k���N�r���9¯��°���^���� U�^tF�����;���U�r�h�N���9º�¯³�°�r�N��s���¯�tF���N�������`��t�pr�N���;���

���Ns?�U�¡��t��8² ��������t ¾
ΩN

�N�
ΩR

ε

������t�¹\¸ Â'¸0oJ�N���;��� ¯¡�N�r¥°��tF¯L² ��������t(�r�U���?t�¹��r����s?t����U���Q¯³�����U�h���¼���¡�N�
�¶² �U���rt=���U�����U�`��twºQ¯L² �U���rtg�¶² �r���U�S�����k��t��r�3��t�­w�¡������p�¯¡t���ÀL����ÀÁu�t^�rs����r�J®r��t=�N���¶�ht^��s?t��������?��t���tg���Us?t��rt^�
º°��t]�;���Ns?�U�¡��t^��±S�U���r�^�^¸*���U�r�St�¯��U���9����������������t´���¼�����k���¡�N� ¯³� ����·��r�¡�����U� �¶² �r����t�¯y�N�h�^������t^�r�^¸�uy�U���
�����ht^¯¡�N���@�����¶�U�S�����k��t^�r����t�­y��������pr¯�t���Àn����ÀÁu�t^�rs����r��¯n² �U�S�����k��t��r�3¯��¡�r�]������t

TR : H1/2(ΓR) → H−1/2(ΓR)�`�r��ºy���rt����U�r����t
d ∈ H1/2(ΓR)

�U�����H���¡t ∂v
∂n
¯��g���^���� U�^t*�r�N��s���¯�t0���r�

ΓR
�rt@¯³�g���N¯¡�����¡�N�

v
���5�r���N±r¯�q�s?t5:






u ∈ H2
loc(R

2 \D(0, R))

∆u+ ω2u = 0
�r�����

R2 \D(0, R)

u = d
���r�

ΓR

lim
ρ→+∞

∫

Γρ

| ∂u
∂r

− iωu |2 dσ = 0

6J�����U���r�¼���¡�N� ² �´���U�������`��tU²r��t=�����U���r�����5�h����:J² ∂u
∂n + TRu = 0

���r�
ΓR
²�¸F6J�?���U�`�����H�r�¼���6��t

TR
t]���w�r�

���^���r¯¼���k����¯³�U�������`�rt=���U�`���r�N���3�r�N������t^�� H�����N���^¸

u��U�h����prt�����pr�U�h�Qº ���^���U���r��t��r���r���U±r¯�q�s?tF�����St��h�r���`�;��t
ε
¸ 0 �Us?s?t��`�9�^ U�U¯��rt�¯������U¯��������U�m��tF��t

�r���U±r¯�q�s?t6�`���U���
ε → 0 ��� �U��¯³º9�r�rt6Ã¿�U��s6�r¯³�k���¡�N�F����¥U�N�r��t�����t!��t6¯³�9�`�rt]�����¡�N�(º9¯³�U�`�rt^¯¡¯�t!�r�N���� N�U�r¯��U��������h�N����t��6���rt;�����S�U����tU¸�u��N���!������t^���N���6�������6���N����t�¯��4���r�¡��t

uε ¯��´���U¯������¡�N� t�¹r�U����t;�r�«�r���U±r¯�q�s?t;���¼À��t]���������`�r��t]���6��¯��N�������`�rt^s?t��`��±r�¡t^���h�`���N¸8�����^���³����s?t��`�!�r�N���= U�N�������¡�N���=���� Nt�¯��U�r�St��
uε ¾Ët�� ���U�`�6�N��tÃ¿�U�h�'�����U�5��t

ε
ºy  �U¯¡t^�r���r�������r�5t^�����U��t0��tBV@�U���U��pSÂ8��t�¯��U�!�r��t0��t^���������rt�ÃË�Us?�¡¯�¯¡t3��t*Ã¿�U���������U���^¸k�����r�St�¯��U�h�

s������`��t��h���`��t��´�`�r�N�J k�9���N����������t^�^®r�r�U������������t!���N��®h¯��Q��t^��pr�����`�rt6�rt^�y�r�� Ut^¯¡�N�r�St�s?t��`���y�U��~`s?�����������`�rt]�
���U�����U�����^�^¸A4�¯¡¯�t!��t!���^��¯¡���rt=t��´�5�������St^�^¸

�wÇ ��� *��
oJ�N���@�¶² ��±S�U���?�r�N���0�r�^���N�r�S�U���*¯¡t=���Us��U�¡�rt

ΩR
ε

t��;��t^��¹�½��N�rt^�5:N���rtw½^�U�rty�0/9¯³�!¥N���Us?�������¡t� k�U����t
t����r�rt?½��N�rt?�0/ t�¯�¯¡t?�rt� k�U����t5�h�U�^¸¶�<�N�r����t]���c�r�N��������·h�r�������U���

η
���Us?s?t?�r�rtQÃ¿�U���������U�°��t

ε
t��

 U�����¡·h���`�3¯¡t]�3�r���N�r���¡�����^�3���r��  �U�`��t^�):

lim
ε→0

η(ε) = 0
t��

lim
ε→0

η(ε)

ε
= +∞

0 t5�`�r�c����¥U���¼·�t?�`�rt
η
�r�^�����U�¡�=s?�U���ws?�U�����w `�¡��t?�`�rt

ε
¸,4��4�r�������³�`�rt6�N�(�r��t����r���9���U�����U�r���

η
��t�¯

�N��t :
η(ε) = εs �  Ut]�

s ∈]0, 1[
6J�5�r��t^s?�¡q^��t=½��N�rt��`�rt=�r�U�����r��·��r�³�����N���@t^���

ΩR
ε \D(0, η(ε)) = ΩR \D(0, η(ε)

¸ 0 t^¯¡¯�t�ÀÁ���L®r�`�������
ε→ 0

² ��t����8²  Nt����0¯³�?½��N�rt=¯¡��s?�¼��t
ΩR \ {0} �N��tg���U�����U�r�ht^¯¡¯�t����U�h�3½��U��t=�rt!��p���s?��¯¡�N�¡�`���U�¡�J¸6J�(�rt���¹���q�s?t�½^�U�rt��`�rt����U���Q����·h�r�������U���Qt^���

ΩR
ε ∩ D(0, 2η(ε))

¸����U�r�����]�����¡��t;��t�����t�½^�U�rt��`�r�
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��t� H��t��`�5��t9��¯¡���5t��«�r¯¡�h�!�St����¡��tN®�������¯¡�³���U���6�r�«��p��U�r¥Ut^sQt^�`�6��t9 k�������U±r¯�t;�`�8² ��¯*t]���?���NsQs?����t;�rt
���U�h���³������t��3���Ns?sQt����rt=¯¡�N�r�htN¸�u��N���3�r��t����r���N�������NsQs?t���p��U�r¥Ut^sQt^�`���rtg k�U���³��±r¯�tL:

Ξε : ΩR
ε ∩D(0, 2η(ε)) → ΩN ∩D(0, 2η(ε)

ε )

(x, y) 7→ (X,Y ) = (
x

ε
,
y

ε
)

u��U�h�3�¡�`���������r�³���N���3��¯��U���@¯��?�r�U���������U� Uε = uε ◦ Ξ−1
ε

�U���r¯¡�h������s?�r¯�t�s?t��`��:

Uε(X,Y ) = uε(εX, εY )

68tw�r�Us������rt
ΩN ∩D(0, 2η(ε)

ε )
² ��t����¶²� Nt�����¯�tg�r�Us������rty¯���sQ�¡��t

ΩN
�`�rtg�r�U���@�����ht^¯¡¯�t����U���0½��N�rtw�rt

��p���s?���r���H��p�tU¸huy�U���y���r�St�¯�¯¡t^���N�������U��Ã¿�N���^®r���U�w�U±r������t5¯��U�r¥N�U¥Ut
uε ¯�t6��p��Us?�F¯¡�N�¡�`���U�¡�Ft�� Uε ¯�t��p���s?���r������prtN¸

0 t^�9�������������U���;�������`�;�S�N����t^�;t�µ\t^�����r�N���;�`�rt^¯��`�rt]�9�����³���N�r�rt�s?t^�N�������N���r�¡���¡ÃË��¸3u��N���;�N±���t^�r�U�h�9���U�h�
��t^��¹5�`�����`���¼���^���S�U�r�c���]�����¡��t3¯¡t���p��UsQ�Q�r���h�c��t���¹5½��U��t^�����³�����¡������t]��¸ 0 ph�U�����rt��¶² t^¯¡¯�t^�c�rt� H���U�¡t^�`�< N�����¼·�t^�
¯L² �]�N�h�k�����U�5��t0»yt�¯�sQp��U¯¡��½3�r�����

ΩR
ε \D(0, η(ε))

t��c�r�����
ΩN∩D(0, 2η(ε)

ε )
��t^���ht]�'���¡ Nt�s?t��`�^®]t��6�r�5��t����������

��t����3¾¿�S�U��� Uε ® ��¯HÃË�����<��t^�r�������Us?����t@���Q��p�����¥Ut�s?t^�N����t@  �U���³��±�¯¡t@�N���r�����St����5��t ε Â�¸k�c��������¯¡¯�t��r��� uε �r�U�¡� U�^���¡·�t^�<¯³�����N�����¡�����U�����r¹6¯¡��s?�¼��t^��º=¯L² �¡��·h�r�J¾¿¯³�����N�����¡�����U���¶² �U���rt����N�������`��t ÂJ�U�¡�������`�rt�¯�t^�c���U�����¡�����U�h������¹
¯��¡s?�¡��t^��¾n­y��������pr¯�t��3�U��u�t^�rs����r�hÂ@���r�3¯¡t]�3���¼µ\����t��`���0�N±������U��¯¡t]�0�U������t^�@�`�rtg¯¡tg·�¯L®Ht�� Uε ���N�¼�3 U�^���¡·�t^�0�r��t���N�����¡�����U������¹9¯���sQ�¡��t]��������¯¡tw·�¯L¸ 0 t��St��������`����t^���\�rt�����8?�����N�3�h�N�r���������U�����^���³��t^�

uε t�� Uε ®��¡¯¶s����h�N��t��t]�@���U���r�¼���¡�N���*�S�U���3�`�8² ��¯S~9�U�¼�@�r�r�³���¡������tg¯��5���N¯¡�r�����U���rt^�@�r���U±r¯�q�s?t^�0�������³��ÃË�U�¼���@�����3��t]�0�`���U�N���¼���^�^¸��w�
���Ns?sQt

uε t�� Uε ���]�����¡ Nt��`�g¯�t?sL[�s?t9��p���s?�8®8��t^�=��t^��¹4�`�����`���¼���^����t^ `������t��`�������n�������rt��������g���rt�½��N�rt
���N��t���s?�^���³������t6t��`����t

ΩR
ε \D(0, η(ε))

t��
ΩN ∩D(0, 2η(ε)

ε )
t��g��t]�����h�N�r�y���U���

ε
¸0�Á¯JÃË�U�������U���������U���r����t

��t]���\���N����Ã¿�N��s?tw�rty���N�����¡�����U�;��tw���N�����U���6t^�9t�¹��r���¡s��U�N�0¯¡tyÃË���¡�@�`�8² �r�rtw�`���U�`���¡���y�U�r�r���H��ph���`�
uε t��0�r��t�`�����`���¼���Q�U�r�r���H��ph���`� Uε �r�U�� Ut��`� [�����t6�]�`�r�¡ k�U¯¡t^�N��t^�g�����g¯³�;���U�r���U���rt {x ∈ R2 | η(ε) < |x| < 2η(ε)}�`�rt=�r�U�h�����r�St�¯�¯�t����U���@���U��¯��?���r�¼��t!���N�r���N�r�rt=��t����U�����U���¶¸

Dε

ε

η(ε)

2η(ε)

� ��� �¶¢ � 0 �U�r���U���rtg�rt����N�����N���

�wÇ ��� * �
6�² �����U�ht5���r�� k���`��t5���U�h���³����t6º;���U�k��t]�'���r��t^��¯³��Ã¿�U��s?t6�¶² �r�(���^ Ut^¯¡�N�r�ht^s?t��`�yt��´Ã¿�U���������U�´��t

ε
�S�U�r�

¯¡t]���N�h���`���¡���]�
uε t�� Uε ¸�uy�U���3�S�N������¯¡t^���N���3�r�F�������k��½wt^���^������  �U�`���rt^�3t�¹��r��t^�����¡�N���3������~`�StI:

uε(r, θ) =
∑

λ∈A

fλ(ε)uλ(r, θ)

Uε(r, θ) =
∑

λ∈A

fλ(ε)Uλ(r, θ)
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�0/ ' ��t����!�r��t��h��t^s6±r¯�ty��������¯�t�s?t��`���U�����U���r�5¾n�r�����3��������t=���U�@�r��tw���U�����¡t=��t
N ×Z

Â0t��
(fλ)λ∈A�r�rtgÃË��s?��¯¡¯�t!��t=Ã¿�U�h�'�����U�h�@��t�¯�¯�t!�N��t :

fλ′(ε) = ◦(fλ(ε))
�rq^���`�rt

λ < λ′

u��U�h�3�r�U�����r�U�r�rt^���N���3��¯��U���@�r�rtgÃË��s?��¯¡¯�t
(λi)i∈N

�¶² ��¯���s?t^�N������t ' �S�U�r��¯�t^���`�rt�¯³�3�r�U�h�3�r���N�h�`��t�À
���N���

∑

λ6λN

fλ(ε)uλ
t�� ∑

λ6λN

fλ(ε)Uλ

���Us?s?t����r����� ¹���s?�������U���0��t^���ht]�'���� Ut]����t
uε t�� Uε º ◦(fλN

(ε))
�r��q]��¸

�wÇ ��� * �
6�² �����U�ht����r�¡ k�U�N��tF���U�h���³����tU®����U��¯¡t�±r�³���³���¶² ��� �^��¯³���r¯3Ã¿�N��s?t�¯L®cº���prt�����prt��?��t]�����U�h���¼���¡�N���?��¯�¥U��À
±r���³�`�rt^�y�h�N�r�=�N��tQ��t^�g���� Nt�¯��U�r�St�s?t��`���w��� �L�����³��t��`�w������� {x ∈ R2 | η(ε) < |x| < 2η(ε)} ¸\u��U�h���±S�U�����¡���U���5º4�rt^�?���N�����¡�����U���Q��t����N�����N���«�N���@ H��t��r��t��`�?���Us5±r¯¡t^�5¯³�´¯³�U���r�rt���t����U�h���¼���¡�N���?����¹
¯¡��s?�¼��t^���`�rt��r�N�����  U�N���@�� U���`�r�g�r¯�����p��U���^¸

�wÇ ��� * �
6�² �����U�ht����r��  �U�`��t=���U�h���³����t�º6�]�����¡��twt������]���N������tg��t]�3�r���U±r¯�q�s?t^�3�`�rt=�r�N���3���r���h�`��t^���N���3�������³��ÃË�U�¼���
�����?¯�t^�?��t���sQt]�

uλ
t�� Uλ

:*�¡¯y�^² ��¥U�����(�¶² �^�`���������U�������U�r�r¯���t]�?t��`����t�t�¯�¯¡t]�? H��� ¯�t^�����N�����¡�����U�����rt
���N�����N���8¸

�wÇ ��� * �
' ���U�����¡�Q��t;¯³ºF�r�N���5�U�r���U�����N±���t^�H�«��t^�6t�¹��r��t^�������U�h�6���N�N�5�r�U���5�8² ���r���U�h�����U�5t��h���U��t��r���U�r N�
�N�J² t^¯¡¯�t^�w���U�h�����¼���rt��`�w��t5±h�N�r�rt]�y�����r��� ¹���s��k�����U�h����t^�g���N¯¡�r�����U����t�¹r�U�'��t^�^¸ 0 t]������t����?¯L² �N±���t��=��t!¯³�
��t����r��q���t������U�htN¸ 0 t^¯¡¯�t�ÀÁ����t^���wt]����t��`����t�¯�¯�t!�����g�����r�U�h�y�]��pr�U�r�N����º�s?�N�N����t^�y�`�8² �¡¯<~������N�` Nt���¥Ut^����t
��t!¯L² t�¹H����t]�����¡�N�����N±���t^�`��t! Ut^����¯³�9���U¯��������U�Ft�¹r�U�'��t!t��F���(��t^���y���k������ÃË���³�����`�^®��U¯¡�N�������U�r�w¯�t������  k����¯
�r���]���]��t��`�0�U�r���!�����w�¡�H�����¡¯�t � u��N���0�r�U���0�k�����U��p�t����U�����������@��tw���U�r�h�N���@º!s?�U�`����t��0¯��5���N�` Nt���¥Ut^����t
�h�N�r��¯¡t���p��Us?��¯��U���`���U�¡�8¸ruy�U������p�t�����prt����U���@���N���=º?sQ�N�`����t��):

uε −
∑

λ6λN

fλ(ε)uλ = ◦(fλN
(ε))

�`�����h�
ε→ 0

t����r�U��s?t
H1 ���r��������t������U�¡�����Us��U�¡�rtN¸
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� ��� ���<����������� ����� ������#6
�

���6��� �6��
��

­w�U���!��t�����t9��t]�'�����U���r�N���!���U�������rq���t����U���g¯�t��r���N±r¯�q�s?t����^�����¡�!�r���^���]��t�s?s?t��`�6�  Nt^�
gε = 0

�r�����
H−1/2(∂Ωε)

¸��w� ��s?�h�`��t4���U�������rt(���N�����¡�����U�m��t(uyt��rs��U�r�mpr�Us?�N¥Uq���tU¸ 6J� ÃË�Us?�¡¯�¯¡t4��t´�r���U±r¯�q�s?t]�
��������¹��^tg�h���

ε
ºQ¯³�U�`�rt^¯¡¯�t=�r�U���3���U���3���`������t^�����U���3�r�U������t�����t!��t^�������U��t^���y���U�h�*:

(Pε) :





u ∈ H1(ΩR
ε )

∆u+ ω2u = −f �r�U���
ΩR

ε

∂u
∂n = 0

���r�
∂Ωε

∂u
∂n + TRu = 0

���r�
ΓR

����� � �������.� ��'�������� � ��� �+#�%�

� � � ��'�����%�� ��� ��'(����� ����& ' ���!� � ��'��"�����

���U�r�5��t]��prt�����prt^�!¯��´Ã¿�U��s?t���� ���� Nt�¯��U�r�St�s?t��`�]®��r�N���6�U¯¡¯��U�h�5���Us?s?t�����t��6�h���Qt�µ\t^�'���rt��Q�r�«�^��¯³���r¯
���h��¯�~N�����`�rtw���r�0�r�;�^�U�����¡s?�r¯�tU¸H­g�����0��t�����tg���N����ÀÁ��t^�'���¡�N�?�r�r�³�N��t�s?t��`�^®`�r�N���*�U¯¡¯��U����ÃË������ty¯¡t]��pH~H�h�U��prq]��t]�
���r�r�r¯���s?t��`��������t]�����r�� k���`��t]�):

� �w�����r�r�S�N��t��N�J² ��¯8�8² ~;�?���N���¶² �N±������U��¯¡t=���r����t=�`�rt�¯�tg·�¯ : Dobs = ∅� �w����pr�N�����¡�3����·h¯J��~H¯��������³�N��t : Dε = D(0, ε)� �w�����r�r�S�N��t��N��t
f
t^����º���~Hs?��������t=���N���³��¯�t*:

f(r, θ) = f(r)���U�r�ht^¯¡�N�������U�6����¯�¯¡t^�r���6�N��t9¯n² �U�°�F���r�r�S�N���;���°���^±r���Qt��6�r��t?Ã¿�U�³�!�S�U�r�����U����t;�`�rt
f
t^���5ºF���r�r�S�U���

���Ns?���U����t��F�`�rt����N� �����r�h�N�����rt����U�`���¡t^�N�����U��¯L² �N����¥U���rtU¸@���U�r�����^���U������t´¯�t4�����N±r¯¡q^s?t(�r�N�����U¯¡¯��U�h�
��t^��prt^����prt^�@���5Ã¿�U���������U�F��t 
g��t�t��J¸S�w����p�t�����prtg�r�U����ºQ���^���U������tg�h�N�r����t^�

z ∈ R2 ��t�¯³���`�rt |z| > ε
:





∆Gz + ω2Gz = δz
�r���h�

D(0, R)

∂Gz

∂n = 0
�����

∂Ωε

∂Gz

∂n
+ TRGz = 0

���r�
ΓR

�w����prt�����prt
Gz

���N���3¯³�6Ã¿�N��s?tL:
Gz(x) = H

(1)
0 (ω|x − z|) +Gd

z
(x)
� /

Gd
z

 U�^���¡·�tg¯¡t��r���U±�¯¡q^sQtL:





∆Gd
z

+ ω2Gd
z

= 0
�r�U���

D(0, R)

∂Gd
z

∂n = − ∂
∂nH

(1)
0 (ω| · −z|) ���r�

∂Ωε

∂Gd
z

∂n
+ TRG

d
z

= 0
���r�

ΓR

�w�3�¡¯Jt�¹�������t=�r��t=Ã¿�U��s6�r¯�t����¼��t!�¶² �U�r���¡�����U���S�U�r�
H

(1)
0

:���q]���`�rt |z| > |x|

H
(1)
0 (ω|z − x|) = H

(1)
0 (ω|z|)J0(ω|x|) + 2

+∞∑

n=1

H(1)
n (ω|z|)Jn(ω|x|) cos(n(θ − β))

�0/
θ − β

t]����¯L² �U�r¥U¯�tgt��`����t
z

t��
x

¸\�w��t������¡��t��N��t ∀x ∈ D(0, R)
:

Gd
z
(x) = −H

(1)
0 (ω|z|)J0

′(ωε)

H
(1)
0

′(ωε)
H

(1)
0 (ω|x|) − 2

+∞∑

n=1

H
(1)
n (ω|z|)Jn

′(ωε)

H
(1)
n

′(ωε)
H(1)

n (ω|x|) cosn(θ − β)

4c�y���N���g�������r��·��r�¡�����U� :

Gz(x) = H
(1)
0 (ω|x−z|)−H

(1)
0 (ω|z|)J0

′(ωε)

H
(1)
0

′(ωε)
H

(1)
0 (ω|x|)−2

+∞∑

n=1

H
(1)
n (ω|z|)Jn

′(ωε)

H
(1)
n

′(ωε)
H(1)

n (ω|x|) cosn(θ−β)
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0 �Us?s?tQ¯¡t����r�r�S�U�����rt
f
t^�������Us?���N�'��t����rt����N�`����t��`�g�h�U�=¯L² �N����¥U���rtU®S��¯�t�¹��³����t

r1, r2 > 0
��t^¯����`�rt

∀z ∈ suppf , r1 < |z| < r2
¸ '�¯��U���):

uε(r, θ) =

∫ r2

r1

H
(1)
0

′(ωε)J0(ωρ) −H
(1)
0 (ωρ)J0

′(ωε)

H
(1)
0

′(ωε)
f(ρ) dρ H

(1)
0 (ωr)

�w��¯�t^�3�r��t�s?��t����@��t���s?t^����t]������ Nt�¯��U�r�St�s?t^�N������t
H

(1)
0

′(ωε)
t�����t

J0
′(ωε)

�`���U���
ε→ 0

���U�`��:

H
(1)
0

′(ωε) =
2i

πωε
− 2i

π
ωε ln(ωε) + ©(ε)

J0
′(ωε) = −ωε

2
+ ◦(ε)

­5² � /�¯L² �N��������t=�r�rt�t]���`�r�³����t=���F���� Nt�¯��U�r�St�s?t^�N�E:

∫ r2

r1

H
(1)
0

′(ωε)J0(ωρ) −H
(1)
0 (ωρ)J0

′(ωε)

H
(1)
0

′(ωε)
f(ρ) dρ =

∫ r2

r1

J0(ωρ)f(ρ) dρ

− −ωε
2 + ◦(ε)

2i

πωε
− 2i

π
ωε ln(ωε) + ©(ε)

∫ r2

r1

H
(1)
0 (ωρ)f(ρ) dρ

u��N���3 U�k~N�U���0���U�h�g�`�rt�¯�t����� Nt�¯��U�r�St�s?t^�N�����Us?s?t�����tg�h���
ε2
t��y�`�8² ��¯¶ k�?���r���U����������t=�r�U���3¯¡t����^ Ut�À

¯��U�r�St�s?t��`�c��t^���r�r�³�����U����t]�8�S�N���¼���¡ Nt^�<��t
ln(ωε

2 )
¸J4��Q��t^  �U����prt���¯H�rt0�rt� H���U�¼�<���U�<�������������¡����t���t@�r�r�³����������t

�r�^¥N�k���¡ Ntg�rt
ln(ωε

2 )
���U�3¯¡t=��t���sQt����Ns?�¡���U�`���U�F�����r�Ns?�¡������t^�r�����¡ÀR�rt^�������@t]�����S�U¯�~H�r�Us?�³��¯L¸

�����
1

re

�� ��# ����� '.� ����� �$��� %���*���� � #.%�

� � � ��'�����%��

­w�U���w��t�����tQ����������t6�r�N���g��¯�¯¡�N�����S�N�����r¯�t��g�r� �������k��½6t��=t�µ\t^�����rt^�w���´�����  k����¯8Ã¿�N��s?t�¯3¾Ë�U² t]����ÀRº�ÀR�r�¡��t
�������c��t����N������t��c��t]�c�r���U±r¯�q�s?t^�<¯��¡�]��ºg¯n² ���N��t��� Ut^�����¡�N�5��t]�c����¥U�rt]�

lim
® ∫ t��

P

Â<�r����¯��¡s?����������t�ºg¯³�y�����N������q�s?t
�������St(¾¿��t^��p�t�����prt9��t^�5���N�����¡�����U���5��t9���U�����U����Â'®������^��t]�����¡ Nt�s?t��`�!�S�U�r�5¯¡t���p���s?�°�r������prt9�r�r�³�!�S�U���6¯�t
��p��UsQ�4¯¡�N�¡�`�������8¸\�<�N�r�=��t^�=��t^��¹(�`�����`���¼���^�g�r�U�h�g�U¯¡¯��U�h�w���N���Qº���p��N�`�rt!Ã¿�N���^®¶�r�����g�r�4�r��t�s?�¡t^�g��t�s?���
�S�N�����r¯�t��9�����U�����k��½��r�������]�����¡��t�¯¡t]�9���U¯����r¯³�?�ht^��s?t������U�N�;�8² ���`���r�¡��t^�;¯�t^���r���U±�¯¡q^sQt]���������³��ÃË�U�¼���?������¯�t^�
��t^��s?t]�5��� ���� Nt�¯��U�r�St�s?t^�N��¾�40­y� t������N�����¡�����U���5����¹°¯��¡s?�¡��t^��Â�®<���r���Q�N±���t^�r�¡�?��t]�6t�¹H����t]�����¡�N���6���U�h�
Ã¿�U��s?t6��t6�r�� Ut^¯¡�N�r�St�s?t��`���w�����¡ k���`�y¯�t^�y�r�r�³�������h��t^�y��t

r
t��=��t

ε
���Us?s?����t^�y�h�N�r�yt�µSt]�'����t��y¯�t^�w���U¯����r¯��

��t�¯³�k���¡ÃË���������U�����U���¶¸
'�  �U�`�*���N���^®H�r�N���@���r�N�
;��N���*�rt���¹9��t�s������`�rt^�^¸U�*��t^sQ��q���t�s?t^�N�]®H¯¡�N���0��tg��t�����tg�����U�htgt�����tg¯n² �������Stg�rt

���U�����U���¶®H�r�U�h������t��������U�h�3���N���¡��t�s?t^�N�����U����t^��¯�t^�y�N�h���`���¡���]�������
0
p��U������t!¯�t��r�y�r�Us������rt���t6����·��r�¡�����U�8¸

�c����t�¹Ht^s?�r¯¡t����U�����U¯¡¯��U�h������·����¡���h����¯³�����r�¡��t!�rt^���`���U�N���¼���^�
(δk

i )p �h�N�r� i ∈ N
t��

0 6 k 6 i
t��
p ∈ Z

¸
0 t^���h�����U�N�3�r�N���*�S�U�������U���*��¥`��¯�t�s?t��`�@���U�����³������t��

(δk
i )p �  Nt^� i < 0

���U�`�0¯³�! k�U¯¡t^�r�@��t����6�U¯¡�N���
0
¸�|Ht^���U��À

��t^sQt^�`�^®8¯��U�����`�rt?�r�N����t�µSt]�'����t����U�����r�U���=¯³�F���r�¡��t9�rt^�!���^ Ut^¯¡�N�r�ht^s?t��`���=t^����������t9��t9�r�N�r������t��]®S��¯*��t����
���U����ÀLt^�`��t��h�����N��t�¯n² �U�9��t��r¯³�U��tU®N����89����s?t��`���r��q^�0��t�¯L² �N����¥U���rt3�h�N�r�*¯�ty��p��Us?�Q¯��U���`���U�¡�8®N�U�9����89���Us?t��`�
¯��U�����r��·h¯J�S�U�r��¯�t!��p���s?���r������prtU¸�4��Ft�µSt����r�U�h����¯�¯¡�N���3���^���U������t=¯¡t]�3�^�`���������U�����rtE6J����¯��N��t=t��y»yt�¯�s5À
pr�N¯¼��½������*�����h�����k�����U�Q��t� k�������U±r¯�t^�^¸k���r�³���`�rty�U² t]���*����������t����N�N��t�¹H��t��`�8² ���r�h�������³����t��`�����k���r��t^¯¡¯�t�s?t^�N��¯�t^�
Ã¿�U�h�'�����U�h����t�V0t]����t�¯¶t�����t�»y���
1Ut�¯L®��r�N���3�¡�H H�¡���U�h�0¯�t�¯�t^�'��t��r�3�St���ÃË��s?��¯¡��t����rt=��t^�@Ã¿�N���'���¡�N�������S�^�����U¯¡t]�3º
��tg��t��S�U����t^��º?¯��?��t^���r��q���tg����������t��¡�`���¼���r¯¡�^t�² ���^���r¯¼���k���3������¯¡t]��²h���¡���r�^t!ºQ¯��5·��F��t���t!�r�H���rs?t��`�^¸

����� ��� � ��¨ ��Ç���1<©mÉ�����ª � ÊËÅ����\Ç � ���
u��U�h�3�h�`�����r¯¡�N���3¯L² �U��������½����r�¡ k�U�N���S�U�r��¯�t!��p��UsQ��¯��U���N������� :

uε(r, θ) =

+∞∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε uk
i (r, θ)



>^¤ �K�9��!��J#����*�����"��
*!�����	��	�

0 t����N�`�<¯�t^�
uk

i

�`�rt@�r�U�h�c���r�St�¯��U���<¯�t^�<��t���sQt]�����Q�r�� Ut^¯¡�N�r�St�s?t��`�^¸�'y�r�r¯����`�r�N����s������N��t����U�`����t@�S�N������¯����
ºQ¯n² �^�`���������U���`�rt!���U�¡�� U�^���¡·�t��

uε �U² t]����ÀRº�ÀR�r�¡��tw¯L² �^�`���k���¡�N���rt!»�t�¯�s?pr�U¯¡��½I:

∆uε + ω2uε = −f ⇒
+∞∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε (∆uk
i + ω2uk

i ) = −f

⇒





∆u0
0 + ω2u0

0 = −f

∆uk
i + ω2uk

i = 0
�S�U�r�

(i, k) 6= (0, 0)
u��N���3t�µ\t^�����r�N������t=sL[�s?t!��t����U�����U�r��t�s?t��`�����r��¯³�?���N�����¡�����U������¹�¯¡��s?�¼��t^��º?¯L² ����·��r�&:

∂uε

∂n + TRu
ε = 0

���r�
ΓR

⇒
+∞∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε (
∂uk

i

∂n
+ TRu

k
i ) = −f ���r�

ΓR

⇒ ∂uk
i

∂n + TRu
k
i = 0

���r�
ΓR ∀(i, k) ∈ A

­wt4¯³� sL[�s?t4ÃË��;��U� �N� �U±����¡t^�`���r��t ���U�����¡�����U� ��t uyt��rs��U�r� pr�NsQ�N¥Uq^�rt(�S�U�r�����N����¯¡t]�;��t���s?t^�����
���^ Ut�¯��U���ht^sQt^�`�):

∂uk
i

∂n
= 0

���r�
∂Dobs ∀(i, k) ∈ A

'�������� ∀(i, k) ∈ A
®
uk

i

 U�^���¡·�t;¯L² �^�`���k���¡�N�Ì��tF»yt�¯�sQp��U¯¡��½F�  Ut]�;���N�����¡�����U� �¶² �N����tF���U�������`��tU®<�U�«t^�
���]���r�¡�y���U��������² Ã¿�N��s?tU²h���� U�U�³���¡���U¥Utg�����h�N�¡�`���U����¥U���rtU¸

uk
i (r; θ) =

+∞∑

p=−∞

{
L1

p(u
k
i ) J|p|(ωr) + L0

p(u
k
i )Y|p|(ωr)

}
eipθ ¾ > Â

����� ��� � ��¨ ��Ç���1<©mÉ�����ª � ���kÅ8É�� *
u��U�h�3�h�`�����r¯¡�N���3¯L² �U��������½����r�¡ k�U�N���S�U�r��¯�t!��p��UsQ���r������prtL:

Uε(r, θ) =

+∞∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε Uk
i (r, θ)

�Á�k��t]�'���N������t��h�`�����r¯³�k�0�r�U���c¯L² �]�`���k���¡�N�?�rty»�t^¯¡s?pr�N¯¼��½y�`�rt� U�^���¡·�t Uε ¸ 0 �Us?s?t suppf ∩D(o, η(ε)) =
∅ ® f �8² ���r�h�������¡�6���U�Q�r�U���5��t�����t��^�`���k���¡�N�8¸�u��U�h�5�]�����¡ N�U���6��t�����t��^�`���������U�«�  Nt^�9¯�t^�Q���H�N�����N�r�r�^t^�6�r���p��UsQ���r������prt���t����5¸hu��U�h�3�U±���t��r�N���):

1

ε2
∆Uε + ω2Uε = 0

⇒
+∞∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε ∆Uk
i +

+∞∑

i=0

i∑

k=0

εi+2 lnk ε ω2 Uk
i = 0

⇒
+∞∑

k=0

+∞∑

i=k

εi lnk ε ∆Uk
i +

+∞∑

k=0

+∞∑

i=k+2

εi lnk ε ω2 Uk
i−2 = 0

⇒ ∀k ∈ N





∆Uk
k = 0

∆Uk
k+1 = 0

∆Uk
i = −ω2 Uk

i−2 ∀i > k + 2
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68t]���^�`���k���¡�N�������¡ÀR��t]���������r�U�h���������³�`�rt��`�F���U�h�4�`�rt ¯¡t]����t���s?t^�����Y��p���s?� ��������prt �U��s?t�����t^�N�F�r��t
���������'���r��t!�rt!���N¯¡�����¡�N�����¶² �^�`���������U���y��t 6J�U�r¯³�U��t=t^s6±S���³����t]��¸����U�y���N�����^�`�rt��`���r�N�����S�U�r N�U���3�]�����¡��tU®r�U�
s?�U�����@Ã¿�U��s?t�¯�¯¡t^s?t��`��:

Uk
i (r; θ) =

+∞∑

p=−∞

i∑

l=0

l0p(Uk
i−l)(Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r) r−|p|+l eipθ

+

+∞∑

p=−∞

i∑

l=0

l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+l r

|p|+l eipθ

¾n¢NÂ

�w���U±����¡t^�N���h��������¯�¯¡t^�r���3��t�sL[^sQt!�`�rt=�r���^���^��t^s?sQt^�`�):

⇒ ∂Uk
i

∂n
= 0

���r�
∂ΩN ∀(i, k) ∈ A

�����
2

me

�� ��# � �.	������ & %,� ��� � � #)#�%�& ������� ��� � � # ��& � '(����� '

u��N���c��¯�¯��U���<s������`��t��h���`�������U���r����t@¯�t3ÃË���¡���`�rt�¯¡t]�c��t��r¹Q��p��UsQ�h�c���U�� Ut^�N�c���N�¡�h���³��t����r�U����¯³�g���U�r���U���rt
��t����U�^���U���´¾n�N���8t^�������U�r�St�¯�¯¡�N����ÀR¯�t {x ∈ R

2 | η(ε) < |x| < 2η(ε)} Â'¸2'y�¡����� :

uε(r, θ) = Uε(
r

ε
, θ)

��q]���`�rt
η(ε) < r < 2η(ε)

���U�r�6�h�N�r U�N�¡�=t�¹��r¯��U�¡��t^�6��t�����t���¥N�U¯¡�¡���?�r�N���!�  N�U���g±St^���U�����rt9s?t�������t�t^� Ã¿�U��sQt�¯�t�s?t�s5±r��t���t������N�¼��t
Uε( r

ε , θ)
¸8u��N���gt�µ\t^�����r�N�������U�h�6�r�����U¯����r¯�Ã¿�U��s?t�¯c�������g�r�N���=��s6±h�����U����t^�w��t]�w±S�U���rt]�g�rt?���Us?s��k���¡�N�

¾¿���U���3~� `��t��h�����N���@¯¡�N�����rt�¯n² t^������s��k�����U���¶² t�����t^�r�'Â'¸74��F�����¡¯��������`�!¾n¢NÂ@�U���ht^���y�]�����¡��t*:

Uε( r
ε ; θ) =

∑

i,k,p,l

εi lnk ε l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+l(

r

ε
)|p|+l eipθ

+
∑

i,k,p,l

εi lnk ε l0p(Uk
i−l)Y|p|,−|p|+l(

r

ε
)−|p|+l eipθ

+
∑

i,k,p,l

εi lnk ε l0p(Uk
i−l)

2

π
J|p|,−|p|+l ln(

r

ε
)(
r

ε
)−|p|+l eipθ

=
∑

i,k,p,l

εi−|p|−l lnk ε l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+l r

|p|+l eipθ

+
∑

i,k,p,l

εi+|p|−l lnk ε l0p(Uk
i−l)

(
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

)
r−|p|+l eipθ

−
∑

i,k,p,l

εi+|p|−l lnk+1 ε l0p(Uk
i−l)

2

π
J|p|,−|p|+l r

−|p|+l eipθ

=
∑

i,k,p,l

εi lnk ε
(
l1p(Uk

i+|p|) −
2

π
l0p(Uk−1

i−|p|)
)
J|p|,|p|+l r

|p|+l eipθ

+
∑

i,k,p,l

εi lnk ε l0p(Uk
i−|p|)

(
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

)
r−|p|+l eipθ

=
∑

i,k,p

εi lnk ε
(
l1p(Uk

i+|p|) −
2

π
l0p(Uk−1

i−|p|)
)
J|p|(ωr) e

ipθ

+
∑

i,k,p

εi lnk ε l0p(Uk
i−|p|)Y|p|(ωr) e

ipθ
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x´�U�¡�`��t^�����`�]®¶t��°���U�������`�!��t´¾ > Â'®J�N�4�St��r�6���rt��`���¡·�t��!��t���s?t9º���t^��s?t��S�U�r�6��ph�U�`�rt
i
®J��p��U�`�rt

k
t��

��p��N�N��t
p
:

l1p(Uk
i+|p|) −

2

π
l0p(Uk−1

i−|p|) = L1
p(u

k
i )

�h�N�r�3���N���
i, k, p

l0p(Uk
i−|p|) = L0

p(u
k
i )

�h�N�r�3���N���
i, k, p

0 t^�3�]�`���k���¡�N���3�ht^�r Ut^�`����t������^��������t*:

l1p(Uk
i ) = L1

p(u
k
i−|p|) +

2

π
L0

p(u
k−1
i−|p|)

�S�U���3���U�r�
i, k, p

l0p(Uk
i−|p|) = L0

p(u
k
i )

�S�U���3���U�r�
i, k, p

¾Ë�`Â

4�� ��t^�����¡t^�!¯¡��t��°���U���6�h�N�r U�N���g������t^�!�r�rt����U�h���]�N��t�����t9��t^�6��¥N�U¯¡�¡���]�����¡ÀR�rt^�������^¸J­wq^�5�N��t |p| > i − k
®

Uk
i−|p| = uk

i−|p| = 0
®����������U�����^�`�rt^�N���N�;���¡��t!��t�¾Ë�`Â :

L0
p(u

k
i ) = 0

��q]���`�rt |p| > i− k

l1p(Uk
i ) = 0

��q]���`�rt |p| > i− k

�����
3

me

�� ��# � ��� � %,����� %�� ���
� #�%,& -.����� �
��� ��������� ��� ��� #���% ���
� � �$% � �
����� � 
��

* �
��& #�# � � ��' �

'� Ut^�?¯�t^�!��t^����t^�¡¥N�rt�s?t^�N���!�`�rt��r�N���� Ut^�r�U�h�!��t;���U¯�¯¡t]�'��t^�6���°���U�r���!��t9¯L² �����h��t�Ã¿�U��s?t�¯�¯¡t9���¼ÀÁ��t]�������^®
�r�N���c��¯�¯¡�N���<s������N��t����U�`����prt^����p�t���ºg�^�����U���������³��t^����t3s����r��q���t@�r�r�� U���`�rt3¯¡t]�J��t���s?t^�c��t]�c���� Nt�¯��U�r�St�s?t��`���
��t]����p���s?�?�r������prt^�ct���¯¡�N�¡�`����������¸U�<�N�r�*��t^�����r�U���*��¯�¯¡�N���c¯�t^������·��r���*���Ns?sQty�r�r�³�N��t^�����U¯��������U�h���¶² �r�rt3ÃË�kÀ
s?�¡¯�¯�t���t��r���U±r¯�q�s?t^�3¾Ë¯¡���^�c�h������t]�c��t^¯��������U������t����^���r����t^����t Â'¸ 0 t^���r���U±�¯¡q^sQt]�c���U�� Ut^�`�K[�����t3±r�¡t^�?�h�`���]��¸�6Jt
�r¯³������t���t�����tg����������tgt^���3���N���g¯¡t=���r�¡ k�U�N�]¸�u��U�h�0�����]��t^�N���U���@��q]�0¯�t������h�����3��t^�@�r���U±r¯�q�s?t^�^¸Hu��U�h�@�U¯¡¯��U�h�
t��h���r�¡��t�s?�U�`����t��!t^�������U�³�!�������St^�5�`�8² ��¯³�5���U�`�6±r��t��°�S�N���^�^¸�o��U�r�Q�¶² ��±S�U�����r�U�h�!�r���^��t��`���N���!��t]�!���^���r¯¡À
���������8² t�¹H�³����t��h��t=t��y�¶² �r�r�³���¡���N¸r���r�³���r�N����s?�U�`����t^���N���*¯L² �r�r�³���¡���6��t]�����N¯¡�r�����U���^¸�4���·��F���U���3s?�U�`����t^���N���
¯L² t�¹H�³����t��h��t���t!��t]�����N¯¡�r�����U���^¸

����� ��� � �kÅ � Ê
	Hª *�ÉNÅh© ��ÊË§
u��U�h���U¯¡¯��U�����^��������t*¯�t^�<�r���U±r¯�q�s?t^�<���k���³��ÃË���¡���<�����<¯�t^����t^��s?t^�<���?���� Nt�¯��U�r�St�s?t^�N�]¸]uy�U���<s?�U�`����t^���N���

t��h���r�¡��tg¯L² t�¹H�³����t��h��tyt��@¯L² �r�r�³���¡���=��t^�3���U¯��������U���0��t=��t^�0�r���U±r¯�q�s?t]��¸Hu��N����Ã¿�N��s5�r¯��U���0�r�;�����N±r¯¡q^s?ty���N�r�r¯��
���k���³��ÃË���¡�������c¯�t^�<��t���sQt]�

uk
i

t�� Uk
i

�r�9��p���s?�Q¯¡�N�¡�`���U�¡�Qt��@������p���s?�Q�r������prt3��t^���ht]�'���¡ Nt�s?t��`�^¸N�����r�St�¯��U�h�
�¶² ��±S�U���Ì�`�rt

H1
loc(ΩR)

���]����¥U��t�¯L² t�����t�s5±r¯¡t´�rt^�
v ∈ D′(ΩR)

��t�¯³�9�`�rtF�h�N�r�?���N��� D ⊂ ΩR
�U�r Nt����

��t�¯³�k���� Ut^s?t��`�3���Us?���N�'�@��t�¯8�`�rt D ⊂ ΩR
¾¿t^�����U�������r¯���t��

0 /∈ D Âw® v|D ∈ H1(D)
¸r�c��������¯�¯¡t^�r���^®H�¡�h���³�����U���

���r�*¯�t�ÃË�U�¼�3�N��ty�r���h�0��t��r���U±r¯�q�s?t�¯�t^�*��t^��s?t^�
uk′

i′
t�� Uk′

i′
�S�U���

i′ 6 i
®
k′ ∈ {k− 1, k} t�� (i′, k′) 6= (i, k)���U�`�<���U�������r�����^�J���Us?s?t0��t]�����U�r����t^�@¾¿�N�6���r�r�S�N��t Uk′

i′ = 0
��q]���`�rt

(i′, k′) /∈ A
Â'¸�6Jt*�r���U±�¯¡q^sQt@��² �����U����t

���Ns?sQt����r�¡�E:
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oJ���U�r Nt��
(uk

i ,Uk
i ) ∈ H1

loc(ΩR) ×H1
loc(ΩN )

��t�¯³���`�rtI:





∆uk
i + ω2uk

i = 0
�r���h�

ΩR

∂uk
i

∂n = 0
���r�

∂ΩR \ ΓR

∂uk
i

∂n + TRu
k
i = 0

���r�
ΓR

uk
i −

∑

|p|6i−k

L0
p(u

k
i )Y|p|(ωr)e

ipθ ∈ H1(ΩR)





∆Uk
i = −ω2 Uk

i−2

�r�U���
ΩN

∂Uk
i

∂n = 0
���r�

∂ΩN

lim
r→+∞

‖Uk
i (r, θ) −

i−k∑

l=0

∑

|p|6i−k

l0p(Uk
i−l)

(
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

)
r−|p|+leipθ

−
i−k∑

l=0

∑

|p|6i−k

l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ‖θ,∞ = 0






L0
p(u

k
i ) = l0p(Uk

i−|p|)

l1p(Uk
i ) = L1

p(u
k
i−|p|) + 2

πL0
p(u

k−1
i−|p|)

∀|p| 6 i− k

�Á¯¶��² ��¥N�¼�3�¶² �r�;�r���U±�¯¡q^sQt=���N�r�r¯��y H�³�!¯³�5��t^�����¡q^��tg�U�����U¯³�U��tw�N���S��t��h�9���NsQ�r��t=��t^�3���N�����¡�����U���@��tg���N�����U���¶¸
u��N���Q��¯�¯¡�N���6s��U�¡�`��t^�����`�?����s?�U�`����t^�Q�`�rt�¯¡t��r���U±r¯�q�s?t����¼ÀÁ��t]�������Q�U��s?t��Q�r�rt��r�r�³�`�rt����U¯������¡�N�8¸<uy�U���
�S�U�r�������U�h�����NsQs?t!�����]���^�rt�s?s?t��`�y��t��H U�k~Nt��3¯¡t6¯¡t]�'��t^�r�wº <9> ¢@?<s��U�����������y�r�(���U�����J��t6�S�^����¥U�N¥U��t��r�U�h�
t�¹��S�N���U������t^�3�r��t��� Ut^�^¸ 0 t^���J���N�������¡���rt^���5�������U�¡¯�¯�t��r���3�r�rt������^�U���¡�N���rt��r���]��t^�`��t��3¯³�?s����r��q���t=t�¹��r¯������¼��t
���N�N�����U�`���U±���t��H�rt]�3¯¡t]�����N¯¡�r�����U���^¸

����� ��� ¦�§H¨^©<Ê¿Ç ��Ç^¨$1�� *�� �Ë¨^Ç * ��É *+*`Ç 1��¡© � �ËÉ �ËÇ^§
�w�����Us?s?t�����t!���U�����r�N����t^�y��t^�����]���r¯¡���������8² t�¹H�³����t��h��t!t��w�¶² �r�r�³���¡���!�S�U�r�w��t^�y�r���N±r¯�q�s?t^�3��t�¯³�k���¼ÃË���U�

��p��UsQ��¯��U���`�������8¸¶�w���S�U�������QÃË�U���¡¯�t�s?t��`���N±���t^�r�¡�w¯��?����t^�r Ut!��t5��t^�����]���r¯¡��������t^�´�U�r�U�����U�`��¯¡t]�y���^sQ�N����À
�����k���¡�N������t�<9> ¢@?��8¸ ¢�£N£kÀ�¢�£
>5¸F4c���U�N�g���U�r���!�r�rt�ÃË�Us?�¡¯�¯¡t

(bi)i∈Z

�r��t^���`�rt��H�r¯¡¯�t6��t6�r�Us5±r��t]�����Ns?�r¯¡t�¹�t^�^®
�r�U���U�h�

s =
+∞∑

p=−∞

bpY|p|(ωr)e
ipθ ¸h�w���St��r�����r�N����t^��¯¡t=���^���r¯¼���k��:

� �<§HÅ2��*Hª * � ��� 
S!G�W
�	 
.����(I! �





u ∈ H1
loc(ΩR)

∆u+ ω2u = 0
�����
#

ΩR

∂u
∂n = 0

#$��

∂ΩR \ ΓR

∂u
∂n + TRu = 0

#$��

ΓR

u− s ∈ H1(ΩR)
����(L!��B���W!����F� �.�
!E#�	��N��� ��	��



¢�£ �K�9��!��J#����*�����"��
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u��N�����h�N�r U�N������¥N�U¯¡t^s?t��`��������±�¯¡���F��t4��~`�St°��t ���]���r¯¡�������S�U����¯�t���p���s?� ��������prtN®@s��U����¯�t �^�U����t
�r�U���6¯�t^�`�rt^¯0���U���5��¯�¯¡�N���6���U���6�r¯��N��t^�6t^���?�r� �St��«��¯¡���5¥U�^�r������¯L¸S4������`�?���U�r���

f ∈ L2
loc(ΩN )

t�� UF���k���³��ÃË���³���U�N�):





UF ∈ H1
loc(ΩN \D(0, 1))

∆UF = −f �������
ΩN \D(0, 1)

�r�N�����U��s?t��������U�h�3¯¡t����^���r¯¡���k�����r��  �U�`��¾n��¸ ÃB<�>]¢J?J�8¸ ¢�£N¢kÀÁ¢U£U�!�r�U�`���U���U�r�U����tgÃË�N����¯¡t^sQt^�`��¯��Q�r��t��r Nt]Â5:
� �<§HÅ2��*Hª * � � ���,	��7#)�9�R�-	��W���+����	�� �

∫ 2π

0

∂UF

∂r
(1, θ)dθ +

∫

ΩN∩D(o,1)

f = 0

�9! �W
�	 
.� �.(I! �





��
-	�� ��!.
 U ∈ H1
loc(ΩN )

� !�� �.�
!

∆U = −f �"���P#
ΩN

∂U
∂n = 0

#$��

∂ΩN

lim
r→+∞

‖U − UF ‖θ,∞ = 0

����(L!��B���W!����F� �.�
!E#�	��N��� ��	�� �H�*!G�W�N�7#�� #$� U !.#$�B�2!.� � !)#�	��N��� ��	�� �B����	�
2#��

U − UF =
∑

|p|>1

l0p(U − UF )
(
Y|p|,−|p| +

2

π
J|p|,−|p| ln r

)
r−|p|eipθ

�����P#
H1

loc(ΩN \D(0, 1))
!��G�"���
#

W 1,−1(ΩN \D(0, 1))

4����r�U�����`��:

W 1,−1(ΩN \D(0, 1)) = {V ∈ D′(ΩN \D(0, 1)) | V
r ln(1 + r)

∈ L2(ΩN \D(0, 1))
t�� ∇V ∈ L2(ΩN \D(0, 1))}

����� ��� � � �ËÉ �ËÇ^§
u��U�h�0�U¯¡¯��U���0s������`��t��h���`�@���^s?�U�`����t��3�`�rty¯�tw�����N±r¯¡q^s?ty�r���^��t��`���g��������±r�r�3��t=��t�����tw���U�����¡tg�U��s?t��

���Q�r¯������r�rt����U¯������¡�N�8¸ 0 �U�����³�������U���
(u,U)

���¡µ\����t�����t3�rt3�rt���¹5���U¯������¡�N���c���Q�r���N±r¯�q�s?t����U���r¯¡�����¼ÀÁ��t^��������¸
'�¯��U��� U ∈ H1

loc(ΩN )
t��� U�^���¡·�tL:





∆U = 0
�������

ΩN

∂U
∂n = 0

���r�
∂ΩN

lim
r→+∞

‖U(r, θ) −
∑

|p|6i−k

l0p(U)
(
Y|p|,−|p| +

2

π
J|p|,−|p| ln r

)
r−|p|eipθ

−
∑

|p|6i−k

l1p(U)J|p|,|p|r
|p|eipθ‖θ,∞ = 0


g���U��t!�U��¹����U���r�¼���¡�N������t6���U�r��¯��U¥Ut ∀p ∈ Z \ {0} , l1p(U) = 0
t��y���U�y����¯�¯¡t^�r���

lim
r→+∞

r−|p| = 0
¸�­w�U���

U  U�����¡·�tw��¯¡�����r���]���³���^s?t��`��:





∆U = 0
�r�U���

ΩN

∂U
∂n = 0

���r�
∂ΩN

lim
r→+∞

‖U(r, θ) − l00(U)
(
Y0,0 +

2

π
J0,0 ln r

)
− l10(U)J0,0‖θ,∞ = 0
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­5² �U�r��q]�3¯¡tg��pr���N��q^sQt!¢r¸ ¢r®r�  Ut^� UF = l00(U)
(
Y0,0 + 2

πJ0,0 ln r
)

+ l10(U)J0,0
:

U(r, θ) = l00(U)
(
Y0,0 +

2

π
J0,0 ln r

)
+ l10(U)J0,0 +

∑

|p|>1

l0p(U − UF )
(
Y|p|,−|p| +

2

π
J|p|,−|p| ln r

)
r−|p|eipθ

4c�<�r�r�³���`�rt0¯������U�H Ut^��¥Nt�����tc��¯¡��t��!�������
H1

loc(ΩN\D(0, 1))
t��<�`�rt U ∈ C∞(ΩN\D(0, 1))

�h���J����¥N�r¯³�����¼���
t�¯�¯��¡�������`�rtN®���¯��U��� :

∫ 2π

0

∂U
∂r

(r, θ)dθ =
∂

∂r

∫ 2π

0

U(r, θ)dθ = 4 l00(U).
1

r
4���t�¹��r¯��U�¡���U�`�3s��U�¡�`��t^�����`��¯L² �]�N�h�k�����U����tE6����r¯³�U��tg�`�rt!���k������ÃË���¡� U :

0 =

∫

ΩN∩D(0,1)

∆U =

∫ 2π

0

∂U
∂r

(1, θ)dθ ⇒ 0 = 4l00(U)

x´�U�¡�`��t^�����`��¥U���U��tg�U��¹����U�����¡�����U�h����t!���N�r�r¯³��¥Utg�U��t������¡��t L0
0(u) = l00(U) = 0

¸h�w�
u
 U�^���¡·�tL:





∆u+ ω2u = 0
�r�U���

ΩR

∂u
∂n = 0

���r�
∂ΩR \ ΓR

∂u
∂n + TRu = 0

�����
ΓR

u−
∑

|p|6i−k

L0
p(u

k
i )Y|p|(ωr)e

ipθ ∈ H1(ΩR)


g���U��t��U��¹����N�����¡�����U�����rt=���U�r��¯��U¥Ut=�U��t���������t :

L0
p(u) = 0 ∀|p| 6 i− k

­w�U���
u
 N�����¼·�tg�r¯������r���^��������s?t^�N��:





∆u+ ω2u = 0
�r�����

ΩR

∂u
∂n = 0

�����
∂ΩR \ ΓR

∂u
∂n + TRu = 0

���r�
ΓR

u ∈ H1(ΩR)

���N�N�Q¯n² �r�r�³�`�rt����N¯¡�����¡�N�°t^���
u = 0

¸ 4��«��t��S�U�����U�`�5�r���h�6¯�t^�Q���N�����¡�����U���Q��t����U�r��¯��U¥Ut(¾Ë���U�r�ht^¯¡�N���6�`�rt
(u,U)

t]�����r�rt!�r�¼µ\����t�����t!��t����N¯¡�r�����U���������r���U±�¯¡q^sQt����U�r�r¯��]Â�®��U���U±r����t��`��:

l10(U) = L1
0(u) = 0

�w��t���������tg·��h��¯�t�s?t��`�E:




∆U = 0
�r�����

ΩN

∂U
∂n = 0

���r�
∂ΩN

lim
r→+∞

‖U(r, θ)‖θ,∞ = 0

���N�N��¯L² ���r���`�rt!���U¯������¡�N��t]��� U = 0
�¶² ���r��q^�@¯�t=��pr�^�U��q�s?t!¢�¸ ¢�®r�¶² �0/�¯�t����]���r¯¡�����^¸



¢U¢ �K�9��!��J#����*�����"��
*!�����	��	�

����� ��� � � �Ë¨^Ç * �<É *
u��U�h�!�  U�N����s?�U�`������¯L² �r�������¼������t9¯³�´���U¯��������U�J®8�r�U�h�6��¯�¯��U����s��U�¡�`��t^�����`�6s?�N�N����t^�6���U��t�¹��³����t�����t

t��;¯��!���U���������r�³���U�`�*�r��t^���N��t�t�¹��r¯������¼��t�s?t��`�^¸`��¯����@t�¹r�U����t^sQt^�`�*�r�U�h�*��¯�¯��U���*�r�U���*���Us?t��rt^�0���r¹?���U¯��������U�h�
��t5�r���N±r¯�q�s?t^�y�r¯¡�h�y�^¯¡�^sQt^�`��������t^�^®�t��=�r�N���y���U���������r�����N����¯³�;���U¯��������U�(�r�´�r���U±r¯�q�s?t6���U�r�r¯��5���Us?s?t6�r��t
���Ns6±r�����U�����U�m¯��¡���^������t(��t���t^�;Ã¿�U�h�'�����U�h�;�r¯���������s?�r¯�t^�^¸0�����^��t��`���U����s������N��t����U�`����t]�;�����N±r¯¡q^s?t^�9��¯¡���
���¡s?�r¯�t^�^¸��Á¯@~�t��«�(��t���¹�ÃË�UsQ��¯�¯¡t]��:<¯n² �r�rt�t^���5t^� �����r�S�U���6�  Ut]��¯¡t���p���s?�°¯��U���`������� t��5¯L² �U������t��  Nt^�?¯�t
��p��UsQ���r������prtU¸�u��N�����U�rsQt��������N���3¯n² t�¹��³����t�����t=t���¯n² �r�r�³���¡���!�rt�¯��?���U¯��������U����t!��t]�3�r���N±r¯�q�s?t^�^®H¯��Q�r��t��r Nt
�S�U�r k���`�8ÃË�N����¯¡t^s?t��`�Z[�����t*�U�r�U�����^t*��t�<�>]¢J?`�8¸ ¢�£N�kÀ�¢�>]�y®]�r�^�U�rs?�U�����8���U���Jt�µ\t^�'���rt����U�h�8�r�rt0����s?�U�h�������������U�
�¶² t�¹��³����t�����t�ÀR�r�r�³���¡�����r���h���r��±r���y�S�^�r�U¥U�N¥U�³�N��tU¸

� �kÅ � Ê 	Hª *H¨5¨��nª �<Ê�����§H¨ �*ÅS©��;Ê *FÉ����rª � ÊËÅ����\Ç � ���
4c�����`�y���U���r�

p ∈ Z
®r�r�N���3�r�U��t����U�h�

vp
¯L² �r�����`�rt=Ã¿�N���'���¡�N�����k������ÃË���³���U�`�):





vp ∈ H1
loc(ΩR)

��t^¯J�`�rt

∆vp + ω2vp = 0
�r���h�

ΩR

∂vp
∂n = 0

���r�
∂ΩR \ ΓR

∂vp
∂n + TRvp = 0

���r�
ΓR

vp − Y|p|(ωr)e
ipθ ∈ H1(ΩR)

u��N�����  U�N��� :
∀q ∈ Z L0

q(vp) = δq
p

4�����t� k������p�tg�S�U���
q ∈ Z

®r���U���3�rt��S�U�� U�U�h�3����t���������t�ºQ�r���¡�N���8ºQ�r���U�S�N�3��t L1
q(vp)

¸

� �kÅ � Ê 	Hª *H¨5¨��nª �<Ê�����§H¨ �*ÅS©��;Ê *FÉ����rª � ���kÅ8É�� *
4c�����`�y���U���r�

p ∈ Z \ {0} ®Huy�U���3������t^���N��� Vp
¯L² �r�����`�rt=Ã¿�N���'���¡�N�����k������ÃË���³���U�`� :





Vp ∈ H1
loc(ΩN )

��t�¯��N��t

∆Vp = 0
�������

ΩN

∂Vp
∂n = 0

���r�
∂ΩN

lim
r→+∞

‖ Vp(r, θ) − J|p|,|p|r
|p|eipθ‖θ,∞ = 0

u��N�����  U�N��� :
∀q ∈ Z \ {0} l1q(Vp) = δq

p

t��
l10(Vp) = 0

4�����t� k������p�tg�S�U���
q ∈ Z \ {0} ®��r�U���3��t��h�N�r U�N���@����t��F������t�ºQ�r���¡�N���8ºQ�r���U�S�N�3��t l0q(Vp)

¸
xF�N�N�����N���@¯n² t�¹��³����t�����t=t���¯L² �r�������¼���!��t�¯��?���U¯��������U����t!��tg�����N±r¯¡q^s?tU¸h�w���r��t^���

UF = J|p|,|p|(r
|p| + 1

r|p| )e
ipθ ® f = 0

¸ '�¯��U���):

∂

∂r

(
J|p|,|p|(r

|p| +
1

r|p|
)eipθ

)
r=1

= 0
t��

∆
(
J|p|,|p|(r

|p| +
1

r|p|
)eipθ

)
= 0

�w���U±r����t��`�J�`�rt UF
t��
f
��t^sQ��¯¡�³����t��`�8¯�t^�8���U���r�¼���¡�N���J�¶² �����r¯¡�³���������U�����=��pr���N��q^sQt*¢r¸ ¢r®��¶² �0/�t^�!���r�r¯��³�N�h���`�

��t^¯¡���¼ÀÁ���¶¯L² t�¹�������t^����t�t��3¯L² �r�r�³���¡���6��t=¯³�����N¯¡�r�����U�8¸
���U�r�w���]���N������t�¯��9����������t6���´�����N±r¯¡q^s?t6���N�r�r¯��6��t�¯³�k���� Ut!�U�´��p���s?�´��������prt!���U���w���r���U������¥N�U¯¡t^s?t��`�

��t^���N�r���wº Ũk
i

¯n² �r�r�³�`�rtQÃ¿�U���������U��¾¿�r�N���=�U��s?t��������U�������U�4t�¹��³����t�����t5t��6���N�(�r�r�³���¡���?t^�4�r�N���=����Ã¿�������`�=º
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<�>]¢@?J�J¸ ¢P>^£NÂ0���k���³��ÃË���³���U�N��:




Ũk
i ∈ H1

loc(ΩN )

∆Ũk
i = −ω2 Uk

i−2

�r���h�
ΩN

∂Ũk
i

∂n = 0
���r�

∂ΩN

lim
r→+∞

‖ Ũk
i (r, θ) − l00(Ũk

i )
(
Y0,0 +

2

π
J0,0 ln r

)

−
i−k∑

l=1

∑

|p|6i−k

l0p(Uk
i−l)

(
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

)
r−|p|+leipθ

−
i−k∑

l=1

∑

|p|6i−k

l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ‖θ,∞ = 0

� Å��<¨^Ç��k©�ÉUÇ��nÅ���1 *´Ê&� ¨^ÅSÊË©�Ç��nÅ�� �w����prt�����prt=¯³�Q���U¯������¡�N�������r���U±�¯¡q^sQt����U�r�r¯������N���3¯³�6Ã¿�N��s?tL:

uk
i =

∑

|p|6i−k

apvp

Uk
i =

∑

|p|6i−k

αpVp + Ũk
i

���U�r�ht^¯¡�N���3¯�t^�����N�����¡�����U�����rt!���U���r¯��U¥Ut :





L0
p(u

k
i ) = l0p(Uk

i−|p|)

l1p(Uk
i ) = L1

p(u
k
i−|p|) + 2

πL0
p(u

k−1
i−|p|)

∀|p| 6 i− k

�w��t���������t=�S�U�r�����U�r�
p 6= 0

��t�¯��N��t |p| 6 i− k
:

L0
p(u

k
i ) = ap = l0p(Uk

i−|p|)

l1p(Uk
i ) = αp = L1

p(u
k
i−|p|) + 2

πL0
p(u

k−1
i−|p|)

�c�����U�¡¯�¯¡t^�r���5:
L0

0(u
k
i ) = a0

l00(Uk
i ) = l00(Ũ i

k)

�8² � /
a0 = l00(Ũ i

k)

�w���?t���·�� :
L1

0(u
k
i ) = a0L1

0(v0) +
∑

0<|p|6i−k

l0p(Uk
i−|p|)L1

0(vp)

l10(Uk
i ) = α0

�¶² �0/�·����U¯¡t^sQt^�`�E:

α0 = l00(Ũ i
k)L1

0(v0) +
∑

0<|p|6i−k

l0p(Uk
i−|p|)L1

0(vp) +
2

π
L0

0(u
k−1
i )



¢�Q �K�9��!��J#����*�����"��
*!�����	��	�

�w�����]���rs?t���t�����t���t]��prt�����prty�h����:

uk
i = l00(Ũ i

k)v0 +
∑

0<|p|6i−k

l0p(Uk
i−|p|)vp

Uk
i =

(
l00(Ũ i

k)L1
0(v0) +

∑

0<|p|6i−k

l0p(Uk
i−|p|)L1

0(vp) +
2

π
L0

0(u
k−1
i )

)
V0

+
∑

0<|p|6i−k

(
L1

p(u
k
i−|p|) +

2

π
L0

p(u
k−1
i−|p|)

)
Vp + Ũk

i

u��U����ty��t^��prt^����p�ty�r�N���0�5s?t��r�=º5�r�rtgt�¹��r��t^�������U�9t�¹��r¯¡�³���¡��tgt����U² t]���3s������N��t����U�`�0�r������s?�r¯�twt�¹Ht^��������t
��t!�^��¯³���r¯8��t� N�����¼·ht����`�rt���t^�3t�¹��r��t]�������U���3���U�`��±r�¡t^�F���N¯¡�����¡�N���������r���U±r¯�q�s?t=���N�r�r¯��U¸

� � ����*H¨^¨ �ËÅ���1�*
ui

i68�N�����rt9¯n² �^�����¡������t;�r�°�r���N±r¯�q�s?t9���N�r�r¯��;�������³��ÃË�U�¼�5�����!¯�t^�!��t^��s?t^�6���«���^ Ut�¯��U���ht^sQt^�`�!�r�U���5�  U�N���
�U±r��t��H� �r�rt�t�¹��r��t^�����¡�N� t�¹��r¯������¼��t��h�N�r�

uk
i

¸ 4*� �h�������³���r¯��¡t^�?�U�Ì�
ui

i = l00(Ũ i
i )v0

�h�N�r�
i > 1

¸0�w�?¯¡t
�r���U±r¯�q�s?t����k���³��ÃË���¡�3�h��� Ũ i

i

t^���E:




o����N�r Ut^� U ∈ H1
loc(ΩN )

��t�¯J�`�rt

∆U = 0
�r�����

ΩN

∂U
∂n = 0

���r�
∂ΩN

lim
r→+∞

‖U(r, θ) − l00(U)
(
Y0,0 +

2

π
J0,0 ln r

)
‖θ,∞ = 0

0 �Us?s?t�£?t^�������N¯¡�����¡�N���rt!��t=�r���U±r¯�q�s?t��`�r�8t^����±r��t����h�`���N® Ũ i
i = 0

t��y���U���
ui

i = 0
��q]���`�rt

i > 1
¸

�����
4

me

�� ��# � � � � ��� � ������& ' � � �$%,%��
� %

0 t�����t��������Stw���U�������¡���rtw¯��!  �U¯¡�³�r�������U�9���������  k�U�¡¯��`�r�\�������yt�µSt]�'���r���������`�8² º��r���^��t��`�^¸`u��U�h�*��t^ U�U�h�
s?�U�`����t����N��t�¯n² t�¹��r��t^�����¡�N�=�`�rt*�r�U�����  U�N���¶�U±r��t��H�rt0�r�����J¯n² �������St��r���^���^��t^�N��t*���N�H Ut���¥Ut� Nt����¶¯¡t]�J���U¯��������U�h�
t�¹r�N�'��t]�3��t^�@�r���U±r¯�q�s?t]� Pε

¸���¯����3��¹r�N�'��t^s?t��`�=¾Ë�r�U�h�3�rtw���U���3���`������t^�����U���@�`�8² �U����p��Us?�;¯��U���N�������hÂ0�r�U�h�
��¯�¯��U���3s?�U�`����t^�3�`�rt=�S�U�r�����U�r�

N ∈ N
t����h�N�r�3���N���

R′ ∈]0, R[
:

uε −
N∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε uk
i = ◦(εN)

�������
H1(ΩR \D(0, R′))

�Á¯8�^² �U¥U�¡�3¯³º?�¶² �r�rt=t^������s��k�����U��¯��H�^��¯�t=t�����t�pr�N�����r�;·�¯L®rs����³�3�S�U�r�3¯L² ������±�¯¡�����r�U�h����¯�¯¡�N���3���U����t��@�������r��t
�����r��� ¹���s��k�����U�F¥N¯¡�N±���¯�tU¸ '��������c¯n² t^������s��k���¡�N�4�¶² t�����t^�r�g  ����tQ���^���N�r¯�t��gt��4�����U�³����t�s?���L:¶�r�4���]���r¯¡�����=�rt
������±��¡¯��¼���U®¶�r� ���^���r¯¼���k�!��t����N�H Ut���¥Ut^����t6¥U¯��U±��U¯¡tQt����r�����^���r¯¼���k����t����N�` Nt���¥Ut^����t5¯¡�����U¯¡tQ�S�U�r�=¯�t9��p���s?�
¯��U���N�������8¸P68t�±����y��t���t�����t�t]�����¡s��������U�F�¶² t�����t^�r�3t^���3¯�t�¯�t�s?s?t!�r¸ ��¸

����� ��� �wÅh¨ �¿Ç �ËÅ�� 1<© � � Å � Ê 	Hª *
0 �Us?s?t��F;��U�h�����������U�r�St�¯�t��9¯�t^���r���U±r¯�q�s?t^�

(Pε)
���N�`�;�r�U�h�;�  U�N�����S�N���(�`�rt´¯�t^�

uε ��������t��`�;¯�t^��r�r�³�`�rt^�����U¯������¡�N���):

(Pε) :






o����N�r Ut^�
u ∈ H1(ΩR

ε )
��t�¯��N��t

∆u+ ω2u = −f �r�U���
ΩR

ε

∂u
∂n = 0

�����
∂Ωε

∂u
∂n + TRu = 0

���r�
ΓR
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|H�N�¼�
Aε : H1(ΩR

ε ) → H1(ΩR
ε )
���U�`���¡�H����t^¯8�N��t ∀u, v ∈ H1(ΩR

ε )
:

〈Aεu; v〉H1(ΩR
ε ) =

∫

ΩR
ε

(∇u · ∇v − ω2u.v) +

∫

ΓR

vTRu

�0/��r�N���������r�St�¯��U�h�!�`�rt
TR
���]����¥U��t��r�°�U�S�����k��t��r�!��t�­y�����³��pr¯�t���Àn����ÀÁu�t���s?�U�r�8¸�|��U�¡�6��¥`��¯�t�s?t��`�

Lε ∈
H1(ΩR

ε )
��t^¯J�`�rt ∀v ∈ H1(ΩR

ε )
:

〈Lε; v〉H1(ΩR
ε ) =

∫

ΩR
ε

−f.v
­w�U���w�����3����·��r�¡�����U���rt

uε �r�U�h�@�  N�U���*¯n² ��¥`��¯��¼��� : Aεuε = Lε ¸Huy�U���0 U�N�r¯��U���0t�µ\t^�����rt^�0�r��twt]�����¡s��k���¡�N�¥U¯��U±h��¯�tU®\��² t^����ÀÁºkÀÁ���¡��t6�U�r�r���H��p�t��
uε �S�U�r�=¯³�;���U��sQt ‖ ‖H1(ΩR

ε )

®\s����³�w���U���g�  U�N���yº��r������tQ���³���S�N���¼���¡�N�
��t^��¹(���r����� ¹���s?�������U���y���¼µ\����t��`��t^�?¾Ë��p��Us?�´¯¡�N�¡�`�������(t�����p��UsQ�(�r������prt Â��`�r� �Á `�� Ut^�`� �5�r�U���w�rt���¹´½^�U�rt]�
���¡µS�^��t^�`��t^���������³�'��t^s?t��`���¡����¯¡�h��t]���r�����

ΩR
ε

¸¶���U����t�µ\t^�'���rt��!��t�����t����r����� ¹���s?�������U�´¥N¯¡�N±���¯�tQ�r�U�����U¯¡¯��U�h�
���N����Ã¿�U��sQt^���r�rt��r�N�r Ut^¯¡¯�tF�N�h���`���¡���F�`�r�y��t����(t^� �`�rt^¯��`�rt´���U����t��r�rtF���`��t^���S�U¯³�k���¡�N�«t��`����t�¯�t´��p���s?�
�r������prt;t��Q¯�t���ph��s?� ¯��U���N�������8¸�u��U�h�5���`���������r�³���N���6�r�U���?��t�±r�����r�rt;Ã¿�U���������U�Ì�rt;�����N���������r��t9���U���³��¯�t
χ : R+ → [0, 1]

��t!��¯³�U����t
C∞ ��t^¯J�`�rtI:

χ(r) = 0
���

r 6 1

χ(r) = 1
���

r > 2

u��N��������·��r�³�����U���3s��U�¡�`��t^�����`��¯³�Q�`���U�`���¡���!��t]�����¡�r�^t�ºQÃ¿�U�r���r���@¯L² ���r�r��� ¹��¡s��������U�;¥N¯¡�N±���¯�t :

ũε
N (r, θ) =

(
1 − χ( r

η(ε) )
) N∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε Uk
i (
r

ε
, θ)

+χ( r
η(ε) )

N∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε uk
i (r, θ)

4�����t� Ut^�����`������¹��r�����k���¡�N���@�¡�`���������r�¡��t]���r¯����3p����r�^®r�N���5����q^�y����s?�r¯¡t^s?t��`��:

Aε(uε − ũε
N ) = Lε −Aεũε

N

u��N���3 U�N�r¯��U���@s?�U�`����t����`�8² ��¯8t�¹��³����tg���rt!���N���������`��t 0 �¡���r���St����r�U�`��t!��t
ε
��t�¯�¯¡t!�`�rt

‖uε − ũε
N‖H1(ΩR

ε ) 6 C‖Aε(uε − ũε
N)‖H1(ΩR

ε )

����� ��� ¦�§H¨^©<Ê¿Ç ��Ç$1 *F¨^Ç � � �ËÊ��¿Ç^§
u��N������¯�¯��U���@s?�U�`����t���¯�t=���]����¯¼���k���r���ht^���r¯¡�h��¥U�^�r������¯¶���r�¡ k�U�N�E:

� *Hª ª(* �������$�Z!��"� #$� ! ���W!*�-	��P#$� ���
� ! �����I� !�� �.�
! �

∀ε > 0 , ∀v ∈ H1(ΩR
ε ) , ‖v‖H1(ΩR

ε ) 6 C‖Aεv‖H1(ΩR
ε )

��§`ª«Å��<¨�Ç ����Ç��nÅ�� ¬
���������^�r�U���0�����@¯L² �U±���������tgt������r�r�S�N���U���@¯L² t�¹H�³����t��h��t=�¶² ���rtg���r�¡��t

(εn) ∈]0,+∞[N
��t�¯8�`�rtg�h�N�r�@���U�r�

n ∈ N
�¡¯�t�¹�������t

vn ∈ H1(ΩR
εn

)
��t�¯<�`�rt ‖vn‖H1(ΩR

εn
) = 1

t��
lim

n→+∞
‖Aεnvn‖H1(ΩR

εn
) = 0

¸�u��N���y�U¯¡¯��U���
s?�U�`����t��*t��9��t^��¹Q�����U�ht]�*�`�8² �¡¯ht�¹�������t����rtw���r�¡��t�t�¹`�����U�¼��t

(vφ(n))
��t^¯¡¯�ty�`�rt

lim
n→+∞

‖vφ(n)‖H1(ΩR
εφ(n)

) = 0
��t��`�r�J���U���r�r�¡���?ºQ�r�rt����N�N�����N���³�'�����U�J¸r­w�U������t�����t!�r��s?�U���������k���¡�N�;�r�N�����U�r���N���@��t]���N�r���3ºQ¯L² t]�����N��t

H1
00(D(0, R)) =

{
w ∈ H1(D(0, R))| ∃δ > 0

�]¸ �
w(x) = 0

��q^�y�N��t |x| < δ
}

t��y�U�����^���r¯¡�����@��t^��pr�����`�rt!���N�`�3��¯8t]�����`�rt^�������U�F�r�U���3¯L² �U�r�rt�¹�tN¸

1re §`Ç � � *°¬	�G� (L	��
� 
�! ���
! ∀n ∈ N , lim
j→+∞

‖vφ(j)‖L2(ΩR\D(0, 1
n

)) = 0
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*!�����	��	�

�w�´�r�U��t ∀n ∈ N , Cn = ΩR \D(0, 1
n )
t^�4���r�r�S�N�����`�g�`�r�¡����tQº;t�¹H����������t!�r�rt?���N����ÀR���r�¡��t6�`�rt

εn <
1
n

¸��w�  k� �r��·��r���9���U�9���^��������t�����t��r�rtFÃË�UsQ��¯�¯¡t
(ϕn)n∈N

��t´Ã¿�U���������U���9�rt
N
�r�����

N
¸0���U�r�

n > 1
®

‖vn‖H1(C1) 6 1
�r�U���?��¯�t�¹��³����t

ϕ1 : N → N
������������t^sQt^�`�6�����U�³�������`��t5��t^¯¡¯�t9�`�rt

(vϕ1(n))n∈N

���N�` Nt���¥Ut
ÃË����±r¯�t�s?t��`���r�U���

H1(C1)
t��@Ã¿�N����t�s?t��`���r�U���

L2(C1)
 Nt����0���rt=s [^s?tg¯���sQ�¡��t

v ∈ H1(C1)
¸����U���

n > 2® ‖vϕ1(n)‖H1(C2) 6 1
���N������¯�t�¹�������t

ϕ2 : N → N
�������³�'��t�s?t��`�g�����N���������`��t=��t�¯�¯¡tQ�N��t

vϕ1◦ϕ2(2)
t]���g±r�¡t^�

����·��r��tw�r�U���
C2
t��

(vϕ1◦ϕ2(n))n>2
���N�H Ut���¥Ut3ÃË�U�¡±�¯¡t^sQt^�`�@�r�U���

H1(C2)
t��0Ã¿�U����t^sQt^�`�@�r�U���

L2(C2)
 Nt����

�r�rt=sL[�s?tg¯¡��s?�¼��t
w ∈ H1(C2)

¸rxF�N�N�����N���@�N��t
v = w

���r�
C1
¸�|��U�¡�

ψ ∈ D(C1)
¸r�w���St������r���U¯��U�r¥Nt��

ψ���U��£Q�������
C2 \ C1

¸ '�¯��U���):
∫

C2

vϕ1◦ϕ2(n)ψ =

∫

C1

vϕ1◦ϕ2(n)ψ

�c�������N������¥NtgºQ¯³�Q¯¡��s?�¼��t=ÃË����±r¯¡t��N���N±�����t��`�E:
∫

C2

wψ =

∫

C1

v ψ

�w�9t^��������tg�`�rt
w = v

�r�U���
C1
¸H­ytg¯��6sL[�s?tys������¡q^��ty�`�rtw¯n² �U���6���]���r�¡�

ϕ2
��t
ϕ1
�U���St��������N�����������¡��t

ϕn
���U�w���^���r����t^����t6º����U�����¡�=��t

ϕn−1
t��^®¶�N�´�St����!���^sQ�N�`����t��=��t5¯³��s [^s?t6ÃË�";��U�4�N��t5�r���^���^��t^s?sQt^�`�

�`�rtQ¯��;¯¡��s?�¼��t5�N±���t^�`�4º;¯L² �����U�htQ�´t^���=�r�(�r���U¯��U��¥Ut�s?t^�N�gº
Cn
��t5¯���¯��¡s?�¡��tQ�U±���t��H�(º9¯L² �����U�htQ��À2>U¸8�w�

����·��r�¡��·�����¯�t�s?t^�N�E:
φ : N → N

n 7→ ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ ... ◦ ϕn(n)
|H�r���h�`���N���=�����!�U�¡¯�¯�t��r�����`�r�¼����t9º�t�¹H�����U�¡��t5���rt9���N����ÀR���r�¡��t��`�rt��N��t��h�N�r�=���N���

n ∈ N
®
vφ(n)

t^���!±r�¡t^�
����·��r��t!�r�����

Cn
¸

� �ËÊ&� �m¬\�w�;�6�U±���t��H�9�r�
v ∈ H1

loc(ΩR)
��t^¯\�`�rtw�h�N�r�0���U�r�

n ∈ N
®
(vφ(j))j>n

���N�H Ut���¥Ut3ÃË�U�¡±�¯¡t^sQt^�`�
�r�U���

H1(Cn)
t���Ã¿�N����t�s?t��`���r���h�

L2(Cn)
 Ut^���

v
¸

����t��r�N���3s������`��t��h���`��¯��5ÃË��s?��¯¡¯�t
(ln)n∈N ∈

(
L2(D(0, R))

)2 ����·��r��tg�h����:





ln = ∇vφ(n)
�r�U���

ΩR
εφ(n)

ln = 0
�r�U���

D(0, R) \ ΩR
εφ(n)

���U�r�3���U���
n ∈ N

® ‖ln‖L2(D(0,R)) 6 1
�U���St����y���N���=t�¹H�����U�¡��tg�rt

(ln)n∈N

���rt!���N����ÀR���r�¡��t=�N���J���N�` Nt���¥Ut
ÃË����±r¯�t�s?t��`���r�U��� (

L2(D(0, R))
)2  Ut^���@�r��tg¯���sQ�¡��t=�r�U���^t

l
¸�|H�U�¡�

ψ ∈
(
D(ΩR)

)2 ¸h�w���ht^�����r���U¯��U�r¥Nt��
ψ���U��£5t^� {0} ¸ 0 �Ns?sQt=��¯8t�¹��³����t=����t�¯J�`�rt ψ = 0

�������
D(0, 1

n )
® �N���N±�����t��`����¯��U��� :

∫

D(0,R)

ψ · lj =

∫

D(0,R)

ψ · ∇vφ(j) ∀j > n

�c�������N������¥NtgºQ¯³�Q¯¡��s?�¼��t!�r��������t�����t���¥`��¯��¼���=�¡¯8 H��t��`��:
∫

D(0,R)

ψ · l =

∫

D(0,R)

ψ · ∇v

�w��t���������t��`�rt
l = ∇v t��y���U�h� ∇v ∈

(
L2(ΩR)

)2 ¸

|H�N�¼�gs?�U�¡�`��t����U�N�=�r�rt5ÃË��s?��¯¡¯�t?��t6Ã¿�N���'���¡�N���g��t6�����N���������r��t6���U�r���U¯¡t]�
ρn : R → [0, 1]

��t?��¯³�U����t
C∞t�����t�¯�¯¡t]���`�rtI:

ρn(r) = 0
���

r 6 1
n

ρn(r) = 1
���

r > 2
n'�¯��U���3�U���Q¯n² ���r��¥`��¯��¼��� :

∫

ΩR

ρn|v|2 = lim
j→+∞

∫

ΩR

ρn|vφ(j)|2 6 ‖vφ(j)‖2
L2(ΩR

εφ(j)
) 6 1
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4������N�������`��ºQ¯��Q¯��¡s?�¡��t!��t�¯��U���8®r���U�����U�H Nt�¥Ut^����tws?�U�r�U���U��tg�N��t^��������t��`�rt
v ∈ L2(ΩR)

� �ËÊ&� � ¬��w���?�N±���t^�H�´�N��t
v ∈ L2(ΩR)

t�� ∇v ∈
(
L2(ΩR)

)2 ®�t��g�  Ut^�g¯³����t��h���¡���6�rt
H1

00(D(0, R))�r�U���
H1(D(0, R))

�U��t��F���]���r�¡�y�`�rt
v ∈ H1(D(0, R))

¸

|H�N�¼��s������`��t��h���`�
ψ ∈ H1

00(D(0, R))
¸S�w���X:

∫

ΩR

(∇vφ(j) · ∇ψ̄ − ω2vφ(j).ψ̄) +

∫

ΓR

ψ̄ TRvφ(j) =< Aεφ(j)vφ(j), ψ >
�S�U�r���3�N����t�½g¥U�������

�c���3���N������¥NtwºQ¯��Q¯��¡s?�¡��tgÃË����±r¯�t��r�����3¯L² ��¥N�U¯¡�¡���=���¡ÀÁ��t^�����h�3�r�U���@�N±���t^�r�U����¾Ë¯¡t=s?t�s5±r��tg��t!�r���N�¼��ty��t����r�U�`�
 Ut^���3£`Â :

∫

ΩR

∫

ΩR

(∇v · ∇ψ̄ − ω2v.ψ̄) +

∫

ΓR

ψ̄TRv = 0

0 �Us?s?t ��t]���5t^���´ `�����6�h�N�r�
ψ ∈ H1

00(D(0, R))
����±r�¡����������t t�� �N��t

H1
00(D(0, R))

t^���(��t��h��t«�������
H1(D(0, R))

®<��¯� H�¡t^�`�?�`�rt���t�����t���¥`��¯��¼���;t]���? H���U�0�S�U�r�
ψ ∈ H1(D(0, R))

t��?�U�Ì�U±����¡t^�N���`�rt
v
 N��À

���¼·�tL:





v ∈ H1(D(0, R))

∆v + ω2v = 0
�������

D(0, R)

∂v
∂n + TRv = 0

�����
ΓR

�w��¯L² �r�����`�rt!���U¯��������U����t���t������N±r¯¡q^s?tgt]����£?���N���
v = 0

¸

� Å��<ÉUÊn©�¨ �ËÅ�� ���\Ç *-�kª § 1 �&� �&� * ¬J�w���5�N±���t^�H���`�rt ∀n ∈ N , lim
j→+∞

‖vφ(j)‖L2(Cn) = 0

2me §`Ç ��� *°¬	�G� (I	��
� 
�! �.�
! ∀δ > 0
� �+�Z!��"� #$� !

a > 0
� !�� �.�
! ∀n ∈ N , ‖vn‖L2(ΩR

εn
∩D(0,a)) < δ

4c�����`�y���U���r�=�r�
a ∈]ε,R[

·r¹���®r���r�r�S�N���U�����8² �U±h�N�����`�rt
w ∈ C∞(ΩR

ε ∩D(0, a))
®��U¯¡�N��� :

w(r, θ) = w(a, θ) −
∫ a

r

∂w

∂r
(t, θ)dt

�S�U�r�
ετ(θ) < r < a

|w(r, θ)|2 6 2

(
|w(a, θ)|2 + |

∫ a

r

∂w

∂r
(t, θ)dt|2

)

|
∫ a

r

∂w

∂r
(t, θ)dt|2 6

∫ a

r

dt

t
.

∫ a

r

|∂w
∂r

(t, θ)|2tdt

6 ln(a
r ).

∫ a

r

|∂w
∂r

(t, θ)|2tdt
∫ 2π

0

∫ a

ετ(θ)

|w(r, θ)|2rdr 6 a.‖w‖2
L2(Γa) + 2.

∫ 2π

0

∫ a

ετ(θ)

ln(
a

r
)

∫ a

ετ(θ)

|∂w
∂r

(t, θ)|2tdtrdrdθ

6 a.‖w‖2
L2(Γa) + 2.

∫ a

0

r ln(
a

r
)dr.

∫ 2π

0

∫ a

ετ(θ)

|∂w
∂r

(t, θ)|2tdtdθ

‖w‖2
L2(ΩR

ε ∩D(0,a)) 6 a.‖w‖2
L2(Γa) + a2

2 .‖∇w‖2
L2(ΩR

ε ∩D(o,a))

� �ËÊ&� � ¬\�c�����rt������¼������t
C∞(ΩR

ε ∩D(0, a))
�r�U���

H1(ΩR
ε ∩D(0, a))

�U��t������^�r�r�¼�g�N��t
∀n ∈ N , ‖vn‖2

L2(ΩR
ε ∩D(0,a)) 6 a.‖vn‖2

L2(Γa) + a2

2
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|H�N�¼��s������`��t��h���`�
w ∈ C∞(ΩR \D(0, a))

¸

w(a, θ) = w(R, θ) −
∫ R

a

∂w

∂r
(t, θ)dt

|w(a, θ)|2.a 6 2a|w(R, θ)|2 + 2a|
∫ R

a

∂w

∂r
(t, θ)dt|2

6 2a|w(R, θ)|2 + 2aR

∫ R

a

|∂w
∂r

(t, θ)|2dt

6 2R|w(R, θ)|2 + 2R

∫ R

a

|∂w
∂r

(t, θ)|2tdt
∫ 2π

0

|w(a, θ)|2.adθ = ‖w‖2
L2(Γa) 6 2‖w‖2

L2(ΓR) + 2R‖∇w‖2
L2(ΩR\D(o,a))

� �ËÊ&� � ¬ 'Y�r�N�r Ut]���;�h������t^�����¡���!�rt
C∞(ΩR \D(0, a))

�r���h�
H1(ΩR \D(0, a))

�U��t������^�����¼�y�`�rt
∀n ∈ N , ‖vn‖2

L2(Γa) 6 2C + 2R
� / 0 t]���9���U�������U�N��t��������^�ht^���r�U�N��t��rt

ε
¯�����tFº(¯³� ���U�`���¡�H�r�¡������t

¯L² �U�r�r¯����^�k�����U�������U��t����r��¯�t=±h�N���
ΓR

� Å��<ÉUÊn©�¨ �ËÅ�� ���\Ç * �kª § 1 �&� �&��*I4��(�N����t�s5±r¯��U�`�3¯�t^�w��t��r¹����r��¥`��¯��¼���^�����¼ÀÁ��t]���������N�F�U±����¡t^�N�g�N��t ∀n ∈
N , ‖vn‖2

L2(ΩR
ε ∩D(0,a)) 6 2a(C + R) + a2

2

t��=���NsQs?t!¯�t5��t^���U����s?t^s6±r��t5��tQ��t�����t5�¡����¥N�U¯¡�¡���6t^���w��������À
�St����r�U�`�y��t

ε
�U���U±r����t��`��¯¡t=���^���r¯¡���k�� N�U�r¯��8¸

3me §`Ç ��� *°¬	�G� (I	��
� 
�! �.�
! lim
j→+∞

‖vφ(j)‖L2(ΩR
εφ(j)

) = 0
�,��� #

lim
j→+∞

‖∇vφ(j)‖L2(ΩR
εφ(j)

) = 0

|H�N�¼�
δ > 0

¸ �Á¯ht�¹�������t
a > 0

��t�¯\�`�rt ∀j ∈ N , ‖vφ(j)‖L2(ΩR
εφ(j)

∩D(0,a)) < δ
¸H|H�U�¡�0�9����89����s?t��`�*¥N���U���

�S�U�r�y�`�rt 1
n < a

¸2'�¯��U������¯8t�¹��³����t
nδ ∈ N

��t^¯��`�rt ∀j > nδ , ‖vφ(j)‖L2(Cn) < δ
¸�­w�U���g·��h��¯�t�s?t��`���S�U�r�

���N���
j > nδ

:

‖vφ(j)‖L2(ΩR
εφ(j)

) 6 ‖vφ(j)‖L2(ΩR
εφ(j)

∩D(0, 1
n

)) + ‖vφ(j)‖L2(Cn) < 2δ

­w�U���L:
lim

j→+∞
‖vφ(j)‖L2(ΩR

εφ(j)
) = 0

¸
u��N���3���N�����U���@s������`��t^�����`��ºQ¯��?���N�H Ut���¥Ut^����tg����¥U���U����t��`�]¸h�w��s?�U�`����t�¾Ë�U¸ ÃG<�>]¢@?J�J¸ ¢AM�M�Â0�`�rtI:

<e
{∫

ΓR

wTRw
}

> 0

t��y�U¯¡�N���@�N���N±�����t��`��¯L² ���r��¥`��¯��¼���L:

‖∇vφ(j)‖2
L2(ΩR

εφ(j)
) 6 <e

{ ∫
ΓR
wTRw

}
+ ‖∇vφ(j)‖2

L2(ΩR
εφ(j)

)

6 ω2‖vφ(j)‖2
L2(ΩR

εφ(j)
) + <e

{
< Aεφ(j)vφ(j), vφ(j) >

}

0 �Us?s?t=¯¡t�s?t^s6±r��t���t!�����U�¡��tg��t^���� Ut����3£Q�U���U±����¡t^�`�3¯³�?���N����¯������¡�N�;·��h��¯�tU¸
�

����� ��� ¦�§H¨^©<Ê¿Ç ��Ç$1 *FÉUÅ����0*-��� * �<É *��hÊnÅ � �rÊ *
u��N���<��¯�¯¡�N���Js��U�¡�`��t^�����`��s?�U�`����t���¯¡t@���]����¯¼���k�c�¶² t]�����¡s��������U�!¥N¯¡�N±���¯�tU¸ 0 t�¯��r�¡ÀR���`��t@���U�������¡���rt@t��5���]��¯��¼���

�`�8² �r���¡�`��t���sQ�]���³������t��S�U�r�@����s?�N�N����t^��¯�t����]����¯¼���k�0��tw���U�H Nt���¥Ut��h��t3¯¡���^��¯�t��h�N�r�*¯�ty��p��UsQ��¯��U���`���U�¡����² t^����À
ºkÀÁ������tg¯�t�¯¡t^sQs?t!��¸ ��¸
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� *Hª ª(* ����� � 	���
�� 	����
N ∈ N

�+�Z!��"� #2� ! ���W! �2	��P#$� ���
� ! � �+�W� � �
!��W�����
� !L��!
ε
� !��+�9! ���
!��

‖uε − ũε
N‖H1(ΩR

ε ) 6 C
[
(
ε

η(ε)
)N+1 + η(ε)N+1

]
lnN (

1

ε
) ln3/2(

1

η(ε)
)

��§`ª«Å��<¨�Ç ����Ç��nÅ�� ¬
���U�r�(t^������sQt^�4¯L² t�����t^�r�´¥U¯��U±h��¯�tU®�¯L² ���r�^¥N��¯��¡���«��� ��������¥N���U�rprt��r���^���]��t��`�(���U���(���UsQq^�rt ºmt]�����¡s?t��

‖Aε(uε − ũε
N )‖H1(ΩR

ε )

¸��<�N�r����tgÃË�U�¡��t=�r�U���3�h�������U�h����t=¯n² ��¥`��¯��¼��� :

‖Aε(uε − ũε
N)‖H1(ΩR

ε ) = sup
v∈H1(ΩR

ε )

〈Aεũε
N − Lε; v〉H1(ΩR

ε )

‖v‖H1(ΩR
ε )

4c�����`�y���U���r�
v ∈ H1(ΩR

ε )
:

〈Aεũε
N − Lε; v〉H1(ΩR

ε ) = −
∫

ΩR
ε

(
∆ũε

N + ω2ũε
N + f

)
v

+

∫

ΓR

(∂ũε
N

∂n
+ TRũ

ε
N

)
v

���U�r�
ε
�N����t�½Q�St����¡�6�N�4���¶² �r�rt����U��� ∂ũε

N
∂n + TRũ

ε
N = 0

t��6�¶² ��������tQ���U���]®8���Us?s?t�º��r�U�r Nt^�U�(�S�U�r�
ε�U����t�½g�ht����¡�y�U���

f(x) = χ( |x|
η(ε) )f(x)

®h�U�����U¯����r¯¡tL:

−
∫

ΩR
ε

(
∆ũε

N + ω2ũε
N + f

)
v = −

∫

ΩR
ε

(
∆u0 + ω2u0 + f

)
χ(

|x|
η(ε)

)v

−
N∑

i=1

i∑

k=0

εi lnk ε

∫

ΩR
ε

(
∆uk

i + ω2uk
i

)
χ(

|x|
η(ε)

)v

−
N∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε

[

2
η(ε)

∫

ΩR
ε

∇χ(
|x|
η(ε)

) · ∇(uk
i (x) − Uk

i (
x

ε
))v

+ 1
η2(ε)

∫

ΩR
ε

∆χ(
|x|
η(ε)

)(uk
i (x) − Uk

i (
x

ε
))v

+

∫

ΩR
ε

(1 − χ(
|x|
η(ε)

))(
1

ε2
∆Uk

i (
x

ε
) + ω2Uk

i (
x

ε
))v

]

���N���U��� :

Eε
N (x) =

N∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε
(
uk

i (x) − Uk
i (

x

η(ε)
)
)

68t��^��¯³���r¯8���¼ÀÁ��t^����������t����¡s?�r¯��¡·�t!��¯��U���@t�� :

−
∫

ΩR
ε

(
∆ũε

N + ω2ũε
N + f

)
v = 2

η(ε)

∫

ΩR
ε

∇χ(
|x|
η(ε)

) · ∇Eε
N (x) v

+ 1
η2(ε)

∫

ΩR
ε

∆χ(
|x|
η(ε)

) Eε
N (x) v

−ω2

N∑

i=N−1

i∑

k=0

εi lnk ε

∫

ΩR
ε

(1 − χ(
|x|
η(ε)

))Uk
i (

x

ε
))v

u��N������¯�¯��U���@�r�U��t����h����¯³�Q���r�¡��t��S�U�r���?t���±��r���St����r�U�`�y��t
ε
:

‖w‖L∞(]a,b[) = sup
{
|w(x)| �]¸ �

a < |x| < b
t��
x ∈ ΩR

ε

}

‖w‖L1(]0,b[) =

∫

ΩR
ε ∩D(0,b)

|w(x)|
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�w���U±����¡t^�N�y�r�U���=�  Ut]�y¯�t^�����]���r¯¡�������@�r¯�����p��U���E:

|
∫

ΩR
ε

(
∆ũε

N + ω2ũε
N + f

)
v| 6

C

η(ε)
‖∇Eε

N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[).‖v‖L1(]0,2η(ε)[)

+
C

η2(ε)
‖Eε

N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[).‖v‖L1(]0,2η(ε)[)

+C lnN (
1

ε
)

N∑

i=N−1

i∑

k=0

εi ‖Uk
i ‖L∞(]0,2 η(ε)

ε
[)
.‖v‖L1(]0,2η(ε)[)

�0/ 0 t]�����r�rt ���U�h�������`��t´±��¡t^� ��pr�U�³���¡tN¸0u��N������¯�¯¡�N���9t]�����¡s?t��;���N�r��º°���U��� ‖Eε
N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[)

®
‖∇Eε

N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[)

®
εi ‖Uk

i ‖L∞(]0,2 η(ε)
ε

[)

t�� ‖v‖L1(]0,2η(ε)[)

¸

• �w¨^Ç��nª ��Ç��nÅ�� 1�* ‖Eε
N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[)

*`Ç ‖∇Eε
N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[)

u��U�h����¯�¯¡�N����t�µSt]�'����t��y���´����¯³����¯J U�N���������rt6��t^¯¡�r�<�`�r�8Ã¿���gt�µ\t^�����r�!¯��U�������´�^��¯³���r¯JÃ¿�U��s?t�¯8s����³��t^�
��t��h���`�0���Ns?����tg��t^�*�r�����¡�N���*��tg���N�` Nt���¥Ut^����t3t��3��t^�*±h�N����t^�*�rt^�*����¥U�rt]�*��tg���NsQs?tN¸No��U���3�¶² �U±h�N���8®
��t^s?�N�`�r�U���5�`�rt��r�U���5¯¡t����U¯����r¯@�`�r�@ k�4���r�� H��tN®�¯�t���t��r¯3�������³��t��N���@���^���U�����U�r�rt;�r�rt����NsQs��������U�
�¡��·h�r��t^���

p
®8���U�r��t^�!¯¡t]�!��������t]�����Ns?sQt]�����N�`�g·h�r�¡t]��¸��w���r�U���6�  U�U�h�w H�°�`�rt�¯³�F���U�H Nt���¥Ut��h��t5�rt

��t^�6���^����t^��¾n���NsQs?�^t^�!���r�6�SÂ=t^���6��±����U¯��rt9�U����t��h�!��t9¯³�F�r�N��s?t
H1

loc

¾¿¯�t�s?s?t^��>U¸ ��t���>N¸ Q`Â'¸J�c�U�
���U�h���]�N��t��`���r�U�h�y�S�U�r N�U���yt�µ\t^�����rt^�����N����t]�y¯�t^�w���N��t��� Ut^������£U������t6����¥U�rt

Σ
�`�rt5�r�U�h��¯�t5���]�������N���^¸

���U������¯¡¯�t������c���U�����U¯¡¯��U�h������t^������t�¯�t����Us������rt���tw���NsQs��������U�?��ty��t^���������rt^�c���Us?s?t^�^¸Uuy�U�����  N�U���G:

N∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε Uk
i (r; θ) =

N∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

εi lnk ε l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+l

(r
ε

)|p|+l

eipθ

+

N∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

εi lnk ε l0p(Uk
i−l)

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln

r

ε

}(r
ε

)−|p|+l

eipθ

=
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi−|p|−l lnk ε l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ

+
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi+|p|−l lnk ε l0p(Uk
i−l)

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln

r

ε

}
r−|p|+leipθ

=
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N−|p|−l∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi lnk ε l1p(Uk
i+|p|)J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ

+

+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N+|p|−l∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi lnk ε l0p(Uk
i−|p|)

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

−
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=2|p|

N+|p|−l∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi lnk ε l0p(Uk−1
i−|p|)

2

π
J|p|,−|p|+lr

−|p|+leipθ

­w�U���@¯¡t���t^���r��t��0��t^��s?t=¯³�5���Us?s?tg���r�
l
���Us?s?t��h��t=º

l = 2|p| ®����U�3�U�;�St��r�3��t�s��U���`�rt^�@�`�rtg�h�N�r�
l < 2|p| ® J|p|,−|p|+l = 0

¸
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=

+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N−|p|−l∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi lnk ε
{
l1p(Uk

i+|p|) −
2

π
l0p(Uk−1

i−|p|)
}
J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ

+

+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N+|p|−l∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi lnk ε l0p(Uk
i−|p|)

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

u��U�h�@ÃË���³���N���@s?�U�¡�`��t����U�N�����`��t^�� Nt��r���3¯¡t]�����U�h���¼���¡�N������t����U�^���U���9�`�rt��r�N���3�����r�St�¯��U���):




l1p(Uk
i+|p|) −

2

π
l0p(Uk−1

i−|p|) = L1
p(u

k
i )

l0p(Uk
i−|p|) = L0

p(u
k
i )

t���t������k��t^�������`�y��t^���8�������3¯�t!���U¯����r¯8���¡ÀR�rt^�������):

=
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N−|p|−l∑

i=0

+∞∑

k=−∞

εi lnk ε L1
p(u

k
i )J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ

+
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N+|p|−l∑

i=0

+∞∑

k=−∞

εi lnk ε L0
p(u

k
i )

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

=
+∞∑

|p|=0

N−|p|∑

i=0

+∞∑

k=−∞

N−i−|p|∑

l=0

εi lnk ε L1
p(u

k
i )J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ

+

+∞∑

|p|=0

N+|p|∑

i=0

+∞∑

k=−∞

N+|p|−i∑

l=0

εi lnk ε L0
p(u

k
i )

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

�<�N�r��¯³�Q�rt����r�¡q^��tg��¥`��¯��¼���=�U����² t^�������U�r�St�¯��=�`�rt L0
p(u

k
i ) = L1

p(u
k
i ) = 0

�h�N�r�
i < 0

¸

=

N∑

i=0

i∑

k=0

N−i∑

|p|=0

N−i∑

l=|p|

εi lnk ε L1
p(u

k
i )J|p|,lr

leipθ

+

+∞∑

|p|=0

N+|p|∑

i=0

+∞∑

k=−∞

N+|p|−i∑

l=0

εi lnk ε L0
p(u

k
i )

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

=

N∑

i=0

i∑

k=0

N−i∑

|p|=0

N−i∑

l=|p|

εi lnk ε L1
p(u

k
i )J|p|,lr

leipθ

+
N∑

i=0

i∑

k=0

i−k∑

|p|=0

N−i∑

l=−|p|

εi lnk ε L0
p(u

k
i )

{
Y|p|,l +

2

π
J|p|,l ln r

}
rleipθ

+

+∞∑

|p|=0

N+|p|∑

i=N+1

+∞∑

k=−∞

N+|p|−i∑

l=0

εi lnk ε L0
p(u

k
i )

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

4c�����r�¡�N���Q¯¡tF��t^���r��t��5��t^��s?t���t���t�����tF��t^���r��q���t;�^¥N�U¯¡�¡���N¸��w��t�¯³�N��t^�Q��p����r¥Nt�s?t��`���5��t� k�����³��±r¯�t;t��
�¡�`��t^�� Nt��������U���3��t5���NsQs?t]�����������J�`�rt�¯¡t]�����N�����¡�����U���y��t!���U�����U���9t��y¯¡t!ÃË���¡�w�`�rt

J|p|,−|p|+l = 0
��q^�
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�N��t
l < |p| s?�U�`����t��`���`�rtL:

+∞∑

|p|=0

N+|p|∑

i=N+1

+∞∑

k=−∞

+∞∑

|p|=0

N+|p|−i∑

l=0

εi lnk ε L0
p(u

k
i )

{
Y|p|,l +

2

π
J|p|,l ln r

}
rleipθ

=

+∞∑

|p|=0

|p|−1∑

l=0

N∑

i=N+1−|p|+l

+∞∑

k=−∞

εi+|p|−l lnk ε L0
p(u

k
i+|p|−l)

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

=

+∞∑

|p|=0

|p|−1∑

l=0

N∑

i=N+1−|p|+l

+∞∑

k=−∞

εi lnk ε l0p(Uk
i−l) Y|p|,−|p|+l

(r
ε

)−|p|+l

eipθ

=

N∑

i=0

i∑

k=0

+∞∑

|p|=N+1−i

|p|−(N+1−i)∑

l=0

εi lnk ε l0p(Uk
i−l) Y|p|,−|p|+l

(r
ε

)−|p|+l

eipθ

'J Nt^�=��t]������¯³����¯��^®��¡¯¶ H��t��`��·����U¯¡t^s?t��`�!¾¿t��F���U�������r�������`�@¯�t!���^ Ut�¯��U���ht^sQt^�`���r����ph��s?��¯��U���`���U�¡�hÂ :

Eε
N (r; θ) =

N∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε
{ N−i∑

|p|=0

L1
p(u

k
i )eipθ

(
J|p|(ωr) −

N−i∑

l=|p|

J|p|,lr
l
)

+

i−k∑

|p|=0

L0
p(u

k
i )eipθ

(
Y|p|(ωr) −

N−i∑

l=−|p|

(Y|p|,l +
2

π
J|p|,l ln r)r

l
)

+

+∞∑

|p|=N+1−i

L1
p(u

k
i )eipθJ|p|(ωr)

+

+∞∑

|p|=N+1−i

|p|−(N+1−i)∑

l=0

l0p(Uk
i−l) Y|p|,−|p|+l

(r
ε

)−|p|+l

eipθ
}

­ytQ��t�����t5t�¹��r��t^�������U��t��gt��F�����¡¯��³���U�N�g¯¡t]���r���U�����������^�y�rt^��Ã¿�N���'���¡�N���g��t V@t^����t^¯n®h�U�F���¡��t�ÃË�N����¯¡t^sQt^�`�
¯n² t�¹��³����t�����t=�8² �r�

C > 0
��t^¯J�`�rtL:

‖Eε
N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[) 6 C

[
(
ε

η(ε)
)N+1 + η(ε)N+1

]
lnN (

1

ε
) ln(

1

η(ε)
)

‖∇Eε
N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[) 6 C

1

η(ε)

[
(
ε

η(ε)
)N+1 + η(ε)N+1

]
lnN (

1

ε
) ln(

1

η(ε)
)

• �w¨^Ç��nª ��Ç��nÅ�� 1�* εi‖Uk
i ‖L∞(]0,2

η(ε)
ε

[)�����r�St�¯�¯��U�����`�rt=¯�t!���Us?�S�U����t^sQt^�`��ºQ¯L² ����·����J��t Uk
i

t^�������U�r���g�h����:

lim
r→+∞

‖Uk
i (r, θ) −

i−k∑

l=0

∑

|p|6i−k

L0
p(u

k
i−l)

(
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

)
r−|p|+leipθ

−
i−k∑

l=0

∑

|p|6i−k

[
L1

p(u
k
i−l) +

2

π
L0

p(u
k−1
i−l )

]
J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ‖θ,∞ = 0

v��rt�s��k���N���������U� ��t Uk
i

��² �U±����¡t^�`�!t����rt�¥N�U�������`�=�`�rt�¯�t^����t���s?t^�=�r�����S�U�h���������`����º�¯L² ����·����n¸c�w�
�r�U�����  N�U���0 H�F�N��t ∀i , L0

p(u
i
i) = 0

¸h�w���N±�����t��`�����N��� :

‖Uk
i ‖L∞(]0,2 η(ε)

ε
[)

6 C(
η(ε)

ε
)i

t������U�h�=�h�N�r�
i = N − 1

�U�
N
:

εi‖Uk
i ‖L∞(]0,2 η(ε)

ε
[)

6 C η(ε)i 6 C η(ε)N−1



���������
	���
�������� ��
���������	����
��
 �"!$#&%&�'#)(*�+�,�-!.# �N�

• �w¨^Ç��nª ��Ç��nÅ�� 1�* ‖v‖L1(]0,2η(ε)[)4���������¯¡�³�����`��¯��?�8¸ ¢��N¤5�rtI<9> ¢@?*¾ ����q]����¹r�U����t^sQt^�`�3t^����t�s?�r¯³�U�������`�
π
���U�

2π
Â@�U���U±����¡t^�`�E:

‖v‖L1(]0,2η(ε)[) 6 Cη2(ε) ln1/2(
1

η(ε)
) ‖v‖H1(ΩR

ε )

• �
����1�*(Ê � *H¨^Ç��nª ��Ç��nÅ��
�w�;·����¼��t^����t�¥N���N�r���U�N�0���N����t]��¯¡t]�3t^������s��k�����U�h�3�U±���t��H�rt^�3�����]���^�rt�s?s?t��`�^¸

| 〈Aεũε
N − Lε; v〉H1(ΩR

ε ) |
‖v‖H1(ΩR

ε )

6 C
[
(
ε

η(ε)
)N+1 + η(ε)N+1

]
lnN (

1

ε
) ln3/2(

1

η(ε)
)

t����U��t���������t�¯¡t=���^���r¯¼���k���¶² t^������s��k�����U��¥N¯¡�N±���¯�tU¸
�

����� ��� � Å����0*-���0* �<É *´ÊnÅ8É ��Ê&* �*ÅS©��9Ê *FÉ����rª � ÊËÅ����\Ç � ���
u��N���!�U¯¡¯��U���!sQ�N�`����t���s������`��t��h���`�!¯¡t;���]���r¯¡�����6�����¡ k���`�]®��`�r�* k�U¯¡�³��t�¯L² t�¹H����t]�����¡�N�4�N±���t^�H�rt9�St����r�U�`�

¯�t^�3�������St^�������]���^�rt��`��t]�0�S�U����¯¡t����^ Ut^¯¡�N�r�ht^s?t��`�����F��p���s?��¯¡�N�¡�`���U�¡�J¸
� *Hª ª(* ����� � 	���
 � 	����

N ∈ N
!��H�
	���
�� 	����

R′ ∈]0, R[
� �+� !��"� #2� !����,!*�2	��P#$� ���
� ! � �+�W� � �
!��W�����
� !L��!

ε
� !�� ���
! �

‖uε − ũε
N‖H1(ΩR\D(0,R′)) 6 C εN+1 lnN (

1

ε
)

��§`ª«Å��<¨�Ç ����Ç��nÅ�� ¬
�w����pr�U�³���¡�

η
��t�¯J�`�rtL:

η(ε) = ε1/2

���U�r�g�r�(u ·r¹��U®S�U�4��pr�U�³���¡�
m
��t^¯<�`�rt m+1

2 = N + 2
¸¶�w�4���U�h���³��q���t6�`�rt

ε
t]���=�U����t^½!�ht����¡�g�S�U���g�`�rt

ε ln3/2(
1

ε
) < 1

t��y�N��t
ε < R′ ¸r­5² �U�r��q]�3¯¡t�¯�t�s?s?t!�r¸ ¢�:

‖uε − ũε
m‖H1(ΩR\D(0,R′)) 6 ‖uε − ũε

m‖H1(ΩR
ε ) 6 C εN+1 lnN (

1

ε
)

�S�U�r����� 0 �������^�ht^���r�U�N�g��t
ε
¸��c���w����¯¡¯�t��r���^®r���Us?s?t!�r�N�����U¯¡¯��U����¯¡t6�r��s?�U�`����t�����¯¡���y¯¡�N�¡�

ui
i = 0

�S�U�r�
���N���

i > 0
�8² � / :

‖ũε
N − ũε

m‖H1(ΩR\D(0,R′)) 6

m∑

i=N+1

i−1∑

k=0

εi lnk(
1

ε
)‖uk

i ‖H1(ΩR\D(0,R′))

6 CεN+1 lnN (
1

ε
)

º5�r�U�r Nt^�U�9�h�N�r�@�r� 0 �¡���r���St����r�U�`�3��t
ε
¸��w�;t������^�r�r�¼�3·��h��¯�t�s?t��`�3¯¡tg���]����¯¼���k�0�h���3�¡����¥N�U¯¡�¡���y�������U�r¥U�rÀ

¯³������tN¸
�
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� ��� ���<����������� ���	C %��<%�)������@� ���6��� �6��
��

u��N���g��¯�¯¡�N����s������`��t^�����`�g��p�t�����prt��gº9���^���U������t!¯�t5sL[^sQt5�r���U±r¯�q�s?t5�`�8² �����������  k���`��s����³�g��t�����t!Ã¿�N���
�r�N������¯�¯¡�N���J��s?�h�`��t^���r�rt����N�����¡�����U�5�U��¹!¯��¡s?�¡��t^����t�­w�¡���³��pr¯¡t��<p��Us?�U¥Nq��rtN¸J6Jt@�^�U���r�U�rÀLpr�Ns?�U¥Uq^�rt0��t0�������¡À
��t^���U�¼�@��tys������¡q^��ty�U����¯��U¥N�rtU®Ut��9�U�����������`�*¯�t^�c��t^��pr�����`�rt]�*�����¡¯��³���^t^�^¸ 0 t��St��h�r���`�^®H��¯��U�����`�rt����U���@�  H�¡�N���
�r����·r���5��t5�����  k����¹F������º;t�µSt]�'�����^�?¾¿¯L² �U�����k��½5�������¡�w���U�������^����¥U�r� Â���t�����t6Ã¿�N����ÀR�������rt5��p��U��t6�r����¯���sQ�����U�¡��t
��t!�^��¯³���r¯³�������U¯¡~`�����`�rt]�0 k�Q�r�N�����������³�N��t����`�rt=¯n² ���h������½�º?��pr�U�³������t^����¯¡�^¥Uq^��t^sQt^�`���r�¼µ\����t��`�^¸
­g��������t�����t!��t]�'���¡�N���r�N�������N���������^���N���@¯��5ÃË�UsQ��¯�¯¡t!��t������N±r¯¡q^s?t^�@�¡�h����¹���t��h���

ε
���r��  �U�`��tL:

(Pε) :






u ∈ H1(ΩR
ε )

∆u+ ω2u = −f �r�U���
ΩR

ε

u = 0
���r�

∂Ωε

∂u
∂n + TRu = 0

���r�
ΓR

�����^��t��`���N���Q��q^�Qs������`��t��h���`�Q¯³�FÃ¿�N��s?t��������� Nt�¯��U�r�St�s?t��`�?��t
uε �`�rt��r�N���5�U¯¡¯��U�h�5�N±���t^�r���^®<t�� �r�U�h�¯��¡s?�¡�����`�y�U���r��t�s?��t��3��t���sQt=�r�N���`��¯ :

uε = u0
0 +

−π
2u

0
0(0)

ln ε− λ0
v0 + ◦(ε)

�./
u0

0

t^���0¯³�!���U¯��������U�9�r�9�r���U±r¯�q�s?ty��������·�¯L®
v0
t^���*¯³�6���U¯��������U�9�¶² �r�9�����N±r¯¡q^s?ty����s?�r¯�ty���������St��h�r���`�@�rt

ε
�r���^��t��`���=�r�U���@¯¡t=¯�t�s?s?t5Qh¸ ¢6t��

C0
�����St�������tg¯��Q¥N���Us?�������¡tg���;·h¯St�����t^�@�U±h�����U��¯�t^�^¸�6J�Q���N�` Nt���¥Ut^����t

��t!��t=�r�� Ut^¯¡�N�r�St�s?t��`�� Ut^���3¯³�?���N¯¡�����¡�N��t�¹r�U�'��t���t^���5������±r¯��¡t!�  Nt^�w¯¡t=¯�t�s?s?t�Q�¸ ¤�¸

� ��� � �������.� ��'�������� � ��� �+#�%�

� � � ��'�����%�� ��� ��'(����� ����& ' ���!� � ��'��"�����

u��N�����  U�U�h�; H� �`�rt ¯�t^�����U¯����r¯������h��¯�~N�����`�rt]��®@¯��U�����`�8² �¡¯³�����N�N���h�`������±r¯¡t]��®3�St��r Nt��`���ht^��s?t�������t �rt
�r���^��t��`��������t^�����^���r¯¡���k���J�����U±r¯¡�³�����¡¥N�U�r��t�����t�s?t^�N�]¸^���U�r�St�¯��U���<¯�t^�<pH~`�S����prq^��t^�����¡s?�r¯��¡·h������������t^�����NsQs?����t]�
�S�U�r��¯�t!���U¯����r¯8�����U¯¡~`�����`�rtL:

� �w�����r�r�S�N��t��N�J² ��¯8�8² ~;�?���N���¶² �N±������U��¯¡t=���r����t=�`�rt�¯�tg·�¯ : Dobs = ∅� �w����pr�N�����¡�3����·h¯J��~H¯��������³�N��t : Dε = D(0, ε)� �w�����r�r�S�N��t��N��t
f
t^����º���~Hs?��������t=���N���³��¯�t*:

f(r, θ) = f(r)���U�r�����^���U���r��t0¯¡t@�r���U±r¯�q�s?t@�r�U�����U¯¡¯��U������t^��prt^����prt^������Ã¿�N���'���¡�N�Q�rt 
g��t�t^�8¸U�w�5��prt^����prt3���N���0ºw���^���U������t
�S�U�r����t]�

z ∈ R2 ��t�¯³���`�rt |z| > ε
:





∆Gz + ω2Gz = δz
�r���h�

D(0, R)

Gz = 0
���r�

∂Ωε

∂Gz

∂n
+ TRGz = 0

���r�
ΓR

�w����prt�����prt
Gz

���N���3¯³�6Ã¿�N��s?tL:
Gz(x) = H

(1)
0 (ω|x − z|) +Gd

z
(x)
� /

Gd
z

 U�^���¡·�tg¯¡t��r���U±�¯¡q^sQtL:





∆Gd
z

+ ω2Gd
z

= 0
�r�U���

D(0, R)

Gd
z
(·) = −H(1)

0 (ω| · −z|) ���r�
∂Ωε

∂G
z

d

∂n
+ TRG

d
z

= 0
���r�

ΓR
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­5² �U�r��q]�@¯��QÃ¿�N��s5�r¯¡t��¶² �U�����¼���¡�N���S�U���
H

(1)
0

:��rq^���`�rt |z| > |x|

H
(1)
0 (ω|z − x|) = H

(1)
0 (ω|z|)J0(ω|x|) + 2

+∞∑

n=1

H(1)
n (ω|z|)Jn(ω|x|) cos(n(θ − β))

�0/
θ − β

t]����¯L² �U�r¥U¯�tgt��`����t
z

t��
x

¸\�w��t������¡��t��N��t ∀x ∈ D(0, R)
:

Gd
z
(x) = −H

(1)
0 (ω|z|)J0(ωε)

H
(1)
0 (ωε)

H
(1)
0 (ω|x|) − 2

+∞∑

n=1

H
(1)
n (ω|z|)Jn(ωε)

H
(1)
n (ωε)

H(1)
n (ω|x|) cosn(θ − β)

4c�y���N���g�������r��·��r�¡�����U� :

Gz(x) = H
(1)
0 (ω|x−z|)−H

(1)
0 (ω|z|)J0(ωε)

H
(1)
0 (ωε)

H
(1)
0 (ω|x|)−2

+∞∑

n=1

H
(1)
n (ω|z|)Jn(ωε)

H
(1)
n (ωε)

H(1)
n (ω|x|) cosn(θ−β)

0 �Us?s?tQ¯¡t����r�r�S�U�����rt
f
t^�������Us?���N�'��t����rt����N�`����t��`�g�h�U�=¯L² �N����¥U���rtU®S��¯�t�¹��³����t

r1, r2 > 0
��t^¯����`�rt

∀z ∈ suppf , r1 < |z| < r2
¸ '�¯��U���):

uε(r, θ) =

∫ r2

r1

H
(1)
0 (ωε)J0(ωρ) −H

(1)
0 (ωρ)J0(ωε)

H
(1)
0 (ωε)

f(ρ) dρ H
(1)
0 (ωr)

�w��¯�t^�3�r��t�s?��t����@��t���s?t^����t]������ Nt�¯��U�r�St�s?t^�N������t
H

(1)
0 (ωε)

t��y��t
J0(ωε)

�`���U���
ε→ 0

���N�N��:

H
(1)
0 (ωε) = 2i

π ln(ωε
2 ) + (1 + 2iγ

π ) + ◦(ε)

J0(ωε) = 1 + ◦(ε)
­5² � /�¯L² �N��������t=�r�rt�t]���`�r�³����t=���F���� Nt�¯��U�r�St�s?t^�N�E:

∫ r2

r1

H
(1)
0 (ωε)J0(ωρ) −H

(1)
0 (ωρ)J0(ωε)

H
(1)
0 (ωε)

f(ρ) dρ =

∫ r2

r1

J0(ωρ)f(ρ) dρ

− 1 + ◦(ε)
2i
π ln(ωε

2 ) + (1 + 2iγ
π ) + ◦(ε)

∫ r2

r1

H
(1)
0 (ωρ)f(ρ) dρ

u��N���� N�k~U�U�h�@�r�U���!�`�8² ��¯J k�����r�h����� �³����t=��������¯�t6���^ Ut^¯¡�N�r�ht^s?t��`�y��t^�y�r�r�³�������h��t^���rt
1/ ln(ωε

2 )
¸��c�U�

���N�����^�`�rt��`�c¯�t��r�U�r Nt�¯r�U��������½��`�rt��r�N���c��¯�¯¡�N���������¡¯�����t��*�¡����¯¡�����g¯�t^�c�r���������U����t]���r��¥`�k���¡ Nt^�����?¯¡�N¥N�U���¡��prs?tN¸

� ���
1

re

$����# � ��� '��"�����

'�����q]�y��t5�ht����¡�!�������U�r�w�����g¯¡tQ���U¯����r¯<�U����¯�~`���³�`�rt5�¶² �r�(�^�U�g����s?�r¯�t6t��=¯³�9¯�t^�'���r��t6��t < �J?���p��U�8¸h��®h� /
¯�t=�^�U�3�r�N���h�U����t�¯L² �]�`���k���¡�N����t�»yt�¯�sQp��U¯¡��½�s����³����t�¯L² �]�N�h�k�����U����t�6J�U�r¯³�U��t=t]������¹r�UsQ���r�N®��r�U�����U¯¡¯��U�h�
s������`��t��h���`�=�r��·��r�����r�U����tQ�U��������½N¸ 0 t^¯¡���¼ÀÁ���ct]����¯��¡�?º�¯���¥U�^�Us?��������t5 H�³�;���rt���t������U�¡��tQ���U�������U�N��tU¸ 0 ² t^���
��tg��t�����tg���U�h�������`��ty�r�U�`�*��¯ht]���3�N��t^�������U�9�r�U����¯³�=��p�q^��tw��t*< �@?R®H���;��p��U�r�¡����tE>y��tg���N�������h��tw��t]��s?����q�¯�t^�
·�¯³������t]��¸<u��N���6���`���������r�³���N���5��t�����t����U�������U�`��t; H�³�F¯�t^�5¯¡t^sQs?t]�Q���r�� k���`���5�N���3��t9�����N�r Ut^���N�`�6����s?�U�`�����]�
�r�U���3�r�rt!��t^�������U���r¯¼�������¡t^�r��tg¥N� �N��t=����¹;��pr�^�U��q�s?t)Q�¸�>gt��y����¯¡t^s?sQt�Qh¸ �R:
� *Hª ª(* � �����$�Z!��"� #$� ! ��� ���
� ���
!

α ∈ C
!�� ��� ���F� �.�
! V0 ∈ H1

loc(ΩN )
� !��'# �.�
! �






∆V0 = 0
�����P#

ΩN

V0 = 0
#$��


∂ΩN

lim
r→+∞

‖ V0(r; θ) − (Y0,0 +
2

π
J0,0 ln r) − α‖θ,∞ = 0



�U¤ �K�9��!��J#����*�����"��
*!�����	��	�

� *Hª ª(* � ��� �$�Z!��"� #$� ! ��� ���
� ���
!
v0 ∈ H1

loc(ΩR)
#���� � #��.��� #����F� �





∆v0 + ω2v0 = 0
�����
#

ΩR

v0 = 0
#2��


∂ΩR \ ΓR

∂v0
∂n + TRv0 = 0

#$��

ΓR

v0 − Y0(ωr) ∈ H1(ΩR)

­w��·��r�³�����N���3s������N��t����U�`�3¯³�?���N���������`��t����N�`�3��¯8�������¡�y�`�rt^�������U���r¯�����p��U����:

λ0 =
π

2

(
l10(V0) −L1

0(v0)
)

u��N������pr�N�����������U���3���r�¼��t!����¹���t^s?�U���`�rt]�*��¯¡����p�������¯�t^�@Ã¿�N���'���¡�N������t3���U�r¥Ut����r�¡ k�U�N��t^�):

εi

λ(ε)k
0 6 i

t��
0 6 k 6 i+ 1

t��
λ(ε) = ln ε− λ0

� ��� ��� � ��¨ ��Ç���1<©mÉ�����ª � ÊËÅ����\Ç � ���
u��N���3�S�N�����r¯��U���3¯L² �������k��½=���r�� k���`���h�N�r��¯¡t!��ph��s?��¯��U���`���U�¡� :

uε(r; θ) =

+∞∑

i=0

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k
uk

i (r; θ)

u��N���3���k��t^�����U�h��s������N��t����U�`����t��y�U��������½=�r���h�3¯n² �^�`���������U�F��t�»�t^¯¡s?pr�N¯¼��½I:

4uε + ω2uε = −f ⇒
+∞∑

i=0

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k
(4uk

i + ω2uk
i ) = −f

�¶² �0/�¯n² �U�����¡��t��N��t!��p��U�`�rtw��t^��s?t!���k���³��ÃË���¡�3���rt��^�`���������U����t�»�t�¯�s?pr�U¯¡��½I:




4u0
0 + ω2u0

0 = −f

4uk
i + ω2uk

i = 0
�S�U���

i > 0
�U�

k > 0

u��N���?�U±r��t����U���?�^¥N��¯�t�s?t^�N�;�`�rt����U����¯�t^����t���s?t^����� ��ph��s?�Ì¯��U���`���U�¡�m���k���¡Ã¿�U�`���r�rt´���U���r�¼���¡�N���rt
­w�¡������p�¯¡t��9pr�Us?�U¥Nq��rt�����¯�¯¡t^�r���?�`�rt´���r��¯³� ��t^�������U����� ·�¯�t��;�`�rt´��t^�Q��t���sQt]���������³��Ã¿�N�`�?���rtF���U�h���¼���¡�N�
�¶² �U���rt=���U�����U�`��tL:

uk
i = 0

���r�
∂Dobs

t��
uk

i

���U�����U�`��t ∀ i , k
�w���ht^���y��¥`��¯�t�s?t��`�3�����J�����r¯¡�³�`�rt���¯�t^�3���^���r¯¡�����������r��¯��?�������U���������U����t� k�������U±r¯¡t]�3�N���¶Ã¿�U�r���r�³����t��`�):

uk
i (r; θ) =

+∞∑

p=−∞

{
L1

p(u
k
i )J|p|(ωr) + L0

p(u
k
i )Y|p|(ωr)

}
eipθ ¾ QHÂ

� ��� ��� � ��¨ ��Ç���1<©mÉ�����ª � ���kÅ8É�� *
u��N���3�S�N�����r¯��U���3¯L² �������k��½=���r�� k���`���h�N�r��¯¡t!��ph��s?����������prtL:

Uε(r; θ) =

+∞∑

i=0

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k
Uk

i (r; θ)
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0 �Us?s?t9�r���^���^��t^s?sQt^�`�5�r�N���!���k��t^�����N���6��t;�S�N�����r¯³�k�5�������6¯n² �^�`���������U� ��t�»�t�¯�s?pr�U¯¡��½� U�^���¡Ã¿��t����U� Uε ¸
0 �Us?s?t

0 /∈ suppf
ºQ�r�N�r Ut]���

f
�8² ���r�h�������¡�3�h�U���r�U������t�����t��]�`���k���¡�N�8¸

1

ε2
4Uε + ω2Uε = 0

⇒
+∞∑

i=0

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k
4Uk

i +

+∞∑

i=0

i+1∑

k=0

εi+2

λ(ε)k
ω2 Uk

i = 0

⇒ ∀k ∈ N






4Uk
k−1 = 0

4Uk
k = 0

4Uk
i = −ω2 Uk

i−2 ∀i > k + 1

�  Ut]�6¯³�����N�` Nt��`�����U� Uk
i = 0

��q]�!�`�rt
k < Max(i − 1, 0)

�U�
i < 0

¸��w� �ht^���5���N���?���N����¯��r��t?�`�rt?¯�t^�
��t^��s?t]�*���;�r�� Ut^¯¡�N�r�St�s?t��`�0�N��s?t�����t��`�*�r��tw���������'���r��tw��ty���U¯��������U���0�¶² �^�`���k���¡�N���*�rt�6J�U�r¯��N��t�t^s6±S���³����t]��¸
�w���^�����¡�yº5���U�r Nt^��� :

Uk
i (r; θ) =

+∞∑

p=−∞

i+1∑

l=0

l0p(Uk
i−l)(Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r) r−|p|+l eipθ

+
+∞∑

p=−∞

i+1∑

l=0

l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+l r

|p|+l eipθ

¾n�NÂ

� ���
2

eme

�� ��# � � 	������ & %,� ����� � # #�%,&���� ��� ����� � # ��& ��'(� ����'

u��N���c��¯�¯��U���<s������`��t��h���`�������U���r����t@¯�t3ÃË���¡���`�rt�¯¡t]�c��t��r¹Q��p��UsQ�h�c���U�� Ut^�N�c���N�¡�h���³��t����r�U����¯³�g���U�r���U���rt
��t����U�^���U���´¾n�N���8t^�������U�r�St�¯�¯¡�N����ÀR¯�t {x ∈ R2 | η(ε) < |x| < 2η(ε)} Â'¸2'y�¡����� :

uε(r, θ) = Uε(
r

ε
, θ)

��q]���N��t
η(ε) < r < 2η(ε)

���U�r�6�h�N�r U�N�¡�=t�¹��r¯��U�¡��t^�6��t�����t���¥N�U¯¡�¡���?�r�N���!�  N�U���g±St^���U�����rt9s?t�������t�t^� Ã¿�U��sQt�¯�t�s?t�s5±r��t���t������N�¼��t
Uε( r

ε , θ)
¸8u��N���gt�µ\t^�����r�N�������U�h�6�r�����U¯����r¯�Ã¿�U��s?t�¯c�������g�r�N���=��s6±h�����U����t^�w��t]�w±S�U���rt]�g�rt?���Us?s��k���¡�N�



�U� �K�9��!��J#����*�����"��
*!�����	��	�

¾¿���U���3~� `��t��h�����N���@¯¡�N�����rt�¯n² t^������s��k�����U���¶² t�����t^�r�'Â'¸74��F�����¡¯��������`�!¾n�NÂ@�U���ht^���y�]�����¡��t*:

Uε( r
ε ; θ) =

∑

i,k,p,l

εi

λ(ε)k
l1p(Uk

i−l)J|p|,|p|+l(
r

ε
)|p|+l eipθ

+
∑

i,k,p,l

εi

λ(ε)k
l0p(Uk

i−l)Y|p|,−|p|+l(
r

ε
)−|p|+l eipθ

+
∑

i,k,p,l

εi

λ(ε)k
l0p(Uk

i−l)
2

π
J|p|,−|p|+l ln(

r

ε
)(
r

ε
)−|p|+l eipθ

=
∑

i,k,p,l

εi−|p|−l

λ(ε)k
l1p(Uk

i−l)J|p|,|p|+l r
|p|+l eipθ

+
∑

i,k,p,l

εi+|p|−l

λ(ε)k
l0p(Uk

i−l)
(
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

)
r−|p|+l eipθ

−
∑

i,k,p,l

εi+|p|−l

λ(ε)k−1
l0p(Uk

i−l)
2

π
J|p|,−|p|+l r

−|p|+l eipθ −
∑

i,k,p,l

εi+|p|−l

λ(ε)k
λ0 l

0
p(Uk

i−l)
2

π
J|p|,−|p|+l r

−|p|+l eipθ

=
∑

i,k,p,l

εi

λ(ε)k

(
l1p(Uk

i+|p|) −
2

π
l0p(Uk+1

i−|p|) − λ0
2

π
l0p(Uk

i−|p|)
)
J|p|,|p|+l r

|p|+l eipθ

+
∑

i,k,p,l

εi

λ(ε)k
l0p(Uk

i−|p|)
(
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

)
r−|p|+l eipθ

=
∑

i,k,p

εi

λ(ε)k

(
l1p(Uk

i+|p|) −
2

π
l0p(Uk+1

i−|p|) − λ0
2

π
l0p(Uk

i−|p|)
)
J|p|(ωr) e

ipθ

+
∑

i,k,p

εi

λ(ε)k
l0p(Uk

i−|p|)Y|p|(ωr) e
ipθ

x´�U�¡�`��t^�����`�]®¶t��°���U�������`�!��t´¾ QHÂ'®J�N�4�St��r�6���rt��`���¡·�t��!��t���s?t9º���t^��s?t��S�U�r�6��ph�U�`�rt
i
®J��p��U�`�rt

k
t��

��p��N�N��t
p
:

l1p(Uk
i+|p|) −

2

π
l0p(Uk+1

i−|p|) − λ0
2

π
l0p(Uk

i−|p|) = L1
p(u

k
i )

�h�N�r�3���N���
i, k, p

l0p(Uk
i−|p|) = L0

p(u
k
i )

�h�N�r�3���N���
i, k, p

0 t^�3�]�`���k���¡�N���3�ht^�r Ut^�`����t������^��������t*:

l1p(Uk
i ) = L1

p(u
k
i−|p|) +

2

π
L0

p(u
k+1
i−|p|) + λ0

2

π
L0

p(u
k
i−|p|)

�S�U�r�3���U���
i, k, p

l0p(Uk
i−|p|) = L0

p(u
k
i )

�S�U�r�3���U���
i, k, p

4��F��t^���r��t���¯���t����r�U�h�3�h�N�r U�N���0������t^���r�rt!���N�����^�`�rt��h��t=��t^���^¥N�U¯¡�¡���=���¡ÀR�rt^�������^¸r­wq^���`�rt |p| > i+ 1 − k
®

Uk
i−|p| = uk

i−|p| = 0
®����������U�����^�`�rt^�N���N�;���¡��t!��t�� :

L0
p(u

k
i ) = 0

��q]���N��t |p| > i+ 1 − k

l1p(Uk
i ) = 0

��q]���N��t |p| > i+ 1 − k

t����^¥N�U¯¡t^sQt^�`�@�r�������`�rt U0
i−|p| = u0

i−|p| = 0
��q^�y�N��t |p| > i

:

L0
p(u

0
i ) = 0

��q^���`�rt |p| > i

l1p(U0
i ) = 0

��q^���`�rt |p| > i
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* �
��& #�# � � ��' �
u��N���?��¯�¯¡�N���?s������`��t��h���`�Q�S�N��t���¯�t^�?�����N±r¯¡q^s?t^�?��t^�������r�]��º �^�����U���������³��t^�6¯�t^�����¡µS�^��t^�`���Q��t^��s?t]�����

���^ Ut�¯��U���ht^sQt^�`�^¸ 0 �Us?s?t��������Q¯³�(���U�����¡t��r���^���^��t^�N��t����U���?��¯�¯��U���Q�¶² ��±S�U��� �r���^��t��`��t^�Q��t^�Q�r���U±r¯�q�s?t]�
�r�r�³���r�U���3�r�rt!�r��s�������prtgt��������U�³�@�����U�ht]��®��r�U���3s?�N�N����t^���N���3�`�8² ��¯³�����N�N��±r��t����S�N���^�^¸

� ��� ��� � �kÅ � Ê
	Hª *�ÉNÅh© ��ÊË§
0 �Us?s?t?�r�����g¯³����t]�'�����U�4�r���^���]��t��`��t5�r�N���g���U�����U���ws������N��t����U�`�=�U��¹(�r���U±r¯�q�s?t]�w���k������ÃË���¡���g���U�g¯�t^�

��t^��s?t]�����9���^ Ut�¯��U���ht^sQt^�`�^¸ ' �r�U�r Nt^�U�5��¯���s?�h�N����ty��t������r�St�¯�t��0�N�J² ��¯h�^² �U¥U�¡�*�¶² �r���r���U±r¯�q�s?t��r�U���c¯�t^�`�rt�¯
¯L² �������N�r�H�°t^���!¯¡t����U���r¯¡t

(uk
i ;Uk

i )
t��5�`�r�0�N��s?t��6�S�U���6���U���r��t]��¯¡t]�6���U�r�r¯�t^�

(uk′

i′ ;Uk′

i′ )
�h�N�r�

i′ 6 i
t��

k′ ∈ {k − 1, k} t�� (i′, k′) 6= (i, k)
¸P6Jt��r���U±r¯�q�s?t=t^����¯¡t!���r��  �U�`�):

oJ���U�r Nt��
(uk

i ,Uk
i ) ∈ H1

loc(ΩR) ×H1
loc(ΩN )

��t�¯³���`�rtI:





∆uk
i + ω2uk

i = 0
�r���h�

ΩR

uk
i = 0

���r�
∂ΩR \ ΓR

∂uk
i

∂n + TRu
k
i = 0

���r�
ΓR

uk
i −

∑

|p|6i−k

L0
p(u

k
i )Y|p|(ωr)e

ipθ ∈ H1(ΩR)






∆Uk
i = −ω2 Uk

i−2

�r���h�
ΩN

Uk
i = 0

���r�
∂ΩN

lim
r→+∞

‖Uk
i (r, θ) −

i+1−k∑

|p|=0

i+1−k∑

l=0

l0p(Uk
i−l)

(
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

)
r−|p|+leipθ

−
i+1−k∑

|p|=0

i+1−k∑

l=0

l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ‖θ,∞ = 0





l10(Uk−1
i ) = L1

0(u
k−1
i ) +

2

π
L0

0(u
k
i ) + λ0

2

π
L0

0(u
k−1
i )

l1p(Uk
i ) = L1

p(u
k
i−|p|) +

2

π
L0

p(u
k+1
i−|p|) + λ0

2

π
L0

0(u
k
i−|p|)

�S�U���
0 < |p| 6 i+ 1 − k

L0
p(u

k
i ) = l0p(Uk

i−|p|)
�S�U���

0 6 |p| 6 i+ 1 − k

u��N�������^sQ�N�`�����U���@s������`��t��h���`���N��t!��t=�r���U±r¯�q�s?t��U��s?t����r�rt=�r�r�³�`�rt!���N¯¡�r�����U�8¸

� ��� ��� ¦�§H¨^©<Ê¿Ç ��Ç$1�� *�� �n¨�Ç * �<É * *`Ç 1���© � �ËÉ �¿Ç]§+1�� �<¨�Ê&*FÉ �r¨ � � � �ËÉ��<Ê&*`Ç
���U�r�g¯�t?��ph��s?�(¯��U���`�������8®\�r�N���w�U�r���U���w±ht]���N�¡���¶² �r�(���^���r¯¡�����=�¶² t�¹��³����t�����t5t��!�¶² ���r�����¼�������U�`�=¯�������À

s?�U���������k���¡�N�9t^�����`���U���¡s?t^�N�3�³��t��`���³�`�rt�º5��t�¯�¯¡t=���N�r�r�=�r�����)<�>]¢J?\�S�U����¯¡tw��pr�^�U��q�s?t >�>U¸ ¢�£6�8¸ ¢�£U£;¸�4c���U�`�
���N�r�r���r�rt?ÃË�Us?�¡¯�¯¡t

(bi)i∈Z

�r��t^���`�rt?�`��¯¡¯�t9��t9�r�Ns6±r��t^�����Us?�r¯�t�¹�t^�^®¶�r�U���U�h�
s =

+∞∑

p=−∞

bpY|p|(ωr)e
ipθ ¸

�w���X:



QN£ �K�9��!��J#����*�����"��
*!�����	��	�

� �<§HÅ2��*Hª * ����� 
S!G�W
�	 
.����(I! �





u ∈ H1
loc(ΩR)

∆u+ ω2u = 0
�����
#

ΩR

u = 0
#2��


∂ΩR \ ΓR

∂u
∂n + TRu = 0

#$��

ΓR

u− s ∈ H1(ΩR)

����(L!��B���W!����F� �.�
!E#�	��N��� ��	��

���U�r�Q¯�t���p��Us?� �r���H��p�t;¯�t^�Q�r���U±r¯�q�s?t^�Q��t��r���^��t��`��t��`�Q��t�¯³�´s����r��q���t����r�� k���`��tN¸c�w�Ì Ut^���5�����N�r Ut^�
�r�rt!���U���r�¼���¡�N�����r���r� UF ∈ H1

loc(ΩN )
��t^¯J�`�rt

∆UF = 0
t�� UF

º?�����U�³�����U����tg�h�N¯¡~H�r�Ns?���U¯¡t�¾¿t^�F�r�U��s?t
‖ ‖θ,∞

Â3ºQ¯n² ����·��r���h�N�r���`�rt=¯¡t��r���U±�¯¡q^sQtL:





oJ���U�r Nt�� U ∈ H1
loc(ΩN )

��t^¯J�`�rt

∆U = 0
�������

ΩN

U = 0
���r�

∂ΩN

lim
r→+∞

‖U − UF ‖θ,∞ = 0

�U�rsQt�����t��r�rt��r�r�³�`�rt����N¯¡�r�����U�8¸
� *Hª ª(* � �����F� UF ∈ H1

loc(ΩN )
� !.� ���
!

∆UF = 0
������	�
2#I�+�&! �"� #$� !L��� ���
� ���
!

α ∈ C
!������ ���
� ���
!

U ∈ H1
loc(ΩN )

� !.�N# ���
! �





∆U = 0
�"���
#

ΩN

U = 0
#2��


∂ΩN

lim
r→+∞

‖U − α− UF ‖θ,∞ = 0

��§`ª«Å��<¨�Ç ����Ç��nÅ�� ¬
u��U���N���

W 1,−1(ΩN ) = {V ∈ D′(ΩN ) | V
r ln(1 + r)

∈ L2(ΩN )
t�� ∇V ∈ L2(ΩN )}

W 1,−1
0 (ΩN ) = {V ∈W 1,−1(ΩN ) | V = 0

���r�
∂ΩN}

���U�r��¯L² ���r�����¼�������r���h�`���N�����N��t
(U1, α1)

t��
(U2, α2)

���U��t��`�c��t��r¹6���U���r¯¡t]���N���r���U�H H��t��r�rt^�`�����U���<¯�t^����t��r¹\¸
'�¯��U���

∆(U1 − U2) = 0
t��

limr→+∞ ‖U1 − U2 − (α1 − α2)‖θ,∞ = 0
���N��� U1 − U2 ∈ W 1,−1(ΩN )

t��
t^���y���U¯��������U�������r���N±r¯�q�s?t����r�� k���`�E:





o����U�r Nt�� V ∈ W 1,−1
0 (ΩN )

∆U = 0
�r�U���

ΩN

­w�U�`��¯n² �r�r�³�`�rty���U¯��������U�?t]���*£�¾Ë������t�¹�t�s?�r¯�t���¸ ÃK< ��?���pr�^�U��q�s?ty¢�¸ ��¸�>�QHÂ'¸k���U�r�c¯L² t�¹�������t^����tN®U���U�¡�
χ ∈ D(R2)�r�rt=Ã¿�N���'���¡�N���rt=�����U���^�k������tg���N���³��¯�ty��t�¯�¯¡t!�`�rtI:

χ(r) = 1
���

r 6 1

χ(r) = 0
���

r > 2



���������
	���
�������� ��
���������	����
��
 �"!$#&%&�'#)(*�+�,�-!.# QF>

t����S�N���U�h�
ϕ = −∆(χUF )

�r�����
ΩN

¾
ϕ ∈ L2(ΩN )

Â�¸����N���U���@¯�t��r���U±r¯�q�s?tL:




oJ���U�� Ut�� V ∈ W 1,−1
0 (ΩN )

��t�¯��N��t

∫

ΩN

∇V · ∇W =

∫

ΩN

ϕW ∀W ∈W 1,−1
0 (ΩN )

0 t��r���U±r¯�q�s?t��N��s?t����r�rt����r���`�rtw���N¯¡�����¡�N�F¾Ë��¸ ÃK< ��?r��pr�^�U��q�s?ty¢�¸ ��¸�>�QHÂ<�N��t��r�U�����r����t����U��� V0
¸`�w�?�U±����¡t^�`�

���U�����U�h���]�N��t��`� :
∆(V0 − χUF ) = 0

�r���h�
ΩN

V0 − χUF ∈ W 1,−1(ΩN )
�Á¯�t�¹�������t������r�r�³�N��t

α ∈ C
��t�¯S�N��t

lim
r→∞

‖ V0−χUF −α‖θ,∞ = 0
¸U���`���N��� U = V0 +(1−χ)UF

¸ 'y¯¡�N��� :






U ∈ H1
loc(ΩN )

∆U = 0
�r�U���

ΩN

U = 0
���r�

∂ΩN

lim
r→+∞

‖U − α− UF ‖θ,∞ = 0

�

� ��� ��� � � �ËÉ �ËÇ^§
0 �U�h���³�������U�h�

(u;U)
�r�¼µ\����t�����t���t���t���¹����N¯¡�����¡�N���3�����r���U±r¯�q�s?t����N�r�r¯��g���¼ÀÁ��t^��������¸ 'y¯¡�N���@¥N� �N��t=����¹

���N�����¡�����U�����rt!���U���r¯��U¥UtN®`�N���N±�����t��`�E:

L0
p(u) = 0 ∀ |p| 6 i+ 1 − k

�¶² �0/�¯L² �N�����¡��t��¶² ���r��q^�3¯�t=��pr�^�U��q�s?t�Q�¸�>��`�rt
u = 0

¸P4����������k��t^�������`�y��t����]���r¯¡�������r������¯¡t]�����N�����¡�����U������t
���N�r�r¯³��¥NtU®H�¡¯J `��t��`�y��t�����tgÃ¿�U�³��:

l00(U) = 0
t��

l1p(U) = 0
�S�U�r�

0 < |p| 6 i+ 1 − k

0 �Us?s?t U ���k������ÃË���¡�9�r�rt4�^�`���k���¡�N� ��tC6����r¯³�U��t´�  Ut^�F���U���r�¼���¡�N� ��t(­w�¡������p�¯¡t���pr�NsQ�N¥Uq^�rtU®*�8² �U�r��q]��¯�t¯�t�s?s?t�Q�¸ ��®r�U��t������¡��t��N��t U = 0
®��¶² �0/�·����U¯¡t^sQt^�`��¯n² �r�r�³���¡���N¸

� ��� ��� � � �Ë¨^Ç * �<É *
u��N�������N�����U���<s������`��t^�����`��ºg¯n² t�¹��³����t�����tU¸ ' �r�N�r Ut]���Q�r�U���c�U¯¡¯��U�h�c���U�h�������r����t0¯³�=���N¯¡�����¡�N�Qºg���U�����¡���rt

Ã¿�U�h�'�����U�h�0���U¯��������U�h�*��tw�r���N±r¯�q�s?t^�0�r¯����*�^¯¡�^s?t��`���U�¡��t^�^®N�`�rtw¯n² �U�;�U�r�St�¯�¯¡tw�r���N±r¯�q�s?t^�0����s?�r¯¡�¡·��]��¸Hu��N���*¯�t^�
�r���^��t��`���N����s��U�¡�`��t^�����`�]¸A6*² t�¹H�³����t��h��t�t��@¯L² ���r�����¼���g�rty¯³�6���U¯��������U�;�rtw��t]�*�����N±r¯¡q^s?t^��t]���@�r�rt=���r��¯¡�³���������U�
������t]�'��t=�r����pr���N��q^s?t Qh¸9>=t��y����¯¡t^sQs?t)Q�¸ ��¸

� �kÅ � Ê 	Hª *H¨5¨��nª �<Ê�����§H¨ �*ÅS©��;Ê *FÉ����rª � ÊËÅ����\Ç � ���
4c�����`�y���U���r�

p ∈ Z
®r���U���3�r�U��t^���N���

vp
¯L² �r�����`�rt=Ã¿�N���'���¡�N�����k������ÃË���³�����`� :



Q`¢ �K�9��!��J#����*�����"��
*!�����	��	�





vp ∈ H1
loc(ΩR)

��t^¯J�`�rt

∆vp + ω2vp = 0
�r���h�

ΩR

vp = 0
���r�

∂ΩR \ ΓR

∂vp
∂n + TRvp = 0

���r�
ΓR

vp − Y|p|(ωr)e
ipθ ∈ H1(ΩR)

u��N�����  U�N��� :
∀q ∈ Z L0

q(vp) = δq
p

4�����t� k������p�tg�S�U���
q ∈ Z

®r���U���3�rt��S�U�� U�U�h�3����t���������t�ºQ�r���¡�N���8ºQ�r���U�S�N�3��t L1
q(vp)

¸

� �kÅ � Ê 	Hª *H¨5¨��nª �<Ê�����§H¨ �*ÅS©��;Ê *FÉ����rª � ���kÅ8É�� *
4c�����`�y���U���r�

p ∈ Z \ {0} ®ru��U�h�3�r����t����U��� Vp
¯L² �r�����`�rt=Ã¿�N���'���¡�N�����k������ÃË���³�����`� :





Vp ∈ H1
loc(ΩN )

t�����¯8t�¹��³����t
α ∈ C

��t�¯J�`�rt

∆Vp = 0
�r�����

ΩN

Vp = 0
���r�

∂ΩN

lim
r→+∞

‖ Vp(r, θ) − J|p|,|p|r
|p|eipθ − α‖θ,∞ = 0

u��N�����  U�N��� :
∀q ∈ Z \ {0} l1q(Vp) = δq

p

t��
l10(Vp) = 0

4�����t� k������p�tg�S�U���
q ∈ Z \ {0} ®��r�U���3��t��h�N�r U�N���@����t��F������t�ºQ�r���¡�N���8ºQ�r���U�S�N�3��t l0q(Vp)

¸

�w������t3¯�t^�c���U¯��������U���c�rt3��t^���r���U±�¯¡q^sQt]����¯���s?t��`��������t]��® �r�N���c���r���U�h����¥N�U¯¡t^s?t��`�<��t^���U�r����º Ũk
i

¯L² �r�r�³�N��t
Ã¿�U�h�'�����U�����k���³��ÃË���³���U�N�






Ũk
i ∈ H1(ΩN )

∆Ũk
i = −ω2Uk

i−2

�r�U���
ΩN

Ũk
i = 0

���r�
∂ΩN

lim
r→+∞

‖ Ũk
i (r; θ) − l10(Ũk

i ) −
i+1−k∑

l=1

i+1−k∑

|p|=0

l0p(Uk
i−l)

(
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

)
r−|p|+leipθ

−
i+1−k∑

l=1

i+1−k∑

|p|=0

l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ‖θ,∞ = 0

68t=�r���U±�¯¡q^sQt����¼ÀÁ��t^�������3�h�`����q^�rtg±��¡t^�����rt��r�r�³�`�rt����N¯¡�����¡�N���S�U����¯��Q�����³���N�����r��  �U�`��tU¸����`���N���):

UF (r; θ) =

i−k∑

l=1

+∞∑

|p|=0

l0p(Uk
i−l)

{
Y|p|,−|p|+l

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

+

i−k∑

l=1

i−k∑

|p|=0

l1p(Uk
i−l)J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ



���������
	���
�������� ��
���������	����
��
 �"!$#&%&�'#)(*�+�,�-!.# Q`�

0 t�����t�Ã¿�N���'���¡�N�°�������³��ÃË�U�¼� UF ∈ H1
loc(ΩN )

t��
∆UF = −ω2Uk

i−2

¸�'��������
(UF ,Uk

i−2,Uk
i−4, ·)

Ã¿�N��s?t��r��t
ÃË��s?��¯¡¯�t�·h�r�¡tw��tw���U¯��������U�h����t^�*�^�`���������U���0��t�6J�U�r¯³�U��t�t^s6±S���³���^t^�*º6�����U�³����������t3¯¡t^�N��tU¸ 
g� �N��t��U��¹Q¯�t�s?s?t^�
>U¸ ��t���>N¸ QF�N�� U�U�¡�6���N�����`�rt Ũk

i

�������³��ÃË�U�¼�!¯�t^�!�^�`���k���¡�N���!���¼ÀÁ��t^�����������0t��6��t��r¯�t�s?t^�N�Q��� U = Ũk
i − UF���k���³��ÃË���¡�):






U ∈ H1(ΩN )

∆U = 0
�������

ΩN

U = −UF
�����

∂ΩN

lim
r→+∞

‖U − l10(U)‖θ,∞ = 0

�w����t���t^�����¡t^���r���N±r¯�q�s?t=t^���3±��¡t^���S�N���U¸

� Å��<¨^Ç��k©�ÉUÇ��nÅ���1 *´Ê&� ¨^ÅSÊË©�Ç��nÅ�� 1<© ���kÅ � Ê
	`ª(*�ÉNÅh© �<Ên§
�w����prt�����prt���t�����t!���U¯������¡�N�����U���@¯³�QÃ¿�U��s?t :

uk
i =

∑

|p|6i+1−k

apvp

Uk
i =

∑

|p|6i+1−k

αpVp + Ũk
i

u��N�����U¯¡¯��U���y������t���sQ���rt^��¯¡t]�
ap
t��y¯¡t]�

αp
º?���U�����¡���rt^�y���U���r�¼���¡�N������t!���U�^���N���¶¸�o��U���w�¶² ��±S�U���;�S�U�r�

¯�t!��p���s?��¯¡�N�¡�`���U�¡�J®r��t�¯�¯�t^��ÀR���¶�r�U���@Ã¿�N�r���r������t��`�����¡��t^����t^sQt^�`�3¯�t^�����Ht.89����t��`���3 N�U�r¯����):

a0 = L0
0(u

k
i ) = l10(Uk−1

i ) −L1
0(u

k−1
i ) − λ0L0

0(u
k−1
i )

ap = L0
p(u

k
i ) = lp0(Uk

i−|p|)
�S�U���

0 < |p| < i+ 1 − k

4������r�¡��t���¯8 H�¡t^�`����¥N�U¯¡t^s?t��`�3�r�¡��t^����t�s?t^�N�y�  Nt^�w¯¡t]����t����r��q���t^�����U�����¡�����U�h����t=���N�����N���C:

αp = l1p(Uk
i − Ũk

i ) = L1
p(u

k
i−|p|) +

2

π
L0

p(u
k+1
i−|p|) + λ0

2

π
L0

0(u
k
i−|p|)

�S�U�r�
0 < |p| < i+ 1 − k

α0 = l00(Uk
i ) = L0

0(u
k
i ) = a0

�w�6 N�����¼·ht*·��h��¯�t�s?t��`�c�N��t0¯�t^����t^��¹�Ã¿�U���������U�����U�¡���������N�����������¼��t^�����N�������¼���rt��`��±r��t��Q�r�rt3���N¯¡�����¡�N�5��t3�r�U����t
�r���U±r¯�q�s?t����N�r�r¯��U¸

� ���
4

me

�� ��# � � � � ��� � ������& ' � � �$%,%��
� %

0 �Us?s?t6�r���h��¯�t6���N�y�¶² �r�rtQ���U�h���¼���¡�N�´����¹�¯��¡s?�¡��t^�g��tQu�t���s?�U�r�F�r���^���^��t^sQs?t^�N�w��¹r��s?���r�U®S�r�U�h�
��t^��s?���r�U�h��t��y k�U¯¡�³���U�h����t�����t6�����h��t!���U���r�������  k����¯J�¶² t^������s��k�����U�F�¶² t�����t��r�]¸�u��N������t��r�h�U����t^���N���@������¯�t^�
sL[�s?t9�������St^�6�N�J² �U�r�������  k���`�^¸ 0 t�����t?Ã¿�N���!t��°��t� k������p�tU®¶¯�t����]���r¯¡�����6��t;�����U±r�¡¯��¡���9��t�������t�����t�s?t��`�6��¯¡���
ÃË�U���¡¯�t�º?s?�U�`����t��]¸ ' �r�N�r Ut]�����r�U�����U¯¡¯��U�h�0s?�N�N����t^���`�rt=�h�N�r�3���N���

N ∈ N
t����S�U�r�3���U���

R′ ∈]0, R[
:

uε −
N∑

i=0

i∑

k=0

εi lnk ε uk
i = ◦(εN)

�������
H1(ΩR \D(0, R′))



Q�Q �K�9��!��J#����*�����"��
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� ��� ��� �wÅh¨ �¿Ç �ËÅ�� 1<© � � Å � Ê 	Hª *
0 �Us?s?t��F;��U�h�����������U�r�St�¯�t��9¯�t^���r���U±r¯�q�s?t^�

(Pε)
���N�`�;�r�U�h�;�  U�N�����S�N���(�`�rt´¯�t^�

uε ��������t��`�;¯�t^��r�r�³�`�rt^�����U¯������¡�N���):

(Pε) :






o����N�r Ut^�
u ∈ H1

0 (ΩR
ε )

��t�¯��N��t

∆u+ ω2u = −f �r�U���
ΩR

ε

u = 0
���r�

∂Ωε

∂u
∂n + TRu = 0

���r�
ΓR

|H�N�¼�
Aε : H1

0 (ΩR
ε ) → H1

0 (ΩR
ε )
���U�`���¡�H����t^¯8�N��t ∀u, v ∈ H1

0 (ΩR
ε )
:

〈Aεu; v〉H1
0 (ΩR

ε ) =

∫

ΩR
ε

(∇u · ∇v − ω2u.v) +

∫

ΓR

vTRu

�0/��r�N���������r�St�¯��U�h�!�`�rt
TR
���]����¥U��t��r�°�U�S�����k��t��r�!��t�­y�����³��pr¯�t���Àn����ÀÁu�t���s?�U�r�8¸�|��U�¡�6��¥`��¯�t�s?t��`�

Lε ∈
H1

0 (ΩR
ε )
��t^¯J�`�rt ∀v ∈ H1

0 (ΩR
ε )
:

〈Lε; v〉H1
0 (ΩR

ε ) =

∫

ΩR
ε

−f.v
­w�U���w�����3����·��r�¡�����U���rt

uε �r�U�h�@�  N�U���*¯n² ��¥`��¯��¼��� : Aεuε = Lε ¸Huy�U���0 U�N�r¯��U���0t�µ\t^�����rt^�0�r��twt]�����¡s��k���¡�N�¥U¯��U±h��¯�tU®\��² t^����ÀÁºkÀÁ���¡��t6�U�r�r���H��p�t��
uε �S�U�r�=¯³�;���U��sQt ‖ ‖H1(ΩR

ε )

®\s����³�w���U���g�  U�N���yº��r������tQ���³���S�N���¼���¡�N�
��t^��¹(���r����� ¹���s?�������U���y���¼µ\����t��`��t^�?¾Ë��p��Us?�´¯¡�N�¡�`�������(t�����p��UsQ�(�r������prt Â��`�r� �Á `�� Ut^�`� �5�r�U���w�rt���¹´½^�U�rt]�
���¡µS�^��t^�`��t^���������³�'��t^s?t��`���¡����¯¡�h��t]���r�����

ΩR
ε

¸¶���U����t�µ\t^�'���rt��!��t�����t����r����� ¹���s?�������U�´¥N¯¡�N±���¯�tQ�r�U�����U¯¡¯��U�h�
���N����Ã¿�U��sQt^���r�rt��r�N�r Ut^¯¡¯�tF�N�h���`���¡���F�`�r�y��t����(t^� �`�rt^¯��`�rt´���U����t��r�rtF���`��t^���S�U¯³�k���¡�N�«t��`����t�¯�t´��p���s?�
�r������prt;t��Q¯�t���ph��s?� ¯��U���N�������8¸�u��U�h�5���`���������r�³���N���6�r�U���?��t�±r�����r�rt;Ã¿�U���������U�Ì�rt;�����N���������r��t9���U���³��¯�t
χ : R+ → [0, 1]

��t!��¯³�U����t
C∞ ��t^¯J�`�rtI:

χ(r) = 0
���

r 6 1

χ(r) = 1
���

r > 2

u��N��������·��r�³�����U���3s��U�¡�`��t^�����`��¯³�Q�`���U�`���¡���!��t]�����¡�r�^t�ºQÃ¿�U�r���r���@¯L² ���r�r��� ¹��¡s��������U�;¥N¯¡�N±���¯�t :

ũε
N (r, θ) =

(
1− χ( r

η(ε) )
) N∑

i=0

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k
Uk

i (
r

ε
, θ)

+χ( r
η(ε) )

N∑

i=0

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k
uk

i (r, θ)

4�����t� Ut^�����`������¹��r�����k���¡�N���@�¡�`���������r�¡��t]���r¯����3p����r�^®r�N���5����q^�y����s?�r¯¡t^s?t��`��:

Aε(uε − ũε
N ) = Lε −Aεũε

N

u��N���3 U�N�r¯��U���@s?�U�`����t����`�8² ��¯8t�¹��³����tg���rt!���N���������`��t 0 �¡���r���St����r�U�`��t!��t
ε
��t�¯�¯¡t!�`�rt

‖uε − ũε
N‖H1

0 (ΩR
ε ) 6 C‖Aε(uε − ũε

N)‖H1
0 (ΩR

ε )

� ��� ��� ¦�§H¨^©<Ê¿Ç ��Ç$1 *F¨^Ç � � �ËÊ��¿Ç^§
0 �Us?s?t@�r������t@�U�S�����k��t��r�

Aε t^�������6�St��?���¼µ\����t��`����t3��t^¯¡�r�r�`�rt@�r�N�����  U�U�h�J�����¡¯��³�����r�U���<¯¡t3���N�<�8² �r��t���N�����¡�����U�F���r¹�¯��¡s?�¡��t^�w��t6uyt��rs������8®��r�N������t^ U�N����������±r¯������r�F�r�N�r Ut]�������]���r¯¡�����y��t6�����U±r�¡¯��¡���U¸ 0 t�¯��r�¼ÀÁ���
��t����=sQ�N�¡�h�0���989����¯¡twº6���^sQ�N�`����t��]®U���U�*¯�t^�cÃ¿�N���'���¡�N���*�`�rtw�r�U�h�*���N���������^���N���c N�����¼·�t^�`���r�rtw���U���r�¼���¡�N�;����¹
¯��¡s?�¡��t^�y��t!­y��������pr¯�t���pr�Ns?�U¥Uq^�rt�������¯¡t=±S�U�����r��·h¯n®��r�U���=�U�rsQt�����t��`���r���r���U¯��U�r¥Nt�s?t��`������s?�r¯¡t=���U��£?º
¯L² ���`��������t��r������·�¯L¸
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� *Hª ª(* � ��� �$�Z!��"� #$� ! ���W!*�-	��P#$� ���
� ! �����I� !�� �.�
! �

∀ε > 0 , ∀v ∈ H1
0 (ΩR

ε ) , ‖v‖H1
0 (ΩR

ε ) 6 C‖Aεv‖H1
0 (ΩR

ε )

��§`ª«Å��<¨�Ç ����Ç��nÅ�� ¬
���������^�r�U�����h���9¯L² �U±����r���rtFt������r�r�S�N���U���9¯n² t�¹��³����t�����t´�¶² ���rt4���r�¡��t

(εn) ∈]0,+∞[N
��t^¯¡¯�t(�`�rtF�S�U�r�

���N���
n ∈ N

�¡¯=t�¹��³����t
vn ∈ H1

0 (ΩR
εn

)
��t^¯=�`�rt ‖vn‖H1

0 (ΩR
εn

) = 1
t��

lim
n→+∞

‖Aεnvn‖H1
0 (ΩR

εn
) = 0

¸
���U�r�!���U�r�

n
®J�N�°�ht^���Q���r�r�S�N��t��6�`�rt

vn
t]���5�r���N¯¡�N�r¥U�?���U�6£´�r�U���

D(0, R) \ ΩR
εn

t��5���N�����³���^��t^�!�N��t
vn ∈ H1(ΩR)

t��9��¯��U���6�S�U�r�Q���U�����Y® ‖vn‖H1
0 (ΩR) = 1

¸*�w� �ht^���9���U���U®��`�r�¼����tFº t�� t�¹H����������t;�r�rt
���U����ÀR���r�¡��t�®\���r�r�S�N��t��=�`�rt

(vn)
���N�H Ut���¥Ut=ÃË�U�¡±�¯¡t^sQt^�`���������

H1
0 (ΩR)

t��gÃ¿�U����t�s?t^�N���r�U���
L2(ΩR)

 Nt����
�r�rt�sL[^sQt�¯���sQ�¡��t

v ∈ H1(ΩR)
¸h|H�U�¡�

ψ ∈ H1
00(ΩR) ∩H1

0 (ΩR)
¸2'y¯¡�N��� :

〈Aεnvn, ψ〉H1
0 (ΩR

εn
) =

∫

ΩR
ε

(∇vn · ∇ψ − ω2vn.ψ) +

∫

ΓR

ψTRvn

�c�������N������¥NtgºQ¯³�Q¯¡��s?�¼��t=ÃË����±r¯¡tI:

0 =

∫

ΩR
ε

(∇v · ∇ψ − ω2v.ψ) +

∫

ΓR

ψTRv

0 �Us?s?t
H1

00(ΩR)∩H1
0 (ΩR)

t]���3��t�����tw�������
H1

0 (ΩR)
®H�U�9t^�;���]���r�¡�3�`�rtg��t�����tg��¥`��¯��¼���y k�����@�h�N�r�0���U�r�

ψ ∈ H1
0 (ΩR)

t��y��¯��U���
v
 U�^���¡·�tL:





v ∈ H1
0 (ΩR)

∆v + ω2v = 0
�r���h�

ΩR

∂v
∂n + TRv = 0

���r�
ΓR

���N���
v = 0

t��g��¯��U���
lim

n→+∞
‖vn‖L2(ΩR

εn
) = 0

¸8�w�Fs?�U�`����t!s������`��t��h���`�y¯³�9���N�` Nt���¥Ut^����t���t]�y¥N���N���¡t^�`���^¸
4��F��t����U�r�ht^¯��U�`�3�`�rtI:

<e{
∫

ΓR

wTRw} > 0

‖∇vn‖2
L2(ΩR

εn
) 6 <e{

∫
ΓR
vnTRvn}+ ‖∇vn‖2

L2(ΩR
εn

)

6 ω2‖vn‖2
L2(ΩR

εn
) + <e{< Aεnvn, vn >H1

0 (ΩR)}
0 �Us?s?tF¯�tFsQt^s6±r��t´��t(�r���N�¼��t���t����� Nt�����£r®��N��t�� ������tF¯³�°���N�H Ut���¥Ut^����t�Ã¿�U����t´�rt

(vn)
 Nt�����£°�r���h�

H1
0 (ΩR)

¸����r�³���`�rt��S�U�r�3���U����� ® ‖vn‖2
H1

0 (ΩR
εn

)
= 1

�N��t^�����¡��t=�r�rt!���U�`�����U���³�'���¡�N�8¸
�

� ��� ��� ¦�§H¨^©<Ê¿Ç ��Ç$1 *FÉUÅ����0*-��� * �<É *��hÊnÅ � �rÊ *
u��N���<��¯�¯¡�N���Js��U�¡�`��t^�����`��s?�U�`����t���¯¡t@���]����¯¼���k�c�¶² t]�����¡s��������U�!¥N¯¡�N±���¯�tU¸ 0 t�¯��r�¡ÀR���`��t@���U�������¡���rt@t��5���]��¯��¼���

�`�8² �r���¡�`��t���sQ�]���³������t��S�U�r�@����s?�N�N����t^��¯�t����]����¯¼���k�0��tw���U�H Nt���¥Ut��h��t3¯¡���^��¯�t��h�N�r�*¯�ty��p��UsQ��¯��U���`���U�¡����² t^����À
ºkÀÁ������tg¯�t�¯¡t^sQs?t�Qh¸ ¤�¸

� *Hª ª(* � ��� � 	���
�� 	����
N ∈ N

�+�Z!��"� #2� ! ���W! �2	��P#$� ���
� ! � �+�W� � �
!��W�����
� !L��!
ε
� !��+�9! ���
!��

‖uε − ũε
N‖H1

0 (ΩR
ε ) 6 C

[
(
ε

η(ε)
)N+1 + η(ε)N+1

]
lnN (

1

ε
) ln3/2(

1

η(ε)
)



QN¤ �K�9��!��J#����*�����"��
*!�����	��	�

��§`ª«Å��<¨�Ç ����Ç��nÅ�� ¬
���U�r�(t^������sQt^�4¯L² t�����t^�r�´¥U¯��U±h��¯�tU®�¯L² ���r�^¥N��¯��¡���«��� ��������¥N���U�rprt��r���^���]��t��`�(���U���(���UsQq^�rt ºmt]�����¡s?t��

‖Aε(uε − ũε
N )‖H1

0 (ΩR
ε )

¸��<�N�r����tgÃË�U�¡��t=�r�U���3�h�������U�h����t=¯n² ��¥`��¯��¼��� :

‖Aε(uε − ũε
N)‖H1

0 (ΩR
ε ) = sup

v∈H1
0 (ΩR

ε )

〈Aεũε
N − Lε; v〉H1

0 (ΩR
ε )

‖v‖H1
0 (ΩR

ε )

4c�����`�y���U���r�
v ∈ H1

0 (ΩR
ε )
:

〈Aεũε
N − Lε; v〉H1

0 (ΩR
ε ) = −

∫

ΩR
ε

(
∆ũε

N + ω2ũε
N + f

)
v

+

∫

ΓR

(∂ũε
N

∂n
+ TRũ

ε
N

)
v

���U�r�
ε
�N����t�½Q�St����¡�6�N�4���¶² �r�rt����U��� ∂ũε

N
∂n + TRũ

ε
N = 0

t��6�¶² ��������tQ���U���]®8���Us?s?t�º��r�U�r Nt^�U�(�S�U�r�
ε�U����t�½g�ht����¡�y�U���

f(x) = χ( |x|
η(ε) )f(x)

®h�U�����U¯����r¯¡tL:

−
∫

ΩR
ε

(
∆ũε

N + ω2ũε
N + f

)
v = −

∫

ΩR
ε

(
∆u0 + ω2u0 + f

)
χ(

|x|
η(ε)

)v

− 1

λ(ε)

∫

ΩR
ε

(
∆u1

0 + ω2u1
0

)
χ(

|x|
η(ε)

)v

−
N∑

i=1

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k

∫

ΩR
ε

(
∆uk

i + ω2uk
i

)
χ(

|x|
η(ε)

)v

−
N∑

i=0

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k

[

2
η(ε)

∫

ΩR
ε

∇χ(
|x|
η(ε)

) · ∇(uk
i (x) − Uk

i (
x

ε
))v

+ 1
η2(ε)

∫

ΩR
ε

∆χ(
|x|
η(ε)

)(uk
i (x) − Uk

i (
x

ε
))v

+

∫

ΩR
ε

(1 − χ(
|x|
η(ε)

))(
1

ε2
∆Uk

i (
x

ε
) + ω2Uk

i (
x

ε
))v

]

���N���U��� :

Eε
N (x) =

N∑

i=0

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k

(
uk

i (x) − Uk
i (

x

η(ε)
)
)

68t��^��¯³���r¯8���¼ÀÁ��t^����������t����¡s?�r¯��¡·�t!��¯��U���@t�� :

−
∫

ΩR
ε

(
∆ũε

N + ω2ũε
N + f

)
v = 2

η(ε)

∫

ΩR
ε

∇χ(
|x|
η(ε)

) · ∇Eε
N (x) v

+ 1
η2(ε)

∫

ΩR
ε

∆χ(
|x|
η(ε)

) Eε
N (x) v

−ω2

N∑

i=N−1

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k

∫

ΩR
ε

(1 − χ(
|x|
η(ε)

))Uk
i (

x

ε
))v

u��N������¯�¯��U���@�r�U��t����h����¯³�Q���r�¡��t��S�U�r���?t���±��r���St����r�U�`�y��t
ε
:

‖w‖L∞(]a,b[) = sup
{
|w(x)| �]¸ �

a < |x| < b
t��
x ∈ ΩR

ε

}

‖w‖L1(]0,b[) =

∫

ΩR
ε ∩D(o,b)

|w(x)|
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�w���U±����¡t^�N�y�r�U���=�  Ut]�y¯�t^�����]���r¯¡�������@�r¯�����p��U���E:

|
∫

ΩR
ε

(
∆ũε

N + ω2ũε
N + f

)
v| 6

C

η(ε)
‖∇Eε

N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[).‖v‖L1(]0,2η(ε)[)

+
C

η2(ε)
‖Eε

N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[).‖v‖L1(]0,2η(ε)[)

+C

N∑

i=N−1

i∑

k=0

εi ‖Uk
i ‖L∞(]0,2 η(ε)

ε
[)
.‖v‖L1(]0,2η(ε)[)

�0/ 0 t]�����r�rt ���U�h�������`��t´±��¡t^� ��pr�U�³���¡tN¸0u��N������¯�¯¡�N���9t]�����¡s?t��;���N�r��º°���U��� ‖Eε
N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[)

®
‖∇Eε

N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[)

®
εi ‖Uk

i ‖L∞(]0,2 η(ε)
ε

[)

t�� ‖v‖L1(]0,2η(ε)[)

¸

� �w¨^Ç��nª ��Ç��nÅ�� 1�* ‖Eε
N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[)

*`Ç ‖∇Eε
N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[)

u��U�h����¯�¯¡�N����t�µSt]�'����t��y���´����¯³����¯J U�N���������rt6��t^¯¡�r�<�`�r�8Ã¿���gt�µ\t^�����r�!¯��U�������´�^��¯³���r¯JÃ¿�U��s?t�¯8s����³��t^�
��t��h���`�0���Ns?����tg��t^�*�r�����¡�N���*��tg���N�` Nt���¥Ut^����t3t��3��t^�*±h�N����t^�*�rt^�*����¥U�rt]�*��tg���NsQs?tN¸No��U���3�¶² �U±h�N���8®
��t^s?�N�`�r�U���5�`�rt��r�U���5¯¡t����U¯����r¯@�`�r�@ k�4���r�� H��tN®�¯�t���t��r¯3�������³��t��N���@���^���U�����U�r�rt;�r�rt����NsQs��������U�
�¡��·h�r��t^���

p
®8���U�r��t^�!¯¡t]�!��������t]�����Ns?sQt]�����N�`�g·h�r�¡t]��¸��w���r�U���6�  U�U�h�w H�°�`�rt�¯³�F���U�H Nt���¥Ut��h��t5�rt

��t^�6���^����t^��¾n���NsQs?�^t^�!���r�6�SÂ=t^���6��±����U¯��rt9�U����t��h�!��t9¯³�F�r�N��s?t
H1

loc

¾¿¯�t�s?s?t^��>U¸ ��t���>N¸ Q`Â'¸J�c�U�
���U�h���]�N��t��`���r�U�h�y�S�U�r N�U���yt�µ\t^�����rt^�����N����t]�y¯�t^�w���N��t��� Ut^�����¡�N������t6����¥U�rt

Σ
�`�rt5�r�U�h��¯�t5���]�������N���^¸

���U������¯¡¯�t������c���U�����U¯¡¯��U�h������t^������t�¯�t����Us������rt���tw���NsQs��������U�?��ty��t^���������rt^�c���Us?s?t^�^¸Uuy�U�����  N�U���G:

N∑

i=0

i+1∑

k=0

εi

λ(ε)k
Uk

i (r; θ) =

N∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

εi

λ(ε)k
l1p(Uk

i−l)J|p|,|p|+l

(r
ε

)|p|+l

eipθ

+

N∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

εi

λ(ε)k
l0p(Uk

i−l)
{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln

r

ε

}(r
ε

)−|p|+l

eipθ

=
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi−|p|−l

λ(ε)k
l1p(Uk

i−l)J|p|,|p|+lr
|p|+leipθ

+
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi+|p|−l

λ(ε)k
l0p(Uk

i−l)
{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln

r

ε

}
r−|p|+leipθ

=
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N−|p|−l∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi

λ(ε)k
l1p(Uk

i+|p|)J|p|,|p|+lr
|p|+leipθ

+

+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N+|p|−l∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi

λ(ε)k
l0p(Uk

i−|p|)
{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

−
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=2|p|

N+|p|−l∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi

λ(ε)k

{
l0p(Uk−1

i−|p|) + λ0l
0
p(Uk

i−|p|)
} 2

π
J|p|,−|p|+lr

−|p|+leipθ

­w�U���@¯¡t���t^���r��t��0��t^��s?t=¯³�5���Us?s?tg���r�
l
���Us?s?t��h��t=º

l = 2|p| ®����U�3�U�;�St��r�3��t�s��U���`�rt^�@�`�rtg�h�N�r�
l < 2|p| ® J|p|,−|p|+l = 0

¸
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=

+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N−|p|−l∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi

λ(ε)k

{
l1p(Uk

i+|p|) −
2

π
l0p(Uk−1

i−|p|) − λ0
2

π
l0p(Uk

i−|p|)
}
J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ

+

+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N+|p|−l∑

i=−∞

+∞∑

k=−∞

εi lnk ε l0p(Uk
i−|p|)

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

u��U�h�@ÃË���³���N���@s?�U�¡�`��t����U�N�����`��t^�� Nt��r���3¯¡t]�����U�h���¼���¡�N������t����U�^���U���9�`�rt��r�N���3�����r�St�¯��U���):




l1p(Uk
i+|p|) −

2

π
l0p(Uk−1

i−|p|) − λ0
2

π
l0p(Uk

i−|p|) = L1
p(u

k
i )

l0p(Uk
i−|p|) = L0

p(u
k
i )

t���t������k��t^�������`�y��t^���8�������3¯�t!���U¯����r¯8���¡ÀR�rt^�������):

=
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N−|p|−l∑

i=0

+∞∑

k=−∞

εi

λ(ε)k
L1

p(u
k
i )J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ

+
+∞∑

|p|=0

+∞∑

l=0

N+|p|−l∑

i=0

+∞∑

k=−∞

εi

λ(ε)k
L0

p(u
k
i )

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

=
+∞∑

|p|=0

N−|p|∑

i=0

+∞∑

k=−∞

N−i−|p|∑

l=0

εi

λ(ε)k
L1

p(u
k
i )J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ

+

+∞∑

|p|=0

N+|p|∑

i=0

+∞∑

k=−∞

N+|p|−i∑

l=0

εi

λ(ε)k
L0

p(u
k
i )

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

�<�N�r��¯³�Q�rt����r�¡q^��tg��¥`��¯��¼���=�U����² t^�������U�r�St�¯��=�`�rt L0
p(u

k
i ) = L1

p(u
k
i ) = 0

�h�N�r�
i < 0

¸

=

N∑

i=0

i+1∑

k=0

N−i∑

|p|=0

N−i∑

l=|p|

εi

λ(ε)k
L1

p(u
k
i )J|p|,lr

leipθ

+

+∞∑

|p|=0

N+|p|∑

i=0

+∞∑

k=−∞

N+|p|−i∑

l=0

εi

λ(ε)k
L0

p(u
k
i )

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

=

N∑

i=0

i+1∑

k=0

N−i∑

|p|=0

N−i∑

l=|p|

εi

λ(ε)k
L1

p(u
k
i )J|p|,lr

leipθ

+

N∑

i=0

i+1∑

k=0

i−k∑

|p|=0

N−i∑

l=−|p|

εi

λ(ε)k
L0

p(u
k
i )

{
Y|p|,l +

2

π
J|p|,l ln r

}
rleipθ

+

+∞∑

|p|=0

N+|p|∑

i=N+1

+∞∑

k=−∞

N+|p|−i∑

l=0

εi

λ(ε)k
L0

p(u
k
i )

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

4c�����r�¡�N���Q¯¡tF��t^���r��t��5��t^��s?t���t���t�����tF��t^���r��q���t;�^¥N�U¯¡�¡���N¸��w��t�¯³�N��t^�Q��p����r¥Nt�s?t��`���5��t� k�����³��±r¯�t;t��
�¡�`��t^�� Nt��������U���3��t5���NsQs?t]�����������J�`�rt�¯¡t]�����N�����¡�����U���y��t!���U�����U���9t��y¯¡t!ÃË���¡�w�`�rt

J|p|,−|p|+l = 0
��q^�
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�N��t
l < |p| s?�U�`����t��`���`�rtL:

+∞∑

|p|=0

N+|p|∑

i=N+1

+∞∑

k=−∞

+∞∑

|p|=0

N+|p|−i∑

l=0

εi

λ(ε)k
L0

p(u
k
i )

{
Y|p|,l +

2

π
J|p|,l ln r

}
rleipθ

=

+∞∑

|p|=0

|p|−1∑

l=0

N∑

i=N+1−|p|+l

+∞∑

k=−∞

εi+|p|−l

λ(ε)k
L0

p(u
k
i+|p|−l)

{
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

}
r−|p|+leipθ

=
+∞∑

|p|=0

|p|−1∑

l=0

N∑

i=N+1−|p|+l

+∞∑

k=−∞

εi

λ(ε)k
l0p(Uk

i−l) Y|p|,−|p|+l

(r
ε

)−|p|+l

eipθ

=
N∑

i=0

i∑

k=0

+∞∑

|p|=N+1−i

|p|−(N+1−i)∑

l=0

εi

λ(ε)k
l0p(Uk

i−l) Y|p|,−|p|+l

(r
ε

)−|p|+l

eipθ

'J Nt^�=��t]������¯³����¯��^®��¡¯¶ H��t��`��·����U¯¡t^s?t��`�!¾¿t��F���U�������r�������`�@¯�t!���^ Ut�¯��U���ht^sQt^�`���r����ph��s?��¯��U���`���U�¡�hÂ :

Eε
N (r; θ) =

N∑

i=0

i∑

k=0

εi

λ(ε)k

{ N−i∑

|p|=0

L1
p(u

k
i )eipθ

(
J|p|(ωr) −

N−i∑

l=|p|

J|p|,lr
l
)

+

i−k∑

|p|=0

L0
p(u

k
i )eipθ

(
Y|p|(ωr) −

N−i∑

l=−|p|

(Y|p|,l +
2

π
J|p|,l ln r)r

l
)

+

+∞∑

|p|=N+1−i

L1
p(u

k
i )eipθJ|p|(ωr)

+

+∞∑

|p|=N+1−i

|p|−(N+1−i)∑

l=0

l0p(Uk
i−l) Y|p|,−|p|+l

(r
ε

)−|p|+l

eipθ
}

­ytQ��t�����t5t�¹��r��t^�������U��t��gt��F�����¡¯��³���U�N�g¯¡t]���r���U�����������^�y�rt^��Ã¿�N���'���¡�N���g��t V@t^����t^¯n®h�U�F���¡��t�ÃË�N����¯¡t^sQt^�`�
¯n² t�¹��³����t�����t=�8² �r�

C > 0
��t^¯J�`�rtL:

‖Eε
N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[) 6 C

[
(
ε

η(ε)
)N+1 + η(ε)N+1

]
lnN (

1

ε
) ln(

1

η(ε)
)

‖∇Eε
N‖L∞(]η(ε),2η(ε)[) 6 C

1

η(ε)

[
(
ε

η(ε)
)N+1 + η(ε)N+1

]
lnN (

1

ε
) ln(

1

η(ε)
)

� �w¨^Ç��nª ��Ç��nÅ�� 1�*
εi‖Uk

i ‖L∞(]0,2
η(ε)

ε
[)�����r�St�¯�¯��U�����`�rt=¯�t!���Us?�S�U����t^sQt^�`��ºQ¯L² ����·����J��t Uk

i

t^�������U�r���g�h����:

lim
r→+∞

‖Uk
i (r, θ) −

i−k∑

l=0

∑

|p|6i−k

L0
p(u

k
i−l)

(
Y|p|,−|p|+l +

2

π
J|p|,−|p|+l ln r

)
r−|p|+leipθ

−
i−k∑

l=0

∑

|p|6i−k

[
L1

p(u
k
i−l) +

2

π
L0

p(u
k−1
i−l )

]
J|p|,|p|+lr

|p|+leipθ‖θ,∞ = 0

v��rt�s��k���N���������U� ��t Uk
i

��² �U±����¡t^�`�!t����rt�¥N�U�������`�=�`�rt�¯�t^����t���s?t^�=�r�����S�U�h���������`����º�¯L² ����·����n¸c�w�
�r�U�����  N�U���0 H�F�N��t ∀i , L0

p(u
i
i) = 0

¸h�w���N±�����t��`�����N��� :

‖Uk
i ‖L∞(]0,2 η(ε)

ε
[)

6 C(
η(ε)

ε
)i

t������U�h�=�h�N�r�
i = N − 1

�U�
N
:

εi‖Uk
i ‖L∞(]0,2 η(ε)

ε
[)

6 C η(ε)i 6 C η(ε)N−1
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� �w¨^Ç��nª ��Ç��nÅ�� 1�* ‖v‖L1(]0,2η(ε)[)4���������¯¡�³�����`��¯��?�8¸ ¢��N¤5�rtI<9> ¢@?*¾ ����q]����¹r�U����t^sQt^�`�3t^����t�s?�r¯³�U�������`�
π
���U�

2π
Â@�U���U±����¡t^�`�E:

‖v‖L1(]0,2η(ε)[) 6 Cη2(ε) ln1/2(
1

η(ε)
) ‖v‖H1(ΩR

ε )

�
�
����1�*(Ê � *H¨^Ç��nª ��Ç��nÅ��
�w�;·����¼��t^����t�¥N���N�r���U�N�0���N����t]��¯¡t]�3t^������s��k�����U�h�3�U±���t��H�rt^�3�����]���^�rt�s?s?t��`�^¸

| 〈Aεũε
N − Lε; v〉H1(ΩR

ε ) |
‖v‖H1(ΩR

ε )

6 C
[
(
ε

η(ε)
)N+1 + (

ωη(ε)

2
)N+1

]
lnN (

1

ε
) ln3/2(

1

η(ε)
)

t����U��t���������t�¯¡t=���^���r¯¼���k���¶² t^������s��k�����U��¥N¯¡�N±���¯�tU¸
�

� ��� ��� � Å����0*-���0* �<É *´ÊnÅ8É ��Ê&* �*ÅS©��9Ê *FÉ����rª � ÊËÅ����\Ç � ���
u��N���!�U¯¡¯��U���!sQ�N�`����t���s������`��t��h���`�!¯¡t;���]���r¯¡�����6�����¡ k���`�]®��`�r�* k�U¯¡�³��t�¯L² t�¹H����t]�����¡�N�4�N±���t^�H�rt9�St����r�U�`�

¯�t^�3�������St^�������]���^�rt��`��t]�0�S�U����¯¡t����^ Ut^¯¡�N�r�ht^s?t��`�����F��p���s?��¯¡�N�¡�`���U�¡�J¸
� *Hª ª(* � ��� � 	���
 � 	����

N ∈ N
!��H�
	���
�� 	����

R′ ∈]0, R[
� �+� !��"� #2� !����,!*�2	��P#$� ���
� ! � �+�W� � �
!��W�����
� !L��!

ε
� !�� ���
! �

‖uε − ũε
N‖H1(ΩR\D(0,R′)) 6 C εN+1 lnN (

1

ε
)

��§`ª«Å��<¨�Ç ����Ç��nÅ�� ¬
�w����pr�U�³���¡�

η
��t�¯J�`�rtL:

η(ε) = ε1/2

���U�r�g�r� u�·r¹��U®\�N�(��pr�U�³���¼�gs,��t�¯c�`�rt m+1
2 = N + 2

¸8�w�(���U�������rq���t5�`�rt
ε
t^�����U����t^½!�ht����¡�g�S�U���g�`�rt

ε ln3/2(
1

ε
) < 1

t��y�N��t
ε < R′ ¸r­5² �U�r��q]�3¯¡t�¯�t�s?s?t�Q�¸ ��:

‖uε − ũε
m‖H1(ΩR\D(0,R′)) 6 ‖uε − ũε

m‖H1(ΩR
ε ) 6 C εN+1 lnN (

1

ε
)

�S�U�r����� 0 �������^�ht^���r�U�N�g��t
ε
¸��c���w����¯¡¯�t��r���^®r���Us?s?t!�r�N�����U¯¡¯��U����¯¡t6�r��s?�U�`����t�����¯¡���y¯¡�N�¡�

ui
i = 0

�S�U�r�
���N���

i > 0
�8² � / :

‖ũε
N − ũε

m‖H1(ΩR\D(0,R′)) 6

m∑

i=N+1

i−1∑

k=0

εi lnk(
1

ε
)‖uk

i ‖H1(ΩR\D(0,R′))

6 CεN+1 lnN (
1

ε
)

º5�r�U�r Nt^�U�9�h�N�r�@�r� 0 �¡���r���St����r�U�`�3��t
ε
¸��w�;t������^�r�r�¼�3·��h��¯�t�s?t��`�3¯¡tg���]����¯¼���k�0�h���3�¡����¥N�U¯¡�¡���y�������U�r¥U�rÀ

¯³������tN¸
�
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u��N���������U±r¯¡�³�����N�����r�4���]����¯¼���k���w���U�`�g�r�U���w�r�N���w���Us?s?t^�w��t^�� H�³�y�r�U���w¯�������s?�U�h�������������U�´��t]����pr���UÀ
��q�s?t^����t!�����U±r��¯¡�¡���N¸r�����r�St�¯��U�h���N��t�¯n² �U���r����tI:

� *Hª ª(* � ���
H1

00(D(0, R))
!$#$�G��!��P#�!*�"���
#

H1(D(0, R))
�
	���
 ‖ ‖H1(D(0,R))

�

��§`ª«Å��<¨�Ç ����Ç��nÅ�� ¬
0 �Us?s?t

C∞(D(o,R))
t^������t^����t��������

H1(D(o,R))
��¯N����8?����t�s?�N�N����t^�J�`�rtc���U���

v ∈ C∞(D(o,R))t^����¯��¡s?�¡��ty�r�U���
H1(D(o,R))

�8² �r��ty�����¼��t���t
H1

oo(D(o,R))
¸`|H�N�¼�@���U���3���?��t�¯� S¸��w������·����¼�*¯³�gÃ¿�U�h�'�����U�

��t=�����N���������r��tw���U�r���U¯¡t :

χn(r, θ) =






0
���
r < 1/n

ln(nr)
ln(n)

���
1/n < r < 1

1
���
r > 1

�w���h�`��t
vn = χnv

¸0'�¯��U���0�S�U�������N�����8®
vn ∈ H1

oo(D(o,R))
¸hxF�N�`�����U���3�`�rt���t�����t!���r�¡��t!���U�H H�¡t^�N�]¸

‖(1− χn)v‖H1(D(o,R)) 6 C
(
‖(1− χn)v‖L2(D(o,R)) + ‖∇(v − χnv)‖L2(D(o,R))

)

6 C‖v‖L∞(D(o,R))

(
‖1− χn‖L2(D(o,R)) + ‖∇χn‖L2(D(o,R))

)

+C‖∇v‖L∞(D(o,R))‖1− χn‖L2(D(o,R))

�w�=�U�  U�^���¡·�t5ÃË�U����¯�t�s?t��`���N��t
lim

n→+∞
‖1 − χn‖L2(D(o,R)) = 0

t��
lim

n→+∞
‖∇χn‖L2(D(o,R)) = 0

®\�N�4t^�
���]���r�¡��¯¡t����^���r¯¡���k�]¸

�

� 1 �k13�<��
�)0��-

<�>.? '6¸ o<��D��k NtU¸ � 	�(��W��� ��� ��	��W��� !��9!2�.� 
�	@� ���,��( ���$#'¸ 'y����t^��pF»��N����t �Á���U¸¡®H>]�U�`��¸
< ¢J? 0 ¸ � �U¥N����p���¯L¸��S	��W������	��P#��P	��9	�(I	�
 ���P!.#	� ���
��� ��	��P# ��� � �.
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