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Résumé : Dans ce rapport, nous analysons un probléme modéle pour I’étude de la diffraction
d’une onde par des fils minces. Nous nous intéressons, en deux dimensions, & la solution sortante
de I’équation de Helmholtz & ’extérieur d’un obstacle de petit diamétre (vis-a-vis de la longueur
d’onde) sur la frontiére duquel est imposée une condition de Dirichlet homogene ou une condition
de Neumann homoggéne. Un développement & tout ordre de cette solution par rapport au diamétre
de P’obstacle est obtenu.
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Study of a Model Problem
for the Diffraction by Thin Wire
using Matched Asymptotic Expansions
2D case

Abstract: In this report we analyze a model problem for the study of diffraction by thin wires.In
a two dimensional context, we get interested with the outgoing solution to the Helmholtz equation
outside an obstacle with small diameter (with respect to the wavelength) on the frontier of which
is imposed a Dirichlet or Neumann homogeneous condition. An expansion with respect to the
diameter of the obstacle, up to any arbitrary order, is provided for this solution.

Key-words: Helmholtz, wire, thin, asymptotics, matching
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Introduction

Ce document a pour but d’exposer un travail réalisé dans le cadre d’un stage de mathématiques
appliquées sous la direction de Houssem Haddar et Patrick Joly au sein de 'UMR POEMS et com-
plété par la suite lors d’'un début de thése. Le théme de cette étude est le calcul du comportement
du champ diffracté par un fil conducteur lorsque celui-ci devient trés fin. Pour nous faire une idée
des difficultés soulevées par ce sujet et réaliser un premier travail, nous avons décidé de considérer
un régime stationnaire : nous nous sommes donc intéressé i résoudre I’équation de Helmholtz dans
une géométrie ‘filaire’. Nous avons supposé que le fil, dans ’espace R?, était orienté suivant 1’un
des axes de coordonnées cartésiennes (I’axe z), et que sa géométrie était invariante suivant cet axe.
Cette situation se présentait comme un terrain adéquat pour se familiariser avec le sujet, d’autant
plus qu’elle se rapprochait du cadre dans lequel se plagait un travail de thése précédemment ef-
fectué au sein du projet ONDES par Sébastien Tordeux au sujet des fentes minces (|[T2]). Terrain
adéquat en outre parcequ’il s’agit d’une situation relativement simple : 'invariance suivant ’axe z
permet de ramener ’étude & une section du fil. D’un probléme impliquant un obstacle non borné
(le fil) on est ramené & un probléme impliquant un obstacle borné (sa section).

La nouveauté du travail ici effectué réside dans 1'utilisation d’une méthode, appelée méthode
des développements asymptotiques raccordés (notée a présent MDAR), pour obtenir une solution
approchée de la solution du probléme de départ. La précision de cette approximation augmentant
lorsqu’un paramétre donné du probléme devient trés petit. Il s’agira ici du rayon ¢ du fil.

Sur un plan bibliographique, au sujet des fils tout d’abord, signalons plusieurs références. Dans
la littérature d’ingénieur I’article original de R.Holland et L.Simpson [I1], le livre de A.Taflove [I]
ou celui de D.S.Jones [3] qui s’intéressent aux solutions des équations de Maxwell dans des géomé-
tries filiformes. Sur un plan mathématique citons la thése de Francois Rogier [5]. Dans la deuxieme
partie, un modéle de fil de longueur finie y est elaboré pour résoudre I’équation de Laplace. Par
ailleurs Rogier met en évidence I'importance des extremités du fil. La thése de A.Mazari adapte
ce dernier travail & aux équations de Maxwell et le compléte au niveau numérique. Signalons éga-
lement une série d’articles russes traitant différents problémes dans une géométrie comportant
une structure mince avec [I0], [6] et [7]. Toutes ces références présentent des méthodes de calcul
des champs & ’extérieur de fils reposant sur ’equation intégrale de Pocklington. La résolution de
celle-ci fournit une approximation du champ exacte a ’ordre /. L’une des motivations de ’étude
que nous avons mené était d’obtenir des résultats d’une précision arbitraire pour ce type de calcul.
Cependant le document présent ne s’intéresse qu’a une situation en 2 dimensions.

Au sujet des développements asymptotiques, pour une introduction on peut consulter [4]. Par
ailleurs S.Tordeux [12] a étudié en détail I’équation de Helmholtz & I’aide de ce type de techniques
et a obtenu explicitement un développement & un ordre quelconque dans le cas d’une condition aux
limites de Neumann. [§] est un ouvrage complet sur les développements asymptotiques raccordés
qui s’attache & en montrer la diversité des aspects. On peut y trouver une étude détaillé de I’équa-
tion de Laplace avec un développement & un ordre quelconque dans une géométrie comme celle
que nous considérons, mais la construction des développements n’est pas explicite. Enfin I'article
de H.Ammari et A.Khelifi présente le développement & ’ordre /¢ des solutions des équations de
Helmholtz et Maxwell dans un milieu comportant des petites hétérogénéités. Le présent document
compléte ces travaux puisqu’il sera question du développement de I’équation de Helmholtz & un
ordre arbitraire avec une condition aux limites de Neumann ou de Dirichlet dans un milieu pourvu
d’un obstacle parfaitement diffractant. Il est & noter par ailleurs & la lumiére de [8] que I’étude
de ’équation de Helmholtz en 2 dimensions se révéle plus difficile qu’en trois dimensions & cause
de termes logarithmiques apparaissant dans les fonctions de Bessel. L'un des mérites de [I2] est
d’ailleurs d’avoir surmonté cette difficulté.

Le plan de 17étude sera le suivant. D’abord viendront quelques développements autour de
I’équations de Helmholtz. Ensuite nous exposerons clairement le probléme auquel on s’intéresse
et son cadre géométrique, et nous effectuerons quelques rappels généraux sur la méthode des
développements asymptotiques raccordés. La troisiéme partie exposera ’application de la MDAR
au probléme de Helmholtz avec condition aux limites de Neumann. La quatriéme et derniére partie
exposera la méme chose mais cette fois pour une condition aux limites de Dirichlet. Le plan des
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deux derniéres parties est identique et s’inspire du travail qui fut réalisé par Sébatien Tordeux
dans [12].
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1 Equation de Helmholtz et séparation de variable

Cette section est divisée en deux partie. La premiére fait le point sur des résultats trés classiques
au sujet de la méthode de séparation des variables appliquée & I’équation de Helmholtz. Nous y
esquisserons la construction des fonctions de Bessel. La seconde expose des résultats mis en lumiére
dans [I2]. La forme des développements que nous avons obtenus découle directement de la forme
de I’équation de Helmholtz.

1.1 Reésultats classiques de séparation de variables

Nous nous proposons dans ce travail d’étudier la solution de I’équation de Helmholtz dans un
certain contexte. Puisque par ailleurs nous allons avoir affaire & un développement, nous serons
amenés 3 définir des fonctions solutions de ’équation de Helmholtz avec différentes conditions aux
limites. Nous allons avoir & représenter ces solutions, et alors deux voix s’offrent & nous :

e Représentation sous forme d’une série de fonctions élémentaires a laquelle on aboutit & ’issue
d’une résolution par la méthode de séparation des variables

e Représentation intégrale a laquelle on aboutit & l’issue d’une résolution par équation inté-
grales

Nous avons choisi, en suivant [I2], de mener notre résolution par séparation de variables. Lorsque
Pon procéde ainsi, les fonctions de Bessel apparaissent naturellement (c’est d’ailleurs ainsi qu’on
les définit).

En effet, étant donné p € N considérons ’équation de Bessel d’ordre p & variable complexe z et de
fonction inconnue u :

19,9 v+ ZZ)—z)u(z) —0 pour =€ D(0;1)\ [=o0:0]

En fait ’équation de Bessel est définie au choix d’une coupure prés (nous choisissons ici [—oo; 0]).
Cette équation linéaire est du second degré de type Fuchs. Son équation déterminante est :

22 —p*=0

D’aprés les développements sur le théoréme de Fuchs et les équations de type Fuchs dans [2],
elle posséde donc deux solutions indépendante dont la forme est la suivante. Une premiére solution,
que nous nommerons fonction de Bessel d’ordre p de premiére espéce, de la forme :

Ip(2) = 2P0p1(2)

oll vp, 1 est holomorphe au voisinage de 0 et v, 1(0) = 1. L’équation de Bessel posséde en outre une
solution de la forme :

Yy(2) = 27 Pupa(2) + zJp(z) Inz
7r

ol vp2(2) est holomorphe au voisinage de 0. D’aprés les formes annoncées pour J,, et Y}, on peut
écrire les développements suivants

+oo
Ip(wz) = ZJN 2
l=p
—+o0 —+o0 2
Y, = Y, 2 41 s
»(w2z) lzp Pl 2+ nzg7T bl 2

Par ailleurs on voit trés facilement que pour w € R si u(z) = Jp(wz) ou u(z) = Y,(wz), alors u
satisfait :
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Repartons de ’équation de Helmholtz, et montrons comment arriver aux équations de Bessel.
Soit u € HL (D(0;1) \ {0}) une solution de 'équation de Helmholtz dans le disque unité pointé.
Attention nous avons dans ce cas u € H!(K) pour tout compact K C D(0;1) \ {0}, mais u ¢
H(D(0;1)). En se plagant dans les coordonnées polaires (r; §), décomposons-1a en série de Fourrier

suivant 6 :
+oo

u(r; ) = Z up(r) e pour 0<r<1
p=—00
En injectant cette représentation dans I’équation de Helmholtz satisfaite par u, on en tire que pour
tout p, u, satisfait :

10 0 p?

— 575 (1) + (@ = 5 up(r) =0
de sorte qu’il existe deux nombres a, et b, tel que :
up(r) = apJjp|(wr) + bpYip| (wr)
Nous noterons pas la suite a,, = £} (u) et b, = L) (u). Ainsi pour un v € H, .(D(0;1)\ {0}), nous
aurons (& r fixé et au sens des fonction de carré intégrable suivant 0) :

—+oo

u(r;0) = Z {E;(U)Jm(uﬂ’) + L (u)Yp (wr) } ipf

p=—00

Si nous munissons H} .(D(0;1) \ {0}) de sa topologie locale, c’est-a-dire celle qui est engendrée
par la famille de semi-normes |ull, = |[¢ul g1 (p0;1)), ¢ € D(0;1)\ {0}, alors des vérifications
techniques simples permettent de montrer que la série ci-dessus converge pour cette topologie.

1.2 Structure des solutions d’équations de Laplace emboitées

Maintenant que nous avons construit les coefficients .J,, ; et Y}, ;, nous allons exhiber des relations
algébriques en rapport avec ’équation de Helmholtz, que ces coefficients satisfont. Ce résultat est
semble-t-il un point crucial pour la construction des développements asymptotiques que nous allons
effectuer.

Lemme 1.1 Pour tout p € Z et tout | € N, les coefficients Jp; et Y, satisfont :

19 9 p? +1 2 +1-2

(=55 = 5 Pmtipin T = =2 Ty a7

10 0 _p° —|pl|+ 2 —|p|+1—2

(S35 = 5 Pt tpls 7P = = Vi ppa-ar ™

10 o0 p? Ipla el
oo _T_z} Tipl—lplt 7 P = 2 —J\p\ pli—g I P2

Démonstration :
Nous allons effectuer cette démonstration pour la premiére égalité. Les deux autres s’établissent
de la méme maniére méme si les calculs sont un peu plus lourds. Rappelons I’égalité :

10 0 p? B
{Farar +0* =)} hlen =0

En injectant l'expression en série entiére de .J,|(wz) et avec les propriétés habituelles des séries
entiéres on peut intervertir les opérateurs différentiels et le signe de somme :

Xf1a o p? =
+1 _ 2 +1
> {;57”5 — 2 }J|p| i+ 7P = =0 Ty

=0 =0
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Or en remarquant que :

10 0 P2 _
{?ETE B ﬁ}b’lp|7|p|+l7"‘p‘+l = ((pl+ 0% = 52) iy 712

Ainsi on obtient une égalité entre deux série entiére (de variable r) et on peut alors identifier terme

A terme, ce qui fournit le résultat.
O

Nous voyons donc apparaitre avec le lemme ci-dessus une relation particuliére entre les termes
du développement en série des fonctions de Bessel et les composantes radiales de 'opérateur de
Laplace que nous renoterons un moment :

Dy: D'(JR;4o0) — D'(JR;+o0])

U H{lﬁﬁ_p_}u

r
ror Or r2

Pour un certain R > 0. Notons E}, = Ker(D5)V. Ona: E) C E C ... C E}, C.... On a plus
éxactement le lemme suivant.

Lemme 1.2 Pour tout N € N, EX; est un espace vectoriel de dimension finie égale a 2N et

+21
(J|p|7|p|+2z ri? )

en constitue une base.

2 —
Yipl,—lpl+21 + ;J|p|77|p|+21 Inr)r \p\+l)

U ((
0<ISKN—-1 0<IKN -1

Démonstration :

Soit N € N. Un théoréme classique de régularité que l'on peut trouver par exemple dans
[13] nous dit que EX, C C*(]R;+0o0]). Clest alors une conséquence de Cauchy-Lipschitz que
dim ER, = 2N. Par ailleurs le lemme [ nous permet d’affirmer que

2 —
(it +2) U (( (Vipl, it + —Jjpl,~lpl+21 In7) )

est une famille libre appartenant & cet espace.

0<ISKN -1 0<ISKN—1

O

Soit alors F} = vect(J‘p\,\pHgl rlpl+2t, (Yipl,—Ipl+21 + %J|p|7_|p|+2[ Inr) r*‘p‘“l). On tire du lemme
ci-dessus que :

N-1
EX, = N7 F VNeN
=0

p —

Soit 7}, : EX, — F¥ la projection sur F} parallélement a4 @' ;' F. Remarquons que TNEr =
N—1

- En effet soit U € EX,_,.
N-1
T U) = T2 @) = (R @) —U) — (e th) —t) € B & Y = {0)

Nous pouvons maintenant poser une notation que nous utiliserons & travers tout ce document.
Soit U € UnenEY,. Alors pour N assez grand nous pouvons définir 1J(24) et L} (U) par :

2 -
TR U) = LU Vi) o) + =gl iy W) 777 L @) Ty 717

19(U) et 1 (U) ne dépendent pas du N choisi d’aprés les remarques ci-dessus.
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Considérons maintenant B le disque de rayon R dans R2. Nous allons nous intéresser a une
famille finie de fonctions (U;)o<i<n définies dans R? \ By liées par les relations :

AL{Z- = —w2ui_2 dans R2 avec Z/[_l = u_g =0
Dans une telle situation, disons que la famille (I/;) admet une structure de solutions d’équations
de Laplace emboitées. Décomposons les éléments de cette famille en série de Fourrier :
1 2w .
— Us(r;0) e db = U)P(r) r>R
27 0
Ces coefficients de Fourrier sont reliés par les relations :

DY (Uy)P = —w® Ui—2)P

D’ou 'on tire :
COME Eﬁ/2]+1

Soit 7 fixé. Avec la description des espaces E? ci-dessus, il existe (a;) et (b;) tels que :

VpeZ, 0<i<N

i
2 _
@) = ai(Yipl,—ppi1 + =il —lplt r) 7P b g 7P
1=0
Déterminons maintenant les a; et b;. Soit m tel que 0 < 2m + 1 < 4, alors :

Yipl,—lpl+2m+1 = Jipl,~[pl+2m+1 = Jjp|,|p|+2m+1 = 0

Par conséquent on peut choisir :
agmy1 = lpUi—om—1) et bami1 = Iy (Ui—2m—1)

Soit m tel que 0 < 2m < i, alors :
m : 2 — —2m —2m
(DY) )" = Ui—2m)” = D ar(Vip|,[pl 12+ = ol [pl 120 0r) 77 P2 by T g PP
1=0
Par définition, on peut donc écrire :
azm = 1) (Ui—om)?) et bapm = L (Ui—2m)P)

Bilan: VpeZ

2 _
(Us)P(r) = lg((ui—m)p)(np|,_|p|+l + ;J|p|7_|p|+l lnr)r Ipl+1
+ 3 Ly (Usem)P) i) 2 7P
1=0

En définissant 1 (U;) = 1J((U;)P) et 1,(U;) = 1,((U;)?) on obtient donc le développement :

“+o0 [
2 - i
Z/[i('r; 9) = Z Z lg(ui—l)(yip|,f|p|+l + ;J|;D|,*|p|+l 11717“) r |p|+1 e pO

p=—o00 [=0
“+o0 [
1174 Ipl+l ip6
> LU T e
p=—0o0 [=0

la série convergeant au sens de L? (R?\ Bg).
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1.3 Reésultats de convergence

Nous concluons cette section par deux résultats purement techniques en rapport avec les fa-
milles admettant la structure d’équations de Laplace emboitées. Nous allons admettre ces résultats
dont les démonstrations sont pratiquement identiques & celles fournies dans [I2]. Posant la nota-
tion :

sup  [V(r;0)] = || V(r;0)]|9,00
0€[0;27]
Nous dirons qu’une fonction continue sur R? \ Bp est & croissance lente lorsqu’il existe un n € Z
tel que :

1V(r;0)]l6,00 = O(r")

Lemme 1.3 Si (U;)o<icn est une famille finie de solutions des équations de Laplace emboitées
dont les éléments sont 4 croissance lente, alors pour tout 0 < i < N et pour tout | > 0,

—+oo
1 . p|+l ip6
D Lpth) g ol 7 e
Ipl—0
2 Sy
z —lpl+1 ,ipd
E:l Yipl,—pl+1 + —Jipl,—[pl+ In7) 17 e
Ip|=0

converge dans H), (R*\ Bg) et la suite (1, (U;))pez est presque nulle.

Lemme 1.4 Si (U;)ocicn est une famille finie de solutions des équations de Laplace emboitées
dont les éléments sont a croissance lente, alors :

hm Hu r, 9 ZZ z 1 J|p| |p|+lT‘pH—l eipG

pOlO

2 .
—|p|+l ipf _
—E:E: Ypl,—lpl+1 + = Jm,mwh”)" €™ [g,00 =0
p=0 [=0

Ces deux lemmes nous permettront d’évacuer les questions de convergences qui se poseraient lors
de la construction des “termes du champ proche” que nous allons définir par la suite.
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2 Le cadre géométrique et quelques rappels sur la technique
des développements asymptotiques raccordés

Nous considérons une situation invariante suivant I’axe z (géométrie du fil et sources invariants
suivant cet axe). Nous nous ramenons ainsi & une géométrie a deux dimensions. On considére donc

la section du fil. On note D, la zone occupée par la section du fil. On suppose de plus que 9D. est
décrit par une équation polaire :

(0D:) : p =e7(0)

D. = {x(r,0) e R? | r < e7(0)}

Avec V0 € [0,27r] 0 < 7(f) < 1 et 7 suffisament régulier. On suppose par ailleurs la présence
d’un ouvert que nous noterons D, suffisament régulier (assez pour pouvoir y définir une trace et

une trace normale), distinct de D. et borné. On se donne également une fonction f € L?(R?), &
support compact et dont le support ne contient pas 'origine 0. Enfin si on note D(0, R) le disque
de centre 0 et de rayon R, avec R > 0 assez grand pour que D, UDyps Usuppf C D(0, R) on note :

Qe =R2\ (D UDyps)
Q? = D(O7 R) \ (56 Uﬁobs)

Qr = D(0,R) \ (Dops U {0})

Oy = R2\ D,

I'r

Fia. 1 — Géométrie du probléme en 2 dimensions

Finalement, nous aurons besoin pour la suite lorsque a > 0, de noter T',, la frontiére de D(0, a)
(en particulier lorsque a = R). Nous avons donc une géométrie qui dépend de e. Nous allons
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résoudre dans Qff 1”équation de Helmholtz avec certaines conditions aux limites. On se donne
ge € HY?(09Q.) ou g. € H'/2(9Q.) et on suppose que seul g. dépend de . Nous allons chercher
4 résoudre le probléme suivant :

u € HY(QF)
Au+w?u=—f dans QF
(Pe)
u=g. Ou g—%:gs sur 0f.
u  sortante
Précisons que a% désignera toujours la dérivée par rapport & la normale sortante hors du

domaine d’¢tude (Qn ou QF par ex.). Tout au long de I’étude nous exprimerons la condition
d’onde sortante & ’aide d’un opérateur de Dirichlet-to-Neumann, ce qui permettra de se ramener
4 des domaines bornés. Rappelons dans notre situation la définition d’un tel opérateur. Nous
appelons ici opérateur de Dirichlet-to-Neumann I’opérateur linéaire Ty : H'/?(T'g) — H~Y/?(Tr)

qui & une donnée d € H/?(T'y) associe g—% la dérivée normale sur I'r de la solution v du probléme :

u e HE (R?\ D(0, R))
Au+w?u=0 dans R?\ D(0,R)

u=d sur I'p

. ou .
lim | — —iwu [*do =0
p—-+o00 Fp r

La condition ’u sortante’ se traduira par : ’g—% +Tgru =0 sur I'g’. La continuité de Tk est un
résultat classique dont nous nous servirons.

Nous cherchons & résoudre un probléme dépendant de . Comment évolue la solution de ce
probléme quand £ — 07 Voild une formulation rigoureuse de la question & laquelle nous voulons
apporter une réponse. Nous noterons dans toute la suite u la solution exacte du probléme ci-
dessus qui est classiquement bien posé. Précisément nous voudrions développer u° (en tant que
fonction de € & valeur dans un espace de Banach) selon une certaine famille de fonctions. Rappelons
maintenant en quoi va consister, dans notre cas, la technique des développements asymptotiques
raccordés. Elle se décline en 5 étapes.

Etape 0
Tout d’abord nous découpons le domaine £ en deux zones : une zone ot la géométrie varie
et une zone ou elle ne varie pas. Pour ceci nous définissons 77 comme une fonction de ¢ et
vérifiant les propriétés suivantes :
€

limn(e) =0 et lim ne) = 400

e—0 e—0 ¢
Ce qui signifie que n décroit mais moins vite que . En pratique on prendra toujours 7 tel
que :

n(e) =¢® avec s€0,1]

La premiére zone que nous définissons est Q2 \ D(0,7(¢)) = Qg \ D(0,n(¢). Celle-ci, quand
e — 0 ’tend’vers la zone limite Qg \ {0} que nous appellerons zone de champ lointain.
La deuxiéme zone que nous définissons est Qf N D(0,2n(g)). Pour décrire cette zone qui
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devient de plus en plus petite, utilisons un changement de variable qu’il est commode de
considérer comme une loupe. Nous prendrons comme changement de variable :

E.: QFND(0,21(c)) — Qn N D(0, 22
Ty
XY)=(-,=
(e,9) = (X,7) = (£, %)
Nous introduisons alors la notation ¢ = u® o 2! ou plus simplement :
U (X,Y) =u®(eX,eY)

Le domaine Qx5 N D(0, QUT(E)) 'tend’ vers le domaine limite 2 que nous appellerons zone de
champ proche. Nous appellerons parfois, par abus de langage u° le champ lointain et ¢ le

champ proche.

Ces notations étant posées effectuons quelques raisonnements intuitifs. Nous obtenons donc
deux quantités pour décrire le champ dans deux zones distinctes. Chacune d’elles devraient vérifier
I’équation de Helmholtz dans Q£\ D(0,7(¢)) et dans QN D(0, 2”7(6)) respectivement, en un certain
sens (pour U¢, il faut tenir compte du changement de variable qui dépend de ). Par ailleurs u¢ doit
vérifier la condition aux limites & I'infini (la condition d’onde sortante) ainsi que les conditions aux
limites (Dirichlet ou Neumann) sur les différents obstacles autres que le fil, et &/¢ doit vérifier une
condition aux limites sur le fil. Cependant ceci ne suffit pas pour caractériser u° et U<, il manque
des conditions pour qu’il y ait unicité de la solution des problémes satisfaits par ces quantités. Or
comme u® et U* décrivent le méme champ, ces deux quantités devraient coincider sur une zone
intermédiaire entre QF \ D(0,7(¢)) et Qny N D(0, 2"7(8)) et ceci pour tout e. Il faut donc traduire
ceci sous forme de condition de raccord en exprimant le fait qu’une quantité approchant u° et une
quantité approchant U doivent étre équivalentes sur la couronne {x € R? | n(e) < |x| < 2n(e)}
que nous appellerons par la suite couronne de raccord.

%
4‘

2n(e

F1G. 2 — Couronne de raccord

Etape 1
L’étape suivante consiste a conjecturer la forme d’un développement en fonction de & pour
les quantités u® et U°. Nous postulerons un ansatz en écrivant des expressions du type :

uf (r,0) = > frle)ua(r,0)

A€A

Us(r,0) = Z Ia(e)Un(r,0)

\N— A
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ol A sera un ensemble totalement ordonné (dans notre cas une partie de N x Z) et (f\)aeca
une famille de fonctions telle que :

frv(e) =o(fa(e)) désque A< N

Nous nous donnerons alors une famille (\;);eny d’éléments de A pour lesquels nous propose-

rons
Z f)\(a)U)\ et Z fA(s)Z/b\

A<y A<y

comme approximations respectives de u® et U= & o(fx, (¢)) pres.

Etape 2
L’étape suivante consiste, par le biais d’un calcul formel, & chercher des conditions algé-
briques pour que ces développements coincident dans {x € R? | 5(¢) < |x| < 2n(¢)}. Nous
aboutirons & des conditions de raccord qui viennent combler la lacune de conditions aux
limites que nous avons évoqué plus haut.

Etape 3
L’étape suivante consiste & écrire et résoudre des problémes que nous supposerons satisfaits
par les termes u) et U : il s’agira d’équations couplées entre elles via les conditions de
raccord.

Etape 4
A partir de 14 nous aurons obtenu des expressions dont nous n’aurons pas encore prouvé
qu’elles constituent de bonnes approximations des solutions exactes. Ceci sera I’objet de la
derniére étape. Celle-ci est essentielle car si nous échouons & montrer qu’il y a convergence
de ’expressions obtenue vers la solution exacte en un sens satisfaisant, alors tout le travail
précédent aura été inutile! Nous nous attacherons dans ce rapport & montrer la convergence
pour le champ lointain. Nous chercherons donc & montrer :

ut = Y fale)un =o(fry(e)) quande — 0

A<AN

en norme H! sur un certain domaine.
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3 Le probléme de Neumann homogéne

Dans cette section nous considérerons le probléme décrit précédemment avec g. = 0 dans
H~'/2(99.). On impose donc une condition de Neumann homogéne. La famille de problémes
indéxée par ¢ & laquelle nous nous intéressons dans cette section est donc :

u€ HY(QE)
Au+w?u=—f dans QF

g—% =0 sur O0f).

8—%+TRu:O sur ['gp

3.1 Calcul analytique préliminaire et intuition de I’ansatz

Pour rechercher la forme du développement, nous allons commencer par effectuer un calcul
analytique sur un cas simple. Dans cette sous-section uniquement, nous allons faire les hypothéses
supplémentaires suivantes :

— On suppose qu'il n’y a pas d’obstacle autre que le fil : Dyps = 0

— On choisit un fil cylidrique : D. = D(0,¢)

— On suppose que f est & symeétrie radiale : f(r,0) = f(r)

Rappelons par ailleurs que ’on a supposé au début et une fois pour toute que f est a support
compact et que son support ne contient pas l’origine. Pour résoudre le probléme nous allons
rechercher sa fonction de Green. On cherche donc & résoudre pour des z € R? tels que |z| > ¢ :

AG, +w?*G, =0, dans D(0,R)

Bgf =0 sur 0N,
0G, +TrG,=0 sur TI'p
on

On cherche G, sous la forme : G,(x) = H{" (w|x — z|) + GI(x) ott G2 vérifie le probléme :

AGY +w?Ge =0 dans D(0,R)

oGy 2 (W] —2)) sur o0,
8667;;1 +TRG;1 =0 sur FR
Or il existe une formule dite d’addition pour H : dés que |z| > |x]
“+o0
HP (wlz = x) = HP (z]) Jo(w|x]) +2 > H (w]z])Ju(w]x]) cos(n(0 - 3))
n=1

ot § — (3 est ’angle entre z et x. On en tire que Vx € D(0, R) :

%%me@
Hél)’(ws)

(1)
22: @ﬂ )@@H#NwﬂnwnW—ﬂ>

Gix) =
Et donc par définition :

ah wlz|)Jo' (we)
Hél)’(ws)

HSY (w]x]) 22 (wflzwg)(wg)Hr(Ll)(MxDcosn(@—ﬂ)
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Comme le support de f est compact et ne contient pas l’origine, il existe r1,79 > 0 tels que
Vz € suppf , r1 < |z| < ra. Alors :

ra pr(1)s (1) ’
(. 6) = / Hy " (we) Jo(wp) = Ho (@p) o' (W) 1 10 b

; HY' (we)

1)/(

Or les premiers termes des développements de Hé we) et de Jo'(we) quand & — 0 sont :

HY (we) = 2 %wa In(we) + O(e)

TWE ™

Jo' (we) = —“’75 +o(e)

D’ot l'on tire une esquisse du développement :

" HyV (we)Jo(wp) — Hy (wp)Jo' (we) "

—we 4 0(5) T2
2% 2% : Hél)(wp)f(p) dp

Nous voyons donc que le développement commence par €2 et qu’il va apparaitre dans le déve-
loppement des puissances positives de In(%7). En revanche il ne devrait pas apparaitre de puissance
négative de In(%°) car le terme dominant au dénominateur ci-dessus est polynomial.

3.2 1" étape : Ansatz et travail préliminaire

Dans cette partie nous allons postuler un ansatz et effectuer un travail formel (c’est-a-dire
sans se soucier des problémes liés & l'intervertion des signes lim, [ et °) préliminaire & la troisiéme
étape (recherche des conditions de raccord), successivement pour le champ proche puis pour le
champ lointain. Pour ces deux quantités nous allons donc & chaque fois, dans un premier temps
postuler un ansatz puis écrire les calculs permettant d’intuiter les problémes satisfaits par les
termes du développement ( EDP et conditions aux limites ), puis obtenir des expressions sous
forme de développements suivant les puissances de r et de € commodes pour effectuer les calculs
relatifs au raccord.

Avant tout, nous énonc¢ons deux remarques. Premiérement, lors de cette étape et de ’étape de
raccord, nous étendrons tacitement toutes les quantités par 0 hors de leur domaine de définition.
Par exemple nous allons définir par la suite des quantités (0%)? pour i € Net 0 < k <iet p € Z.
Ceci étant nous pourrons également considérer (6¥)? avec i < 0 dont la valeur sera alors 0. Secon-
dement, lorsque nous effectuerons dans la suite des développements en série de Fourrier, il sera
sous-entendu que ’on se place, suffisament prés de I’origine pour le champ lointain, ou suffisament
loin du fil pour le champ proche. En effet nous allons résoudre les équations de Laplace et Helm-
holtz par séparation de variables. Puisque c’est dans ce contexte qu’apparaissent naturellement les
fonctions de Bessel et de Hankel, nous invitons le lecteur peu familier de ces fonctions spéciales a
se reporter & la derniére partie intitulée 'Résultats utiles’ située & la fin de ce document.

3.2.1 Ansatz du champ lointain

Nous postulons ’ansatz suivant pour le champ lointain :

+oco 1
u®(r,0) = Z Z e In* e ub(r,0)

=0 k=0
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Ce sont les u* que nous appelons les termes du développement. Appliquons maintenant ce postulat
4 I’équation que doit vérifier u® c’est-a-dire ’équation de Helmholtz :

+oo 1
A+t =—f = ZZailnka(Auf +wuky = —f
i=0 k=0
Aud + wud = —f
=
Auf +w?uf =0 pour (i,k) # (0,0)

Nous effectuons de méme ce raisonnement sur la condition aux limites & 'infini :

£
%Ln +Tru® =0 sur I'p

+oo 4 k
. ol
= ZZsllnks ((?—nl +Trul) = —f sur Tg
i=0 k=0
oul

=  an

+Truf =0 sur T V(i,k)€ A

De la méme fagon on obtient une condition de Neumann homogéne pour tous les termes du

développement :
ouk )
=0 surdDys V(i,k)€ A
on
Ainsi V(i,k) € A, uF vérifie 'équation de Helmholtz avec condition d’onde sortante, on en

déduit donc sa ’forme’ au voisinage du point origine.

+oo
wk(ri0) = 3 {Lh(ub) Ty (wr) + L) Vigy(wr) } e (1)

p=—00

3.2.2 Ansatz du champ proche
Nous postulons ’ansatz suivant pour le champ proche :

+oo ¢

Uus(r,0) = ZZsl In*e Uk (r,0)

i=0 k=0

Injectons ce postulat dans ’équation de Helmholtz que vérifie 4¢.Comme suppf N D(o,n(c)) =
(), f n’apparait pas dans cette équation. Nous écrivons cette équation avec les coordonnées du
champ proche X et Y. Nous obtenons :

1
S AU+ WU =0
€

+oo i +oo @
:ZZsilnks AUf—l—ZZE”anka WEUF =0

=0 k=0 i=0 k=0
400 +o00 +oo +oo
=Y > emfeAuf+Y 0 > elfe PUf, =0
k=0 i=k k=0i=k+2
AUF =0

=VkeNS AUF, =0

AUF = —2UF , Vi k+2
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Les équations ci-dessus nous indiquent donc que les termes du champ proche admettent une
structure de solutions d’équations de Laplace emboitées. Par conséquent nous pouvons écrire, au
moins formellement :

. ) ) i
Uf(?‘;@) = Z Z l ‘p‘ —|p|+ + ;J|p|,—|p|+l 1DT‘)T [p|+ e po
p=—0o0 =0
, (2)
+ Z Z LU ) i pla P e
p=—o00 [=0

On obtient par ailleurs de méme que précédemment :

our
on

=0 surdQy V(i,k)e A
3.3 2™¢ étape : Raccord champ proche-champ lointain

Nous allons maintenant traduire le fait que les deux champs doivent coincider dans la couronne
de raccord (qui est rappellons-le {x € R? | n(¢) < |x| < 2n(¢)}). Ainsi :

r
u®(r,0) = Z/{E(g, 0) dés que n(e) <r < 2n(e)
Pour pouvoir exploiter cette égalité nous avons besoin de mettre en forme le membre de droite

U (%,0). Nous effectuons donc un calcul formel sans nous ambarasser des bornes de sommation
(nous y viendrons lors de I’estimation d’erreur). En utilisant () on peut écrire :

Us(2:0) = > e'lfe LUy, pl+ (2 Dyl givd

i,k,p,l
+ Z e'ln”e DUE )Y - |p|+l( )~ Pt et
i,k,p,l
itk 100k N2 TN (T \=lpl+ ipb
+ Y et e UL )= T In()(2) T e
i,k,p,l

E gi=lPl=l ik ¢ l;(Uffl)J|p|7|p|+lr‘p‘+lelpe

i,k,p,l
, 2 ,
+ Z citlpl=l ik o lg(uilil) (Y|p|7,|p|+l + —J‘p‘ﬁ,‘p\ﬂ lnr) plpl+l it
ieopl m
_ Z EH—\p\ llnkJrlE lO(ul l) J\p\ ‘leT—\pH-l eip@
i,k,p,l
. P
1.k k— 3
=Y <'lfe ( Uiy 1p) = ng(ui—\;\))‘]|?|7|pl+lr|p|+lepe
i,k,p,l
_ 9 .
+ 30 e BUE ) (Yot + =T prea Iy ) v
i,k,p,l
2 o
=3 cilnke ( UE ) — ng(Uf_lpl))J‘p‘(wr) ”
i,k,p

+Z e'ln*e l u; ‘p‘) |p|(w7’)eip9

i,k,p
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Maintenant, en partant de (), on peut identifier terme & terme pour chaque i, chaque & et
chaque p :

2
L) — —zg(u.’H )= E}D(uf) pour tout i, k,p
T

i+p| i—[pl
lg(uik—‘p‘) = 52(14-“) pour tout 4, k,p

Ces équations peuvent se réécrire :

2 0/ k-1 )

LUF) = Ly(uf_ )+ ;Ep(uif‘p‘) pour tout 4, k,p

3)
LU ) = Lo(uf) pour tout 4, k,p

En dernier lieu nous pouvons tirer une conséquence des égalités ci-dessus. Dés que |p| > i — k,

Z/Iik_‘p‘ = uf_‘p‘ =0, par conséquent on tire de () :

kY _ R .
L) (uf) =0 dés que |p|>i—k
By _ R .
LUF) =0 dés que |p|>i—k

3.4 3™¢ étape : Ecriture des problémes satisfaits par les termes du dé-
veloppement

Avec les renseignements que nous venons de collecter au cours de ’étude formelle ci-dessus,
nous allons maintenant chercher & caractériser de maniére univoque les termes des développements
des champ proches et lointains. Pour ceci nous allons les définir comme uniques solutions d’une fa-
mille de problémes (liés par des relations de récurrence). Ces problémes doivent étre bien posés. Le
plan de cette partie est donc le suivant. Nous présentons dés le départ ces problémes. Nous allons
ensuite montrer en trois étapes qu’ils sont bien posés. Tout d’abord nous présentons des résul-
tats d’existence et d’unicité. Puis nous montrerons 'unicité des solutions. Enfin nous montrerons
I’existence de ces solutions.

3.4.1 Probléme couplé

Nous allons écrire les problémes satisfaits par les termes du développement. Nous montrerons
ensuite ’existence et 'unicité des solutions de ces problémes. Nous formulons un probléme couplé
satisfait par les termes u” et ¥ du champ lointain et du champ proche respectivement. Rappelons
d’abord que H} (Qr) désigne I'ensemble des v € D'(Qr) tels que pour tout D C Qp ouvert
relativement compact tel que D C Qg (en partculier 0 ¢ D) , vjp € H'(D). Par ailleurs, insistons
sur le fait que dans ce probléme les termes u® et U5 pour i’ <i, k' € {k—1,k} et (i',k') # (i, k)
sont considérés comme des données (on suppose 1-’7/ = 0désque (i, k") ¢ A). Le probléme s’énonce
comme suit :
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Trouver (u¥,UF) € HL (Qr) x HL (Qn) tels que :
Auf +w?uk =0 dans Qg

k
Ui 0 sur Nr\Tr

on

sur I'p

Z E |p| (.U’I’)eipg S Hl(QR)

Ip|<i—k

AUF = —w2UF , dans Qy

ouk

e = sur 02 v
i—k 2
lim U (r,0) — + —Jp— Inr)r=Ipl+ieipd
Jim | > D Yipl,—tpl+1 + —Jipl,~lpl+2107)
=0 |p|<i—k
i—k
p|+1 ipd _
=D > LU e g0 = 0
1=0 |p|<i—k

Eg(“f) = lo(uk |p|)

Vip| <i—
1(7/k 1 2,0
lp(ul) E ( 71— ‘p‘) E ( 7,—|p|)

1l s’agit d’un probléme couplé via la derniére accolade qui rend compte des conditions de raccord.
Nous allons maintenant démontrer que le probléme ci-dessus admet une unique solution. Nous
pourrions comme précédemment renvoyer le lecteur & [I2] mais dans un souci de pédagogie nous
exposons ces preuves. Ceci constituera par ailleurs une occasion de présenter la maniére explicite
dont sont obtenues les solutions.

3.4.2 Reésultats d’existence et d’unicité

On commence par énoncer des résultats d’existence et d’unicité pour des problémes relatifs au
champ lointain. On pourra facilement obtenir la preuve de ces résultats en adaptant les démons-

trations de [12] p.200-201 . Etant donné une famille (b;);cz presque nulle de nombres complexes,
+oo

notons s = Z bpYp|(wr)e™®”. On peut énoncer le résultat :

p=—00

Théoreme 3.1 Le probléme :
u € Hlloc(QR)

Au+w?u=0 dans Qg

U —0 sur ONr\Tg

a—%—l—TRu:O sur I'g

u—s¢€ HY(QR)

admet une unique solution
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Nous pouvons également établir ce type de résultat pour le champ proche, mais le cadre

dans lequel nous allons nous placer est un peu plus général. Etant donné f € L? (Qn) et Up
satisfaisant :

Ur € HL (Qn \ D(0,1))

AUF = —f dans QN \E((L 1)
nous admettrons le résultat suivant (c.f [I2] p.202-208 dont on adapte facilement la preuve) :

Théoreme 3.2 Sous la condition :

2
/ w—F(l,G)d9+/ f=0
0 or QnND(o,1)

Trowver U € H} .(Qn) tel que

le probléme :

AU =—f dansQy

‘g—%:() sur oy
lim ||U —UFpllo,c0 =0
r—-4o0

admet une unique solution. De plus, si U est cette solution, alors :
2 —lp| i
U-Up= Z lg(u —UF)(Y\p\,—\p\ + ;le|7—|p| lnr)r Pleiv?
lp|>1
dans H} (Qn \ D(0,1)) et dans WH=1(Qn \ D(0,1))
En notant :

v

W\ DO,1) = {V € D@ \DO,L) | s

€ L*(Qn \ D(0,1)) et VVe L*(Qnx\D(0,1))}

3.4.3 Unicité

Nous allons maintenant démontrer que le probléme présenté au début de cette partie admet
au plus une solution. Considérons (u, ) différence de deux solutions du probléme couplé ci-dessus.
Alors U € H] (Qn) et vérifie :

AU =0 dansQy

% =0 surdQy

. 2 o
im ([ U(r,0) = > L) (Yipl—jpl + =il —ppy )7 e

r——400 -
lp|<i—k
_ 1 |p| ,ip0 _
2 : Ly @U) T ipi e 6,00 = 0
Ip|<i—Fk

Grace aux conditions de couplage Vp € Z\ {0} , I}(U) = 0 et par ailleurs lir}ra r~IPl = 0. Donc

U vérifie plus précisément :

AU =0 dansQy

g—% =0 surdfQy
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D’aprés le théoréme 2.2, avec Up = 1(U) (Yo,0 + 2Jo,0In7) + 1§(U) oo

2 2 ol
Ur,0) = 1) (Yoo + —Joonr) + @) Joo + Y It =Up) (Vg —jp) + = Jjp| -y Inr)rPle??

[p|>1

Et puisque la convergence a lieu dans H! (Q2n\D(0,1)) et qued € C°°(Qn\D(0,1)) par régularité
elliptique, alors :
2T 2m
ou 0
—(r,0)do
0 67‘ (T7 )

En exploitant maintenant 1’équation de Laplace que satisfait I/ :

1
= — 0)df = 413(U).-
5y |, w0y =4

2m ou 0
0= AU= | ZE(1,0)d0 = 0 = 45U)
QnND(0,1) 0o Or
Maintenant grace aux conditions de couplage on en tire £3(u) = I3(U) = 0. Or u vérifie :
Au+w?u=0 dans Qp
g—;fb =0 sur 9NQr\Tr

g—%—l—TRu:O sur ['gp

u— Z Eg(uf)iﬂm(wr)eipe € H'(Qg)

Ip|<i—k
Grace aux conditions de couplage on en tire :

Ly(u)=0 Vp|<i—k
Donc u vérifie plus précisément :
Au+w?u=0 dans Qg
g—% =0 sur 6QR\FR

g—%—i—TRu:O sur I'p

u e Hl(QR)

dont I'unique solution est u = 0. En reportant dans les conditions de couplage (rappelons que
(u,U) est une différence de solutions du probléme couplé), on obtient :

) = Lh(u) =0

On en tire finalement :
AU =0 dansQp

‘g—% =0 surdQy

i [ U(r0) e =0

dont 1’unique solution est &/ = 0 d’aprés le théoréme 2.2, d’ou1 le résultat.
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3.4.4 Existence

Nous avons montré 'unicité de la solution, nous allons maintenant montrer son existence
en la construisant presque explicitement. Plus exactement nous allons nous ramener aux solutions
de problémes plus élémentaires, et nous construirons la solution du probléme couplé comme une
combinaison linéaire de ces fonctions plus simples. Présentons maintenant ces problémes plus
simples. Il y en a deux familles : 'une est en rapport avec le champ lointain et ’autre avec le
champ proche. Nous admettrons ’existence et 'unicité de la solution de ces problémes, la preuve
pouvant facilement étre adaptée de [12] p.209-213 , néanmoins nous effectuerons une démonstration
d’existence-unicité dans un but pédagogique.

Problémes simplifiés pour le champ lointain
Etant donné p € Z, nous noterons v, I'unique fonction satisfaisant :

vy € HL (QR) tel que

Av, +w?v, =0 dans Qp

aup
an

=0 sur 6QR\FR

ov
p —
on —I—TRvp =0 sur FR

vp — Yy (wr)e'? € H' (QR)

Nous avons :
VgqeZ Lg(vp) =07

. . N . . A 1
En revanche pour ¢ € Z , nous ne pouvons rien dire & priori & propos de £, (vp).

Problémes simplifiés pour le champ proche
Etant donné p € Z \ {0}, Nous noterons V, I'unique fonction satisfaisant :

V, € HL () tel que
AV, =0 dansQy

oV,

=0 surdQy

. »
A ([ Vp(r,6) — Tt ipl™7'e" 19,00 = 0

Nous avons :

Vg e Z\ {0} 1i(V,) =06 et 15(V,) =0

En revanche pour ¢ € Z \ {0} , nous ne pouvons rien dire & priori & propos de 19(V,).
Montrons lexistence et I'unicité de la solution de ce probléme. On prend
Ur = le|7|p|(,’,|p| + L)ewg, f=0. Alors :

rlpl

a 1 in0 1 ind
By (Tillp (17 4 0)e™) =0 et Ay p (77! + —)e™?) = 0
On obtient que Ur et f remplissent les conditions d’application du théoréme 2.2, d’ou en appliquant
celui-ci ’existence et I'unicité de la solution.

Pour résoudre la partie du probléme couplé relative au champ proche nous aurons également
recours & UF I'unique fonction (nous admettrons son existence et son unicité en nous référant a
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[12] p.210) satisfaisant :
gzk € loc(QN)
AUF = —2UF ,  dans Qy

aL{

=0 surdQy
lim ||U*(r, 9)—10(uk)(Y00+ Joolnr)

r——400
— lO + EJ ln,r.),r.—|p|+leip0
Ui l Yip|,—p|+ 70 lpl=lpl+
l 1 [p|<i—k

1 _ipO
- § L D LUED) T ppar™H e .00 = 0

I=1 |p|<i—k

Construction de la solution On cherche la solution du probléme couplé sous la forme :

Rappelons les conditions de couplage :
Eg(ui) = lo(uk |p|)

k—1
lzl)(uzk) Ll( 7,—|p|) %Eg(uz_‘p‘)

On en tire pour tout p # 0 tel que |p| <i—k :

11—

ﬁg(ui) =ap =1, (U |p|)

BUE) = ap = Lh(ub ) + 2L9(u L)

i—|p|

Par ailleurs :
L5(uf) = ao
dot ag = I13(U})
) = 1)
On a enfin :
L(ul) = aolb(vo) + D UL ,)L(vp)
0<|p|<i—k

lo(Uf) =

d’ou finalement :

a0 = UL (wo) + D IUE )L () + EO( )

0<|p|<i—k
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On résume cette recherche par :

ub = 19U o + Z UL v

0<|p|<i—k
~ 2 _
Ul = (B@DLH o)+ D0 U, Lh(vp) + = LB wE ™)) Vo
0<\p\<;k
k k-1 7k
+ Z (C;(ui_m) + ;Eg(ui_m))vp +U;

0<|p|<i—Fk

Notre recherche nous a mené a une expression explicite et c’est maintenant un simple exercice
de calcul de vérifier que ces expressions sont bien solutions du probléme couplé.

Expression de u!

Lors de I’écriture du probléme couplé satisfait par les termes du développement nous avons
obtenu une expression explicite pour u¥. En particulier on a u! = IJ(U)vy pour i > 1. Or le
probléme satisfait par U! est :

Trouver U € H} (Qy) tel que

AU =0 dansQp

al _ sur 0§) v

on

. 2
lim ||U(r,0) — g (U) (Yo, + ;Jo,o Inr)|lg,ec =0

r——400

Comme 0 est solution de ce probléme qui est bien posé, U! = 0 et donc u? = 0 dés que i > 1.

3.5 4™¢ étape : Estimation d’erreur

Cette étape constitue la validation du travail qui a été effectué jusqu’a présent. Nous devons
montrer que l’expression que nous avons obtenue dans I’étape précédente converge vers les solutions
exactes des problémes P.. Plus éxactement (nous ne nous intéressons qu’au champ lointain) nous
allons montrer que pour tout N € N et pour tout R’ €]0, R| :

N i
uS—ZZEilnks uf =o(e?) dans H'(Qr\D(0,R))
=0 k=0

1l s’agit 1a d’une estimation locale en dehors du fil, mais pour I’établir nous allons passer par une
approximation globale. Ainsi l'estimation d’erreur va se dérouler en trois temps : un résultat de
stabilité, un résultat de convergence globale et un résultat de convergence locale pour le champ
lointain. Le but de cette estimation d’erreur est le lemme

3.5.1 Position du probléme

Commengons par rappeler les problémes (P.) dont nous avons posé que les u® étaient les
uniques solutions :
Trouver u € HY(QF)  tel que

Au+w?u=—f dans QF

g—% =0 sur 0N,

g—%—l—TRu:O sur ['p
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Soit A° : HY(QF) — HY(QE) continu tel que Yu,v € H*(QF) :

(Asu; ’U>H1 (Qf) = /

(Vu - VT — w?u.s) + / vTru
QF

'r

ou nous rappelons que T désigne un opérateur de Dirichlet-to-Neumann. Soit également L¢ €
HY(QF) tel que Vo € HY(QF) :
<LE;U>H1(Q§) = / —fﬁ
QF

Donc par définition de u® nous avons I’égalité : A°u® = L°. Nous voulons effectuer une estimation
globale, c’est-a-dire approcher u® pour la norme || | z1(qr), mais nous avons & notre disposition
deux approximations différentes (champ lointain et champ proche) qui “vivent” dans deux zones
différentes strictement incluses dans QZ. Pour effectuer cette approximation globale nous allons
donc former une nouvelle quantité qui sera en quelque sorte une interpolation entre le champ
proche et le champ lointain. Nous introduisons dans ce but une fonction de troncature radiale
X : Ry —[0,1] de classe C* tel que :

Nous définissons maintenant la quantité destinée a fournir ’approximation globale :

N 7
i 0) = (1= x(5) DY 'ln’e Uf(Z.6)
1=0 k=0
N i
=0

+x(5) DY b e uf(r,0)

i=0 k=0
En revenant aux notations introduites plus haut, on a trés simplement :
A (u® —ufy) = L — A%uyy
Nous voulons montrer qu’il existe une constante C indépendante de ¢ telle que
[u® = U [l om) < ClIA%(u® —uy)mrom)
3.5.2 Résultat de stabilité
Nous allons montrer le résultat un peu plus général suivant :

Lemme 3.1 1] existe une constante C>0 tel que :
Ve >0, Yo e H'(QE), |[v] g or) < CllA | g (an)

Démonstration :
Procédons par I’absurde et supposons I’existence d’une suite (£,,) €]0, +-o00o[" tel que pour tout
n € N il existe v, € H(QF ) tel que [[vn||gior ) =1 et liEIrl | A" vy || g1 (e y = 0. Nous allons
€n n——4oo en
) =0
(n)

ce qui conduira & une contradiction. Dans cette démonstration nous aurons recours i ’espace

montrer en deux étapes qu’il existe une suite extraite (vy(,)) telle que liril Vgl 1 (27
n—-+o0o ¢

Ho(D(0,R)) = {w € H'(D(0,R))| 36 >0 t.q w(z) = 0dés que|z| <&}
et au résultat technique dont il est question dans l’annexe.

17¢ étape : On montre que Yn € N, jgzloo 106l L2\ Do, 1)) =0
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On note Vn € N, C,, = Qx \ D(0, 1) en supposant quitte & extraire une sous-suite que &, <
%. On va définir par récurrence une famille (¢,)nen de fonctions de N dans N. Pour n > 1,
lonlla(c,) < 1 donc il existe 1 : N — N strictement croissante telle que (v,,(n))nen converge
faiblement dans H'(C1) et fortement dans L2(C;) vers une méme limite v € H*(C;). Pour n > 2
s 1y (myll 1 (cy) < 1 donc il existe @2 : N — N strictement croissante telle que vy, o4, (2) €st bien
définie dans C3 et (vy, 00, (n))n>2 converge faiblement dans H'(Cs) et fortement dans L?(C) vers

une méme limite w € H'(Cy). Montrons que v = w sur C. Soit 1 € D(C;). On peut prolonger 1)

par 0 dans Cs \ C;. Alors :
/ Vgrops(m) ¥ = / Vy1002(n)¥
Cz Cl

Par passage 4 la limite faible on obtient :

Joro= J

On en tire que w = v dans C;. De la méme maniére que ’on a déduit 5 de ¢ on peut construire
n, par récurrence 3 partir de ¢, 1 et, on peut démontrer de la méme facon que précédemment
que la limite obtenu & I’étape n est un prolongement & C,, de la limite obtenu & ’étape n-1. On
définit finalement :

¢: N — N
no p1opso...0py(n)

Supposons par ailleurs quitte & extraire une sous-suite que que pour tout n € N, vy, est bien
définie dans C,,.

Bilan : On a obtenu un v € H (Qr) tel que pour tout n € N, (vg(j))j=n converge faiblement
dans H'(C,) et fortement dans L?(C,,) vers v.

Prenons maintenant la famille (I,)nen € (L*(D(0, R)))2 définie par :

ln = Vg, dans QF

€¢(n)

l,=0 dans D(0,R)\QF

E¢(n)
Pour tout n € N, ||| z2(p(0,r)) < 1 on peut donc extraire de (I,,)nen Une sous-suite qui converge

faiblement dans (L?(D(0, R)))2 vers une limite notée . Soit 1 € (D(Q R))Q. On peut prolonger v
par 0 en {0}. Comme il existe n tel que ¢ = 0 dans D(0, 2),on obtient alors :

/ w'lg:/ Y- Vg Vizn
D(0,R) D(0,R)

Par passage a la limite dans cette égalité il vient :

/ Wl = / ¥ Vo
D(0,R) D(0,R)

On en tire que [ = Vv et donc Vv € (L2(QR))2.

Soit maintenant une famille de fonctions de troncature radiales p, : R — [0,1] de classe C*°
et telles que :

pn(r)=0 si r<i
pn(r)=1 si r>2

Alors on a l'inégalité :

2 : 2 2
0 = lim 0 . < . <1
/QR n|v| J 1’ OO/£2R n|v¢(])| = ||v¢(3)||L2(Q§d>(j)) h
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En passant a la limite selon n, par convegence monotone on en tire que v € L?(Qr)

Bilan : On a obtenu que v € L?(Qg) et Vv € (LQ(QR))Q, et avec la densité de Hi,(D(0, R))
dans H'(D(0, R)) on en déduit que v € H'(D(0, R)).

Soit maintenant v € H},(D(0, R)). On a :
/ (Vg - Vb — wvgj)-1) +/ U TRU(j) =< AW vyj),¥ > pour j assez grand
QR FR

Par passage a la limite faible dans ’égalité ci-dessus nous obtenons (le membre de droite tendant

vers 0) :
/ / (Vv -V — w?v.ah) + YTro =0
QR QR FR

Comme ceci est vrai pour v € Hi,(D(0,R)) arbitraire et que Hg,(D(0,R)) est dense dans
HY(D(0, R)), il vient que cette égalité est vrai pour ¢» € H'(D(0,R)) et on obtient que v vé-
rifie :

v e HY(D(0,R))

Av+w?v=0 dans D(0,R)

g—%-}-TR’U:O sur I'gr

Or I'unique solution de ce probléme est 0 donc v = 0.
Conclusion intermédiaire : On a obtenu que Vn € N | ‘liI_El llveyllLzc,y =0
J—T oo
2m¢ étape : On montre que V6 > 0 , il existe a > 0 tel que Vn € N, |lvn|l 1208 AD(0,a)) < 0

Etant donné un a €]e, R[ fixé , supposons d’abord que w € C*°(QF N D(0,a)), alors :

¢ ow

w(r,0) = w(a,d) — Ee

—(t,0)dt pour eT(f) <r<a

(07 < 2(Jula 0 +1 [ GE .0t
r T
|/ Zw(t 6)dt|? g/ @./ |a—w(t,9)|2tdt
(2) / 19 1, 0) e
27 27 a
2 p— —_
/ / (r,0)|"rdr ||w||L2(F )+ 2. / / In( T)/T " | 5 (t 0)|*tdtrdrdo
2

allwl|Zsp,) +2./ Tln / / 9L (¢, 0)2tdtdo

2 2 2
||w||L2(Q§mD(0,a)) < a-”w”m(ra) + %'va”m(szng(o,a))

Bilan : Par densité de C>°(Q£ N D(0,a)) dans H*(Qf N D(0,a)) on en déduit que
2
VneN, ”UnH%?(QfﬁD(O,a)) S a'””ﬂ”%%ra) +
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Soit maintenant w € C*(Qr \ D(0,a)).
ow
w(a,0) =w(R,0)— / 5 —(t,0)dt

R
lw(a,0)]?.a < 2alw(R,H)|? +2a|/ g—w(t79)dt|2
. Or
R

< 2alw(R, 0)]? + 2aR/ |g—w(t79)|2dt
T

a

< 2R|w(R, e)|2+2R/ |— (t,0)[*tdt

2m
/0 |w(a,0)[*.adf = ||w||%2(1“a) 2||w||L2 rr) T 2R||vw||2L2(QR\D(O,a))

Bilan : A nouveau par densité de C*°(Qg \ D(0,a)) dans H' (25 \ D(0,a)) on en déduit que
Vn € N, ”U”H%Q(Fa) < 2C + 2R ou C est constante indépendante de ¢ liée & la continuité de
I’application trace sur le bord I'p

Conclusion intermédiaire En assemblant les deux inégalités ci-dessus on obtient que Vn €
2
||vn|\L2 (QEAD(0,a)) S < 2a(C + R) + % et comme le second membre de cette inégalité est indé-
pendant de € on obtient le résultat voulu.

3me &tape : On montre que jlirfoo ||v¢(j)||L2(Q§¢(j)) =0 puis jiigxgoo ||Vv¢(j)||L2(Q§¢(j y=0

Soit 0 > 0. Il existe a > 0 tel que Vj € N, [lvg(;) |20 4, D(0.0)) < §. Soit n suffisament grand
o ’

pour que + < a. Alors il existe ns € N tel que Vj > ns , llvg(iyll2(c,,y < d. Donc finalement pour
tout j > ns :

lvshllzzier ) < llvgllzzer b1y + e llec,) < 26
b (4) €o(5) "

D ¢ i ; = 0.
onc . mn, lvg ) ||L2(95¢(j) )

Nous passons maintenant & la convergence du gradient. On montre (c.f [I2] p.277) que :

%e{ ETRw} >0
I'r

et alors on obtient I'inégalité :
||VU¢(J’)”%2(Q§¢(D) < Ref fFR wTrw} + ||v”¢(i)”%2(sz§¢(j))
W2||’l)¢(j)”%2(525¢(.)) + %6{ < A5¢(j)v¢(j)7v¢(j) > }
J

Comme le membre de droite tend vers 0 on obtient la conclusion finale.

3.5.3 Résultat de convergence globale

Nous allons maintenant montrer le résultat d’estimation globale. Celui-ci ne constitue en réalité
qu’un intermédiaire pour démontrer le résultat de convergence locale pour le champ lointain c’est-
a-dire le lemme
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Lemme 3.2 Pour tout N € N il existe une constante C indépendante de ¢ telle que :

~, e N 1 3/2 1
[u® = @l om) < Cl(==)" + 0V ] " (2) 2 (—=)
Miren < ClGg I n(e)
Démonstration :
Pour estimer l'erreur globale, I'inégalité du paragraphe précédent nous raméne & estimer
[ A®(u® — uSy)|| g2 (or)- Pour ce faire nous partons de I'égalité :

(Afuyy — L7 U>H1(95)

A% (u® — )|l g1 omy = sup
vEH(QF) ||v||H1(95)

Etant donné v € HY(QF) :

(A% — L%30) g qry = — /QR (AT + w?usy + f)D
Uy -
TrUS )T
+‘/FR( 871 + RUN)U
€
Pour ¢ assez petit on a d’une part Bg—nN + Trufy = 0 et d’autre part, comme & nouveau pour &
assez petit on a f(x) = x(n‘é‘))f(x), on calcule :
—/ (AT + WPy + f)o = —/ (Auo—l—wQuo—i-f)x(ﬁ)ﬁ
QR QR n(e)
N i Ix
- e'ln” e / Au¥ + W ul) (=T
;kz:% QR ( ) n(e)
N i
—ZZallnka [
i=0 k=0 |
2 U (LY vk (x) — u* ()
5 ., TXGry) - Tk~ )
x| k kX \\—
Ax (1) (uF (x) — UF(Z
s [ AR b (2))
x| 1 kX 27 7k -
+ [ (1= () (S AUF D) + U ()
L0 X AU+ s )
Posons :
N i x
E(x) = ZZEZ In® e (uf(x) —Z/{Zk(—))
i=0 k=0 n(e
Le calcul ci-dessus se simplifie alors en :
~ 2~ = _ 2 x| =
_/95 (AT + WUy —I—f)v =75 /QR VX(W) -VEN(x) D
1 |X| £ =
+re or AX(%) En(x)D
N i |X| x
2 O R IR

Nous allons noter par la suite pour a et b dépendant de ¢ :

1wl Lo qapp = sup {Jw(x)| tq a<|x|<b etzeQl}

lologosy = [ o)
ORAD(O B
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On obtient donc avec les résultats plus haut :

- - _ C
| (AT + Wy + )T < == IVEX I L= nee).2nep- 1Vl L1 o200
QR n(e)

oo . 1
+n2(5) Nz n(e) 201Vl 2 go.2n()0

+C™ Z ZEZ HZ’lk”Lm (10,270 y- [0l L10.2n(e)D
i=N-1k=0

ot C est une constante bien choisie. Nous allons estimer tour & tour [[E5Lo(jn(e).2n(e)D)
IVERN = ne).2n(@)) + € IUFN e o 2227y €8 1Vl 020000 -

e Estimation de [[€5 || L) 2n(e)) €t [IVEX L (1n(e).2000))

Nous allons effectuer un calcul voisin de celui qui fut effectué lors du calcul formel mais en
tenant compte des notions de convergence et des bornes des signes de somme. Tout d’abord,
remaquons que dans le calcul qui va suivre, le seul indice qui occasionne une sommation
infini est p, toutes les autres sommes sont finies. Or nous avons vu que la convergence de
ces séries (sommées sur p) est absolue au sens de la norme H, . (lemmes [ et [[d). Par
conséquent nous pouvons effectuer toutes les intervertiOns de signe ¥ que nous le désirons.
Par ailleurs nous allons étendre le domaine de sommation de certaines sommes. Nous avons :

1 N +o0c0 400 4o |p|+l )

enfeuf(r0) = Z Z Z ZE In* e LU F ), \p\+l( ) e'P?
i=0 k=0 t=—00 k=—o00 |p|=0 =0

N 400 400 oo . 7\p\+l .
> > X Zg”nkglg(uf—z){ﬁm,f\pwﬂrgJ\p\,—\pmlnf}(i) e’
i=—00 k=—00 \p\*O =0 T © c

+oco0 o0 N
=22 > Z T Y e 4 U ) Tyl

|p|=0 =0 i=—00 k=—o00

400 +00 N

7 2 T — 3
+ Z Z Z Z eIt n? EZO(L{l l){Y\p\,—\le"';J\p\,—\p\ﬂlng}r Ipl+1 ,ip0

|p|=0 1=0 t=—00 k=—00

Mz

_|_

+00 400 N=|p|=l 4o
|pl+ ,ip6

=20 D D e LU ) gy e

|p|=01=0 i=—o0c0 k=-—oc0

+oo +oo N+|p|—l +oo 9

E E E E z —Ipl+1 ipd

+ ' In* El u;— |P|){Y|p|’_|p|+l+ ﬂ_J‘p‘)_‘lelnT}T e

|p|=01=0 i=—00 k=-—oc0

+oo  4oo N+|pl—l +4oo

=D D> D fwtepuy \p\) Tipl,—1pl e PH e

|p|=01=2|p| i=—o00 k=—o0

Dans le dernier terme la somme sur [ commence & [ = 2|p|, car on peut remarquer que pour
L<2[pl; Jyp|,~[p+1 = 0
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+0o +oo N=|p|=l +oco

=33 Y X mte {phy,) - ilg(uf T H g e

|p|=01=0 i=—o00 k=—o0
+oo +oo N+|p[=l +oo

1 2 — 3
+ Z Z Z Z € lnkg lg(uf_‘p‘){}/‘p‘ﬂ,‘pm + ;J|p|,—|p|+l 1117‘}7‘ |P|+le po

Ip|=01=0 i=—o00 k=—o0
Nous faisons maintenant intervenir les conditions de raccord que nous rappelons :

Uk

l.Hp\) lo(uk o) = E;(uf)

i—[p|
lo(uk |p|) = ES(U?)

et en injectant ceci dans le calcul ci-dessus :

+oo +oo N—|p|=l +oo

- Z Z Z Z e'ln*e £11)(uf)JIPLIPIHT\p\Hewe

Ip|=0 [=0 =0 k=—oo
+oo +oo N+|pl=l +co

2 — 1 _ipf
+ Z Z Z Z 5 1151 5£0 ){ I, ‘p‘+l+;J‘p‘1,‘p‘+11DT‘}r [p|+ e'P

|p|=01=0 i=0 k=-oc0
+o0 N=|p| 4oo N—i—|p|

- Z Z Z Z chn* ¢ £117(uf)‘]lpl,lpl-klr‘p‘ﬂewe

Ip|=0 i=0 k=—oo I=0
+oo N+|p| +oo N+|p|—i ) )
+3 3 ¥ Z et e L0E iyl —ppiar + = Cplealur P

|p|=0 i=0 k=—oc0 =0

Pour la derniére égalité on s’est rappelé que £ (uf) = L1 (uf) = 0 pour i < 0.

N N—i N— ) .
:ZZ > Z "t e £ (uf) e
= | _Ol_| |
+o0 +oo N+|p|—i 9
0 — L _ipb
+Z y kz Z elnfe L ( ){ Ipl, |p|+l+;J\p\,f\p\+l lnr}r Ip|+l gip
p|=0 1= =—00 =

2
2

i1k 1/, k 1 _iph
e'In"e Ep(ui)J|p|7lr e

gl

~

-
|

B

i
, 2 .
i1k 0/,,k < 1 _ipf
E e'In Eﬁp(ui){Y‘p\,l—i-ﬂ_J‘p‘,llnr}re
k=0 |p|=0l=—|p|
oo N+Ip|l +oo N+lp|—i

2 - i
+Z Z Z Z e'In” EEO( ){Ylplv—lpl-kl"';J\p\,—\p\ﬂlnr}r Ipl+ ,ip0

\p\ 01=N+1k=—0c0 =0

+

Il
=]

3

Etudions le dernier terme de cette derniére égalité. Quelques changements de variable et
intervertions de sommes ainsi que les conditions de raccord et le fait que Jj, _|,/4; = 0 dés
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que ! < |p| montrent que :

+oo N+|p| +oo +oo N+|pl—i
E E E E E etn* e EO ){ It + = J‘p‘llnr} Leird
|p|=01= N+1k——oo\p\ 0 =0
+oo [p|—1 2
i+|p|—1 0 z —Ipl+1 ,ipo
=> > E § € ¥ e £)(ufy ) l){ ol |p|+l+7TJ\p\,—\p\+zlﬂT}T e
Ip|=0 1=0 i=N+1— |p|+lk—7oo
+oo |p|—1
r
= > E : E ;' e U Vi) i (;)
\p\ 0 =0 i=N+1—|p|+l k=—0o0
400 [p|=(N+1—1)

SHUSS St B Vi ()

1=0 k=0 |p|=N+1—1i

—|p|+l
[p|+ oin?

Avec ces calculs, il vient finalement (en considérant le développement du champ lointain) :

N i N—i
ZZsi In* e { Z Ezl)(u lpe(J| |(wr) Z Jipl, lr)

i=0 k=0 IIDI*0 I=Ip|
N—i 9
+ Z EO Zpe( p| (wr) — Z (Y‘p‘)l—i-;ﬁpulnr)rl)
|p|=0 =—|p|
+ Z Lllj (U?)eipebﬁm (W’I’)
Ip|=N+1—i
+o0 |p|—(N+1—1)
r\ —lpl+l ;
+ > Z L Ui) Yip,—pl-+ (g) epe}
[p|=N+1—i

De cette expression et en utilisant les propriétés des fonctions de Bessel, on tire facilement
Iexistence d’'un C' > 0 tel que :

€ 1 1
£ - _ = \N+1 N+1 1 N/~ In(——
IR Lo n(e),2nee)d [(77 E)) +n(e)" I (2) n(n(s))
19850 <O (=)™ 4 (&)™ ¥ () ()
NIILe(]n(e),2n(e)[) 77(5) () - n(e)
. . '3 k
e Estimation de &'||i/; ||L°°(]0,2@[)
Rappellons que le comportement & 'infini de U¥ est donné par :
i—k 5
im0 =Y 0 Y Ly ) (Val—jplt + = Jipl —pja nr) P e
1=0 |p|<i—k
i—k 5
— Z [E;(U,Iiil) + ;Eg(uf:ll)] J‘P‘;‘p‘+lr‘p‘+lelp0ngo =0
=0 |p|<i—k

Une majoration de UF s’obtient en ne gardant que les termes prépondérants & I’infini. Or
nous avons vu que Vi, £9(ut) = 0. On obtient donc :

o1y

k
”uz ||Lm(]012@[) < c

et donc pour i =N —1ou N :
U o2y < Cle)' < C ()N
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e Estimation de ||v||11(0,29()])
En utilisant la p.236 de [12] (trés éxactement en remplassant 7 par 27) on obtient :
2 12, 1
vl 21020 < Cn7(e) ™ (—=) [vllm (ar)
n(e)
e Fin de ’estimation
On finit en regroupant toutes les estimations obtenues précédemment.
| (Aufy — L% ”)Hl(ﬂf) | €

_€ \Nt1 o) V+L an n3/2i
SO ™ e ) ¥ () (o)

HU||H1(Q§)

et on en tire le résultat d’estimation globale.

3.5.4 Convergence locale pour le champ lointain

Nous allons montrer maintenant le résultat suivant, qui valide ’expression obtenue pendant
les étapes précédentes pour le développement du champ lointain.

Lemme 3.3 Pour tout N € N et pour tout R’ €]0, R|, il existe une constante C indépendante de

e tel que :
- 1
|u® — u?\f”Hl(QR\B(O,R’)) <CeNtt 1nN(g)

Démonstration :
On choisit 7 tel que :
n(e) =¢'/?

our un N fixé, on choisit m tel que 4= = N + 2. On considére que ¢ est assez petit pour que
p N fixé hoisit m tel mH = N+2.0 ide t tit
1
eln®?(Z) < 1 et que e < R'. D’aprés le lemme B2 :
5
1
- ~ N N
1 = @l @\ B0,y < 16 = Tl ) < C ™ (2)

pour un C indépendant de . Par ailleurs, comme nous allons le démontrer plus loin u¢ = 0 pour
tout ¢ > 0 d’ou :

m 1—1

; 1
~ ~ i1,k k
|‘U§V_uf71||H1(QR\5(O,R')) < E E e'ln (g)”uiHHl(QR\ﬁ(QR/))
i=N+1k=0

1
< CeNH IV (2)
5

4 nouveau pour un C indépendant de £. On en déduit finalement le résultat par inégalité triangu-

laire.
O
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4 Le probléme de Dirichlet homogéne

Nous allons maintenant chercher & résoudre le méme probléme qu’auparavant mais cette fois
nous allons imposer une condition aux limites de Dirichlet homogéne. Le cas non-homogéne se trai-
terait de maniére analogue, en adaptant les techniques utilisées. Cependant, alors que nous avions
profité de travaux déja effectués (ansatz était tout désigné) cette fois-ci une phase préliminaire
de calculs analytiques va nous indiquer que I’ansatz & choisir est légérement différent.

Dans cette section nous considérons la famille de problémes indéxée par ¢ suivante :

u € HY(QE)
Au+w?u=—f dans QF

u=0 sur 0N,

g—%—l—TRu:O sur ['gp

Présentons dés maintenant la forme du développement de u® que nous allons obtenir, en nous
limitant au premier terme non nul :

Ou u est la solution du probléme sans fil, vy est la solution d’un probléme simple indépendant de
€ présenté dans le lemme et Cy dépend de la géométrie du fil et des obstacles. La convergence
de ce développement vers la solution exacte sera établie avec le lemme EH] .

4.1 Calcul analytique préliminaire et intuition de ’ansatz

Nous avons vu que les calculs analytiques, lorsqu’ils sont possibles, peuvent permettre de
présentir des résultats établis rigoureusement. Rappelons les hypothéses simplificatrices commodes
pour le calcul analytique :

— On suppose qu'’il n’y a pas d’obstacle autre que le fil : Doy, = 0

— On choisit un fil cylidrique : D, = D(0,¢)

— On suppose que f est & symétrie radiale : f(r,6) = f(r)

Pour résoudre le probléme nous allons rechercher sa fonction de Green. On cherche donc & résoudre
pour des z € R? tels que |z| > ¢ :

AG, +w?*G, =0, dans D(0,R)
G,=0 sur 0N,

0Gy,
on

+TRGZ =0 sur FR

On cherche G, sous la forme : G,(x) = H{" (w|x — z|) + GI(x) ott G2 vérifie le probléme :
AGY + WG =0 dans D(0,R)
Gi()=—HM(w|-—z|) sur 0.

0G ,a
on

+ TRGZ =0 sur PR
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D’aprés la formule d’addition pour H0 : dés que |z| > |x]

“+oo
HY (wlz —x]) = HY (wlal) Jowlx) +2 > HO (wlz]) T (w]x]) cos(n(d — )

n=1

ou 0 — (3 est 'angle entre z et x. On en tire que ¥x € D(0, R) :

Y (wlz)) Jo(we) . X 1Y wlzl we) a1
0 Hél)(wgo) —9 Z ) HY (w]x|) cosn(f — B)

Et donc par définition :

Gi(x) = -

H, Ji HY(
Galx) = HY' (o))~ 0;$&§w>1)||2g; L HD el cosni0—)

Comme le support de f est compact et ne contient pas 'origine, il existe r1,72 > 0 tels que
Vz € suppf , r1 < |z| < ro. Alors :

. "2 B\ (we) Jo(wp) — HSY (wp)Jo(we)
)= [ e P H e

Or les premiers termes des développements de Hél)(ws) et de Jo(we) quand € — 0 sont :
Hy(we) = 2 (%) + (14 22) + ofe)

Jo(we) =1+ o0(e)

D’ou l'on tire une esquisse du développement :

2 g (we)Jo(wp) — HEY (wp)Jo(we) "
1 ; : Hél)(wg(; : f(p) dp :/7‘1 JO(wp)f(p)dp

1+O(€) " (Uw
CZm(E) + (14 ) 4 o) / Ho(we)fle)dp

Nous voyons donc qu'il va apparaitre dans le développement des puissances de 1/In(%Z). Par
conséquent le nouvel ansatz que nous allons utiliser inclura les puissances négatives du logarlthme.

4.2 1" étape : Ansatz

Aprés ce petit détour par le calcul analytique d’un cas simple et la lecture de [§] chap. 3, ou
le cas non pas de I’équation de Helmholtz mais de ’équation de Laplace est éxaminé, nous allons
maintenant définir notre ansatz. Celui-ci est lié & la géométrie via une certaine constante. C’est
de cette constante dont il est question dans la thése de [5], au chapitre 1 de son étude des modéles
filaires. Nous introduisons cette constante via les lemmes suivants qui se trouveront démontrés
dans une section ultérieure grace aux théoréme Bl et au lemme B3 :

Lemme 4.1 I eziste un unique o € C et un unique Vo € HL .(Qn) tels que :

AVy =0 dansQy

Vo=0 surdQy

2
m [ Vo(r;0) — (Yo,0 + ;Jo,olr”“) = affg,00 =0
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Lemme 4.2 Il eziste un unique vo € H} (Qr) satisfaisant :
Avg +w?vyg =0 dans Qg
vo=0 sur 9Qr\Tr

‘%0 +Trvo=0 sur Ip

vo — Yo(wr) € HY(QR)
Définissons maintenant la constante dont il était question plus haut :

N =2 (BV0) - Lh(w))

Nous choisissons suite aux remarques plus haut les fonctions de jauge suivantes :

NBE 0<iet 0<k<i+1l et Ae)=Ilne— X

4.2.1 Ansatz du champ lointain
Nous postulons ’ansatz suivant pour le champ lointain :

+o0 i+1

ZZA- Er:0)

i=0 k=0
Nous injectons maintenant cet ansatz dans ’équation de Helmholtz :

“+o0o i+1 ;
A+t =—f = ZZ )\ AU?"'WQUQC) =—f

i=0 k=0

d’ou ’on tire que chaque terme satisfait une équation de Helmholtz :

Aud + wud = —f

Auf +w?uf =0 pour i>0ou k>0

Nous obtenons également que tous les termes du champ lointain satifont une condition de
Dirichlet homogeéne ailleurs que sur la section du fil et que ces termes satisfont une condition
d’onde sortante :

uf =0 sur 0D, et uf sortante V i,k

On peut également ici appliquer les résultats sur la séparation de variables qui fournissent :

+oo

ab(ri6) = 37 {L3 ) o) + L3V r) | @

p=—00

4.2.2 Ansatz du champ proche
Nous postulons ’ansatz suivant pour le champ proche :

+oo i+1

ZZA‘ (2 0)

i=0 k=0
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Comme précédemment nous injectons ce postulat dans ’équation de Helmholtz vérifée par U=.
Comme 0 ¢ suppf & nouveau f n’apparait pas dans cette équation.

1
— AU+ WU =0
9

+o00 i+1 ; 400 i4+1 .
ZZ)\ +ZZ)\ F=0
=0 k=0 i=0 k=0

AUF =0

= VkeN { AUF=0
AUF = —w?UF 5, Vizk+1

avec la convention UF = 0 dés que k < Max(i — 1,0) ou i < 0. On peut donc conclure que les
termes du développement admettent une structure de solutions d’équations de Laplace emboitées.
On écrit & nouveau :

+oco  i+1

2 - i
Uﬁ(?‘;@) = Z Z l ‘p‘ —|p|+ + ;J|p|,—|p|+l 1DT‘)T [p|+1 6;00
p=—00 =0
+oo i+l (5)
D D U )T P e
p=—o00 [=0

4.3 2°7"¢ étape : Raccord champ proche-champ lointain

Nous allons maintenant traduire le fait que les deux champs doivent coincider dans la couronne
de raccord (qui est rappellons-le {x € R? | n(e) < |x| < 2n(¢)}). Ainsi :

u®(r,0) = L{E(g, 0) dés quen(e) < r < 2n(e)

Pour pouvoir exploiter cette égalité nous avons besoin de mettre en forme le membre de droite
U(%,0). Nous effectuons donc un calcul formel sans nous ambarasser des bornes de sommation
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(nous y viendrons lors de Pestimation d’erreur). En utilisant (Bl) on peut écrire :

T EZ 7
U(L:0) =y 3 UL ) T ), pl+ (2 D)pl+ gind

k
i, k,p,l (E)
g k [ ipb
+ Z YBL lg(ui—l)y\p\ \p\H( ) [Pt ge
i, k,p,l

£ 077 7k 2 roro o
+ A(e)* lp(uifz)gjlpmpmln(g)(g) Ipl+ yip

i,k,p,l

S Ipl+1 _ipd
- Z W lp(ui*l)‘]\p\,\pm?“ e
i,k,p,l
i+|pl—1 5 |
; — l _ipb
+) EE LUr,) (Y\p\,f\pprﬂr;J|p|7,|p|+l1nr)r lpl+ gip
i,k,p,l
eriel ™! ! gind _ gitlpl—l ) o
-> (e)F—1 (2 ) —Jipl—lpl+1 7 —[pl+ yip Z SoF Xo 15Ul ) = Jipl, -t 7 b+ giv
i,k,p,l i,k,p,l
Ei ) M 1 _ipf
=2 e (5 (L’zﬂp\)—_l ) — ’\0 U \p\))J\p\,\p\+zr'p'+ ¢
1,k,p,l
- LU} Y| 2J 1 —|p|+l ,ipd
! A(e)® » if‘p‘)( Ipl=lpl+1 T il ~[pl+1 DT“)T e
i,k,p,l
gt i
=Y s (B — 21 = 20 ) T o)
i,k,p
e ok ipf
+ A(e)k lp(ui—lpl)y\p\(wr)ep
i,k,p

Maintenant, en partant de (@), on peut identifier terme & terme pour chaque i, chaque k et
chaque p :

LU L) — ZO(Ller';|) )\0 U ) = Ly(uf)  pour tout i,k,p
7k |p|):£2(u§“) pour tout ¢, k,p

Ces équations peuvent se réécrire :

LuF)=cy(uf )+ CO( )—l—)\o E p(u f_|p|) pour tout i, k,p

i—|p| i—|pl|

(k8 ) = L9 (uk) pour tout i, k,p
En dernier lieu nous pouvons tirer une conséquence des égalité ci-dessus. Dés que |p| > i+ 1 —k,
Z/{l.’i‘p‘ = uff‘p‘ = 0, par conséquent on tire de [:

0 k\ N .
Lo(uf)=0  désque |p|>i+1—Fk

kY _ ;s -
LUF)=0 désque |p|>i+1—k

et également puisque U ?—Ipl =0 deés que |p| >i:

—lpl —

LOY(u) =0  deésque |[p|>i

LUY)=0 dés que |[p| >
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4.4 3™ étape : Ecriture des problémes satisfaits par les termes du dé-
veloppement

Nous allons maintenant poser les problémes destinés & caractériser les différents termes du
développement. Comme dans la partie précédente nous allons d’abord présenter ces problémes
puis dans une démarche en trois étapes, nous montrerons qu’ils sont bien posés.

4.4.1 Probléme couplé

Comme dans la section précédente nous passons maintenant aux problémes satisfaits par les
termes du développement. A nouveau il importe de rappeler qu’il s’agit d’un probléme dans lequel
Vinconnu est le couple (u¥;UF) et qui admet pour données les couples (uf;U%") pour i’ < i et
k' e {k—1,k} et (i',k') # (i, k). Le probléme est le suivant :

Trouver (u¥,UF) € HL (Qr) x HL (Qn) tels que :
Au + w? u =0 dans Qg

u¥ =0 sur 90gr\Tgr

3

sur I'p

= D0 Lph)Yp(wr)e™ € ()

Ip|<i—k

AUF = —w?UF , dansQy
UF =0 surdQy

i+1—ki+1—k

2 | )
z —|p|+l ipd
Jim (U 0) = >0 Y LU ) (Yipljplt T =gl )P e
|p|=0 =0
i+1—-ki+1—k
p|+1 ipd _
- E E UE ) T ipl ™ e o060 = 0
pl=0  1=0

_ _ 2
B = L) + 2 L8(ub) + do = £30uE)

2 .
DUF) =Ly(ul )+ ;Eg(u’.”l )+ Xo— EO( l—lpl) pour 0<|p|<i+1-—k

i—|p| i—|p|

L) (uf) = LU ,) pour 0<|p|<i+1-k
Nous démontrons maintenant que ce probléme admet une unique solution.

4.4.2 Reésultat d’existence et d’unicité dans le cas Dirichlet

Pour le champ lointain, nous aurons besoin d’un résultat d’existence et d’unicité dont la dé-

monstration est quasiment identique a celle donné dans [I2] pour le théoréme 11.20 p.200 . Etant
+oo

donné une famille (b;);cz presque nulle de nombres complexes, notons s = Z bpYp (wr)e

p=—00

ipl

On a:



40 Claeys, Haddar et Joly

Théoreme 4.1 Le probléme :

ueHlloc(QR)
Au+w?u=0 dans Qg
u=0 sur 0Qr\Tg

g—%—i-TRu:O sur I'r

u—s€ HY(QR)
admet une unique solution

Pour le champ proche les problémes se présentent de la maniére suivante. On veut trouver
une condition sur un Up € H. (Qn) tel que AUp = 0 et Up & croissance polynomiale (en norme
[Il6,00) & Yinfini pour que le probléme :

Trouver U € H}, () tel que

AU =0 dansQy

U=0 surdQy
|~ =0

admette une unique solution.

Lemme 4.3 Si Up € H} (Qn) tel que AUr = 0, alors il existe un unique o € C et un unique
Ue HL . (Qn) tels que :
AU =0 dansQy

U=0 surdQy
HI_P | U —a—Urllo,0 =0

Démonstration :
Notons

vy
rin(l 4 r)

Wo (@) = {(Yew  H(Qn) | V=0 sur 90y}

Wt Qy) ={v e D' (Qn) | € L*(Qn) et VVeL*(Qn)}

Pour 'unicité supposons que (U1, 1) et (Us, ag) soient deux couples qui conviennent tous les deux.
Alors A(Ul —Uz) =0et lim, 400 ||Z/{1 — Uy — (041 — a2)||97oo =0donc Uy —Us € Wl’_l(QN) et
est solution du probléme suivant :

Trouver Ve W, ()

AU =0 dansQy

Dont 'unique solution est 0 (par exemple c.f [9] théoréme 2.5.14). Pour 'existence, soit x € D(R?)
une fonction de troncature radiale telle que :

x(r)=1 si r<1
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et posons ¢ = —A(xUr) dans Qn (¢ € L*(Qy)). Posons le probléme :

Trouver V€ W, '(Qn) tel que
/ VV-VW = W YW e W, Q)
QN QN

Ce probléme admet une unique solution (c.f [9] théoréme 2.5.14) que nous noterons V. On obtient

par conséquent :
A(VQ — XUF) =0 dans QN

Vo — xUr € WHH(Qy)
Il existe un unique o € C tel que lim || Vo — xUr — &|9,00 = 0. Posons U = Vo + (1 — x)Up. Alors :

U € Hj,.(Qv)
AU =0 dansQy

U=0 surdQy

HI_P | U —a—Urllo,0 =0

4.4.3 Unicité

Considérons (u;U) différence de deux solutions du probléme couplé ci-dessus. Alors grace aux
conditions de couplage, on obtient :

0 . .
Ly(u)=0 Vp|<i+1-k

d’ott ’on tire d’aprés le théoréme BTl que v = 0. En réinjectant ce résultat dans les conditions de
couplage, il vient cette fois :
IoU)=0 et L)U)=0 pour 0<|p|<i+1—k

Comme U satisfait une équation de Laplace avec condition de Dirichlet homogéne, d’aprés le
lemme B3, on en tire que U = 0, d’ou finalement 'unicité.

4.4.4 Existence

Nous passons maintenant 4 ’existence. A nouveau nous allons construire la solution & partir de
fonctions solutions de problémes plus élémentaires, que I’on appelle problémes simplifiés. Nous les
présentons maintenant. L’existence et ’unicité de la solution de ces problémes est une application
directe du théoréme ETl et du lemme

Problémes simplifiés pour le champ lointain
Etant donné p € Z, nous noterons v, I'unique fonction satisfaisant :
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v, € HE (QR) tel que
Av, +w?v, =0 dans Qp
Up = 0 sur 8QR\I‘R

ov
p —_
an + TRUp =0 sur FR

vp — Yy (wr)e?? € HY (QR)

Nous avons :
VqeZ Lg(vp) =07

. . N . PN 1
En revanche pour ¢ € Z , nous ne pouvons rien dire & priori & propos de £, (vp).

Problémes simplifiés pour le champ proche
Etant donné p € Z \ {0}, Nous noterons V, I'unique fonction satisfaisant :

V, € HL .(Qn) etil existe a« € C tel que
AV, =0 dansQy

Vp=0 surdQy

lim ([ Vy(r,0) — J‘p‘ﬁ‘p‘r‘p‘eipe —allg,0 =0

r——400

Nous avons :

Vg e Z\{0} 1i(V,) =064 et I15(V,) =0

En revanche pour ¢ € Z \ {0} , nous ne pouvons rien dire & priori & propos de 19(V,).

Outre les solutions de ces problémes élémentaires, nous aurons également recours & U I’unique
fonction satisfaisant

Ut e H(Qy)
AUF = —2UF , dans Qy

Z/le =0 sur 00y

1+1—-ki+1—k

2 _
Yk —|p|+1 ipb
m | Ui 0) = @) = 3 > b Yipl ol + —Jipl,~fpl+1 107)7 Pttt
I=1 |p|=0
i+1—ki+1—k
= > UE ) T e g0 = 0
I=1 |p|=0

i—k “4oo
2 3
Ue(rs0) =D D U Vgl 1=l ppaa Iy f e
=1 10
i—k i—k
+ lzlJ(uik*l)le|7|p|+lr‘p‘+lelp0
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Cette fonction satisfait Ur € H} (Qn) et AUp = —w?UF ,. Ainsi (Up,UF ,,UF ,,-) forme une
famille finie de solutions des équations de Laplace emboitées & croissance lente. Grace aux lemmes
et [L4 on voit donc que UF satisfait les équations ci-dessus si et seulement si U = UF — Ur

satisfait :
Ue H! (QN)

AU =0 dans Quy

U=-Ur sur Ny

lim |2 — 150 o.0c = 0

Or ce dernier probléme est bien posé.

Construction de la solution du probléme couplé
On cherche cette solution sous la forme :

k_
Uy = E , ApUp
Ip|<i+l—k
E_ Tk
Uy = E apVp +U;
Ip|<i+1—k

Nous allons déterminer les a,, et les o, & partir des conditions de raccord. Tous d’abord pour
le champ lointain, celles-ci nous fournissent directement les coefficients voulus :

ao = LY(uk) = U = L3 (uf ™) = MLy (uf ™)

ap = LY(uf) = zg(uﬁf‘p‘) pour 0<|p|<i+1—k

Ensuite il vient également directement avec les derniéres conditions de raccord :

ap = INUF —UF) = L} (uF

2 2
i—lpl) + ;Eg(ukﬂ )+ )\ogﬁg(uf_lpl) pour 0<|p|<i+1—k

i—|p|
0 =10UF) = L(uf) = ao

On vérifie finalement que les deux fonctions ainsi construites constituent bien une solution de notre
probléme couplé.

4.5 4™¢ étape : Estimation d’erreur

Comme dans le cas d’une condition aux limites de Neumann précédemment éxaminé, nous
terminons et validons cette étude par un travail d’estimation d’erreur. Nous reppasserons par les
méme étapes qu’auparavant. Cette fois en revanche, le résultat de stabilité sera nettement plus
facile & montrer.A nouveau nous allons montrer que pour tout N € N et pour tout R’ €]0, R :

N i
u® — Z e'lnfe uf =o(eV) dans H'(Qr\D(0,R))
i=0

i k=0
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4.5.1 Position du probléme

Commencons par rappeler les problémes (P.) dont nous avons posé que les u® étaient les
uniques solutions :
Trouver u € H}(QF)  tel que
Au+w?u=—f dans QF

u=0 sur 0N,

g—%—l—TRu:O sur ['gp

Soit A : HY(QF) — HL(QE) continu tel que Yu,v € HE(QF) :

g
(A% 0) g om) = /

(Vu - VT — w?u.®) + / vTru
on

'r

ol nous rappelons que Tr désigne un opérateur de Dirichlet-to-Neumann. Soit également L° €
H(QE) tel que Vv € HLH(QE) :
<LE; U>Hé(QR) = / —f.ﬁ
€ Q?

Donc par définition de u® nous avons ’égalité : A°u® = L°. Nous voulons effectuer une estimation
globale, c’est-a-dire approcher u® pour la norme || | g1 (qr), mais nous avons & notre disposition
deux approximations différentes (champ lointain et champ proche) qui “vivent” dans deux zones
différentes strictement incluses dans QZ. Pour effectuer cette approximation globale nous allons
donc former une nouvelle quantité qui sera en quelque sorte une interpolation entre le champ
proche et le champ lointain. Nous introduisons dans ce but une fonction de troncature radiale
X : Ry — [0,1] de classe C* tel que :

Nous définissons maintenant la quantité destinée & fournir "approximation globale :

N i+l
. , € r
A 0) = (1= X)) 203 5t (50)
i=0 k=0
N it
r k
+x(5)D Ok (r,0)
i=0 k=0

En revenant aux notations introduites plus haut, on a trés simplement :
Af(u® —afy) = LF — A%ufy

Nous voulons montrer qu’il existe une constante C indépendante de ¢ telle que
[u =ty |z r) < CllA°(u® — Uyl g om)

4.5.2 Résultat de stabilité

Comme notre opérateur A est un peu différent de celui que nous avons utilisé dans le cas d’une
condition aux limites de Neumann, nous devons établir un nouveau résultat de stabilité. Celui-ci
sera moins difficile & démontrer, car les fonctions que nous considérons vérifient une condition aux
limites de Dirichlet homogéne sur le bord du fil, donc admettent un prolongement simple par 0 &
Pintérieur du fil.
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Lemme 4.4 Il existe une constante C>0 tel que :
Ve >0, Vv e Hy (), vl 2 (m) < Cll A% g3 ar)

Démonstration :
Procédons par I’absurde et supposons l’existence d’une suite (g,) €0, +oo[ telle que pour
tout n € N il existe v, € Hg(QF) tel que lvnllgaery = 1 et lirf A= vy || or y = 0.
€n n—-+o0o €n

Pour tout n, on peut supposer que v, est prolongé par 0 dans D(0,R) \ QF et considérer que
v, € HY(Qg) et alors pour tout n , [vnllzi@r) = 1. On peut done, quitte & en extraire une

sous-suite , supposer que (v,) converge faiblement dans Hg(Qr) et fortement dans L?(Q2g) vers
une méme limite v € H'(Qgr). Soit v € HYy(Qr) N HE (2R). Alors :

(A" vy, 1/J>H1(QR ) = / (V- Vi — w?o,. 1) + VTR
0 en 95 FR
Par passage 4 la limite faible :

0= / (Vv - Vb — w?v.1)) + YTRY
QR

'r

Comme H})(Qr) N H () est dense dans H}(Qr), on en déduit que cette égalité vaut pour tout
Y € Hi(QR) et alors v vérifie :

NS H&(QR)
Av+w?v=0 dans Qp
g—%—i—TRU:O sur I'p

donc v = 0 et alors lirJrrl lvnllz2(r y = 0. On montre maintenant la convergence des gradients.
n—-+o0o €n
En se rappelant que :

Re{ | wTrw} >0
I'r

”vvnHQB(th) < %e{er TnTRUR} + ||vvn||i2(ﬂfh)
< W2||vn|‘%2(ﬂ§n) + %€{< AE"’Un,'Un >Hé(QR)}

Comme le membre de droite tend vers 0, on en tire la convergence forte de (v,) vers 0 dans
H}(QR). Puisque pour tout n , HU"”%(%(QQQ) = 1 on en tire une contradiction.
O

4.5.3 Résultat de convergence globale

Nous allons maintenant montrer le résultat d’estimation globale. Celui-ci ne constitue en réalité
qu’un intermédiaire pour démontrer le résultat de convergence locale pour le champ lointain c’est-
a-dire le lemme L6 .

Lemme 4.5 Pour tout N € N il existe une constante C indépendante de ¢ telle que :

€ 1 1
u® — Ul 2 < O[(— )N 4 @)V NV (2) % (—
o = Tellmyosy < OIS+ @] () W)
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Démonstration :
Pour estimer l'erreur globale, I'inégalité du paragraphe précédent nous raméne & estimer
[ A= (u® — )| g2 or)- Pour ce faire nous partons de I'égalité :

(A%uS — L%;0) 1 on
14w =)l y(om = sup - Ho(8)
O weHb(QR) vl 2 am)

Etant donné v € H} (QF) :
(A%, — L% 0) g omy = — /Q (AT + T + )7
o,
Tru%)v
NE

Pour ¢ assez petit on a d’'une part —* + Tru% = 0 et d’autre part, comme & nouveau pour &

assez petit on a f(x) = x(n‘é‘))f( ), on calcule :

x|
n(e)
1 x|

3

_TE)/QR (Auo—l-w uo)x((—))ﬁ

—/QR (Aﬂ‘?\,—l-uﬂﬂ?v—l-f)ﬁ :—/QR (Auo+w2uo+f)x( )T

|

n
ZN:S ' / k k x|

- (Auf + w?uf ) x(—=)v
i=1 k=0 )\ TI(E)

N i+l [

RN

i=0 k=0
N ]
5 [, TG Tk -t Ky
rity |, S ko0~

+ /95(1 — x(%))(a—iAuf(g) n w2“f(§))5

Posons :
N i+1 i

=2 s e — U )

i=0 k=0 TI(E

Le calcul ci-dessus se simplifie alors en :

—/ (A5 + iy + )7 = - [ V(). Vg (x) T
o

Nous allons noter par la suite pour a et b dépendant de ¢ :

1wl Lo qapp = sup {Jw(x)| tq a<|x|<b etzeQl}

lologos = [ o)
ORAND(A B
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On obtient donc avec les résultats plus haut :
C

| (AT + Wiy + )T < == IVEXI L= nee).2nep -1Vl L1 go,20())
QR n(e)

oo . 1
Tty 1Ex =@ 2ap-Ivlle go.2nep

N i
+C D0 D et WUl e o pn0 -0 20,2010
i=N-—1k=0

ot C est une constante bien choisie. Nous allons estimer tour & tour [[E5Lo(jn(e).2n(e)D)
IVERN = ne).2n(@)) + € IUFN e o 2227y €8 1Vl 020000 -

— Estimation de [|EX L (jy(e),20(e)) €t IVEX Lo (n(e),2n(e))

Nous allons effectuer un calcul voisin de celui qui fut effectué lors du calcul formel mais en
tenant compte des notions de convergence et des bornes des signes de somme. Tout d’abord,
remaquons que dans le calcul qui va suivre, le seul indice qui occasionne une sommation
infini est p, toutes les autres sommes sont finies. Or nous avons vu que la convergence de
ces séries (sommées sur p) est absolue au sens de la norme H, . (lemmes [ et [[d). Par
conséquent nous pouvons effectuer toutes les intervertions de signe ¥ que nous le désirons.
Par ailleurs nous allons étendre le domaine de sommation de certaines sommes. Nous avons :

N gt . N oo  +o0 +o00 i Wl ,
Z )\(s)kui (r;0) = Z Z Z Z UL ) i), \p\H( ) e'’?
i=0 k=0 i=—00 k=—00 |p|=0 [=0
N o0 400 +o00 i

2 Y\ lelH L
22 Z};A 28 - £ (5
i=—00 k=—o00 |p
+o00 o0 N +o00

gi—lpl—
=D IDID I iR R

|p|=0 =0 i=—00 k=—00

_T__
—

>
Il

_|_

400 o0 N +oo +|;D| 9 ,
0 —|p|+1 ipo
DIDIDVD I er i ED{ Yottt + =gl -paa In T pr e
NG T €
|p|=0 =0 i=—00 k=—00
+oo +oo N—|p|-l 4o )
Ipl+ it
=22 > > A Ok, @ 1) i Jpl-i7
|p|=01=0 i=—o0c0 k=-—oc0
+oo +oo N+|p|—l +oo ; 9
—Ipl+1 ipd
+ Z Z Z Z )\ k p z—|p|>{YIPI7—Ip|+l+;J\p\,—\lelnT}T e
|p|=01=0 i=—o00 k=-—oc0
+oo  4oo N+|pl—l +4oo

) Z Z Z Z Ae {lo L{f |117|) +)\Olg(ui]i\p\)}%J\P\ﬁ\leT’_lpIHeiP(’

|p|=01=2|p| i=—o00 k=—o0

Dans le dernier terme la somme sur [ commence & [ = 2|p|, car on peut remarquer que pour
L<2[pl; Jyp|,~[p+1 = 0
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+oo +oo N—|p|=l +oo

=22 2 Xy { Uiip) = lo(“zk o)~ AO QUL )} P

|p|=01=0 i=—o00 k——oo
+oo +oo N+|p[=l +oo

2 - i
+ Z Z Z Z € ln El 7, |p|){Yv|p|,f|p|+l + ;J‘P‘,*\pH’l IHT}T' |p|+l6 o

|p|=01=0 t=—00 k=-—oc0
Nous faisons maintenant intervenir les conditions de raccord que nous rappelons :
1 k o k—1 1,k
k _ k
lo(u \p\) = Lg(“i)
et en injectant ceci dans le calcul ci-dessus :

+oo +oo N—|p|=l +oo

=2 > > X A S Lo Tt e

|p|=01=0 i=0 k=—o0
400 +o0o N+|p|—l 400 ; 9
z —|p|+1 ipd
DIDDY Z A ek Ly ){Y|p|7—|p|+z+WJ|p|,—|p|+z1nT}T e
‘p‘ Ol 0 1=0 k=—
+oo N—=|p| +oo N—i—|p| ;
Ipl+ ipt
=2 > X Z S S il e
|p|=0 =0 k=-—o0 =
+oo N+|p| +oo N'HP\ 4

. 5 ) i
+Z Z Z Z )\ k p ){Ylplv—lpl-kl"';J\p\,—\p\ﬂlnr}r Ipl+ ,ip0

lp|=0 i=0 k=-—o0

Pour la derniére égalité on s’est rappelé que £ (uF) = £} (u¥) = 0 pour i < 0.

P
pl +oo N+|p|—i o 9 _
+ Z /\(g)kﬁg(u?){y\z?\ﬁ\P\Jrl + ;lelﬁlplﬂ lnr}ri‘p‘ﬂeng

2 .
k “ l ipf
p(“i){ynou + — Il 1117‘}7“ e
1=0 k=0 |p|=0l=—|p|
+oo N+|p| +oo N+|p|—i

+ Z Z Z Z )\(i;)k ‘Cg(u?){}/\ﬂx—\PH-l + %JIPL—IPH—l 1nr}T*\P\+leip9

Ip|=0i=N+1k=—o00 =0

Etudions le dernier terme de cette derniére égalité. Quelques changements de variable et
intervertions de sommes ainsi que les conditions de raccord et le fait que Jj, _|,/4; = 0 dés
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que ! < |p| montrent que :

+oo N+[pl +oo 400 N+|pl—i 9
L _ipb
)OO IED DD DD A ){Y|p|,z+;J\p\,zlnr}7‘ e’
|p|=0i= N+1k_7oo\p\ 0 1=0
= Ss e 2 Ipl-+1 ipf
— —Ip p!
=> > Z 3 C YOI (Wi’ |- z){Y|p|,—|p|+z+FJ\p\,—\pmlnT}T e
|p|=0 =0 i=N+1— |p|+l/€——oo
1 .
+oo |p| r 7\p\+l )
) esz

=> > Z ZA kpll) \p\,\pw(g

\p\ 0 =0 i=N+1—|p|+l k=—c0
+oo  [p|=(N+1-4) o

_ZZ > Z A(E)klg(z/tz.’gl)YHDMW (g)

=0 k=0 |p|=N+1—:

—|p|+l
[p|+ oint

Avec ces calculs, il vient finalement (en considérant le développement du champ lointain)

Zz/\ {Zﬁl lpe(‘]l (wr) = Z‘Ilpllr)

1=0 k=0 lp |_ I=|pl|
N—1i 9
Z EO 1;09( Ipl(w’l’)— Z (}/‘p‘)l—‘r;bﬁpuln’r’)rl)
|p|=0 I=—|p|
+ Z Ll( ) Z;DHJ| |(w7’)
[p|=N+1—1
+oo  |p|=(N+1-i)
& r —lpl+l ;
+ > Z Lo U0) Yipl i+t (g) epe}
lp|=N+1—1

De cette expression et en utilisant les propriétés des fonctions de Bessel, on tire facilement

Pexistence d’un C > 0 tel que :

€ 1 1
Elr e _& \N+1 N1 N (L
€1 L2 qn(e),2n(e)D [(77 E)) +n(e)V ] In (2) n(n(s))
IVE Il < O (=) ¥ 4 ()] 0V (2 In(—)
NIIL==(]n(e),2n(e)[) 77(5) n(e c n(e)
— Estimation de 5i||Llik||Lm(]0 gn(e) |y
Rappellons que le comportement & l'infini de UF est donné par :
2 - i
1125 (r, 0) Z > Lol ) (Yipl ot + = Jipl —jppet )PP
1=0 |p|<i—k
i—k : 9
- Z Z [ﬁé(uffl) + ;Eg(u;“:zl)]J\p\,\puzr‘p‘“e”eHe,oo =0
=0 |p|<i—k

Une majoration de UF s’obtient en ne gardant que les termes prépondérants & I’infini. Or
nous avons vu que Vi , £)(u}) = 0. On obtient donc :
k n(e)
14; ||Loo(]0)2@[) < C(T)Z
et donc pour i =N —1ou N :

U o2y < Cle)' < C ()N



50 Claeys, Haddar et Joly

— Estimation de ||v||£1(0,24(c)p)
En utilisant la p.236 de [12] (trés éxactement en remplassant 7 par 27) on obtient :

1
0]l 1 go,20(e)p < Cn°(€) 1H1/2(@) vl 1 (m)

— Fin de ’estimation
On finit en regroupant toutes les estimations obtenues précédemment.

| (A*ugy — L7 ”)Hl(ﬂf) |

< C[(L)NJFl + (wW(E) )N+1] lnN(é) 1113/2(—)

1
||U||H1(Q§) n(e) 2 n(e)

et on en tire le résultat d’estimation globale.

4.5.4 Convergence locale pour le champ lointain

Nous allons montrer maintenant le résultat suivant, qui valide ’expression obtenue pendant
les étapes précédentes pour le développement du champ lointain.

Lemme 4.6 Pour tout N € N et pour tout R’ €]0, R|, il existe une constante C indépendante de

e tel que :
1

~ N
|u® — u?\f”Hl(QR\B(O,R’)) <CeMtn (g)
Démonstration :
On choisit 7 tel que :
n(e) =¢'/?

Pour un N fixé, on choisit m tel que ’”T“ = N + 2. On considére que ¢ est assez petit pour que
1
eln®?(2) < 1 et que £ < R'. D’aprés le lemme EH :
3
1
~ ~ N N
1 = @l @\ B0,y < 16 = Tl ) < C ™ (2)

pour un C indépendant de . Par ailleurs, comme nous allons le démontrer plus loin u¢ = 0 pour
tout ¢ > 0 d’ou :

m 1—1
o
~ ~ i1,k k
I = Tl mBory < Do Do W Uil @b
1=N+1 k=0

1
< CeNH IV (2)
5

4 nouveau pour un C indépendant de £. On en déduit finalement le résultat par inégalité triangu-
laire.
O
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5 Annexe

Nous établissons un résultats dont nous nous sommes servis dans la démonstration des théo-
rémes de stabilité. Rappelons que ’on note :

Lemme 5.1 Hj,(D(0,R)) est dense dans H'(D(0, R)) pour || ||z (p(o,r))-

Démonstration : .
Comme C*°(D(o, R)) est dense dans H'(D(o, R)) il suffit de montrer que tout v € C*°(D(o, R))
est limite dans H'(D(o, R)) d’une suite de H’, (D(o, R)). Soit donc un tel v. On définit la fonction

de troncature radiale :
0 sir<1/n

Xn(r,0) = ¢ B0 sil/n<r<1

1 sir>1

On pose v, = x,v. Alors pour tout n, v, € H),(D(o, R)). Montrons que cette suite convient.
11 = Xxn )Vl (Do,r)y < C (1L = xn)vllL2(D(o,R)) + IV (0 = Xn0) | 22(D(0,R)) )
< Cllvll L (Do, r)) (I = Xull L2(D(o, 7)) + VX0l 22(D(0,R)))

+C||Vv|| oo (D(o,r) I1 = XnllL2(D (o, R))

Or on vérifie facilement que lim [|1 — xxllz2(p(o,r)) = 0 et lim ||[Vxnllz2(peo,r)) = 0, on en
n—-+oo ’ n—-+oo ’

déduit le résultat.
O
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