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Résumé : L’objet de ce rapport est de présenter la construction et ’analyse d’une
méthode de raffinement de maillage spatio-temporel pour les équations de Maxwell
4 3 dimensions d’espace. L’idée est d’introduire & l'interface des deux maillages un
courant. Ce courant est déterminé implicitement par la condition de raccord des
composantes tangentielles des deux champs électriques. Ce probléme peut s’écrire
sous la forme d’un probléme d’évolution variationnel. On discrétise ce probleme de
facon & garantir la stabilité par la conservation d’une énergie discréte. On applique
cette méthode générale a la FDTD et pour un raffinement spatio-temporel 1-2. On
obtient un schéma stable sous la CFL usuelle.
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Build of a space-time mesh refinement stable method in
the FDTD approximation of the Maxwell’s equation

Abstract: We build a space-time mesh refinement method for the Maxwell’s equa-
tions. The idea consists in introducing a current at the interface of the two meshes.
This current is determined implicitly by the gluing of the tangential components
of the 2 electric fields. This problem reads as an evolution variationnal problem.
We propose a discretization which guarantees the stability by means of a discrete
energy. This method is applied to FDTD for a 1-2 refinement. A stable scheme is
obtained under the usual CFL.

Key-words: Space-time refinement, FDTD, Stability, Maxwell’s equations
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Introduction

Dans ce rapport, nous présentons une nouvelle méthode de raffinement de mailla-
ge espace-temps pour les équations de Maxwell instationnaires & trois dimensions
d’espace. Ce travail fait suite aux études que nous avons réalisées sur ce méme
probléme mais posées & une ou deux dimensions d’espace.

Rappelons que la grande difficulté du raffinement de maillage pour les problémes
d’ondes est de marier stabilité et précision. Les schémas d’interpolation classiques,
proposés dans la littérature, se révelent instables si le pas de temps n’est pas choisi
trés petit. Ce phénomeéne a été compléetement analysé & une dimension d’espace, [3].
On montre que les schémas d’interpolation sont instables lorsque la grille raffinée
est un segment de taille finie avec un pas de temps trop grand. Plus précisément, la
CFL, c’est a dire la condition sous laquelle on a stabilité dépend de fagon trés com-
pliquée du nombre de mailles contenues dans le segment raffiné: une CFL qui marche
pour un segment contenant 5 mailles raffinées ne marchera plus pour 6 et pourra
remarcher pour 8! Les problemes 2D et 3D sont encore plus complexes & analyser
et il s’avere treés difficile d’obtenir la dépendance entre la CFL et la géométrie de
la boite raffinée. Ces schémas n’offrent donc pas la garantie suffisante de robustesse
pour étre intégré dans un code de calcul industriel. Dans [4], nous avons proposé un
schéma nouveau qui a la particularité d’assurer la stabilité sous la CFL usuelle. Le
point clé de cette méthode est de décorréler les valeurs des champs aux points de
raccord entre grille fine et grille grossiére et de n’assurer la continuité des champs
entre les deux grilles que de fagon faible. En fait, ces schémas découlent trés na-
turellement d’une formulation variationnelle ou 1’évolution de ’onde est décrite a
I’aide de deux champs distincts, une pour chaque grille, 'une fine 'autre grossiére.
Ces deux champs sont couplés & l’aide d’un multiplicateur de Lagrange (un cou-
rant) associé a la contrainte de continuité des champs sur la frontiére commune. La
présentation de cette formulation ainsi que sa discrétisation sera ’objet de la section
suivante (section 2). Le schéma apparait comme une modification du schéma de Yee,
il peut donc s’intégrer dans les codes de calcul FDTD et réaliser le raffinement de
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4 F. Collino, T. Fouquet et P. Joly

maillage. La démonstration théorique de la stabilité qui est obtenue trés simplement
a partir d’estimations a priori (conservation d’une énergie discréte) sera présentée
dans la section 3. Dans la section 4, nous généraliserons le procédé pour les milieux
contenant des conducteurs parfaits (plaques, parallélépipédes, fils). La section 5 est
consacrée a une présentation détaillée de la mise en oeuvre de la méthode et de son
algorithmique. Enfin, des exemples numériques concluent le rapport.

INRIA



Une méthode stable de raffinement de maillage 5

Chapitre 1

Formulation du probleme

1.1 Notations

Nous nous donnons un parallélépipéde rectangle ouvert B, nous notons X sa
frontiere et n(x) la normale extérieure au point z de ¥ (c’est & dire celle qui pointe
vers lextérieur de B). Le couple (E,, Hy) désignera un champ électromagnétique
défini dans le domaine extérieur & B, soit B et (Ey,Hy) un champ électroma-
gnétique défini dans B. L’indice g faisant référence a grossier et f a fin: on anticipe
ici quelque peu sur la discrétisation du probléme qui va étre utilisée par la suite
(Pextérieur de B va étre maillé de fagon grossiére et lintérieur de facon raffinée).
La concaténation des deux champs sera notée simplement (E, H). Enfin, on sera
amener a utiliser la masse de Dirac portée par la frontiere ¥ que ’on notera oy et
qui est définie par

< by, >= /Ego(s)da(s) (1.1)

1.2 Formulation sous forme de probleme couplé

On se donne (E, H) un champ électromagnétique dans le vide, c’est & dire une
solution du systéme de Maxwell

{ €O E(z,t) —rotH(z,t) =0, z € R3

(1.2)
o0 H(z,t) + rotE(z,t) =0, z € R?

Les champs étant initialisés avec des conditions initiales au temps ¢t = 0 appropriées
(on peut également ajouter des termes sources mais on ne le fait pas ici pour alléger
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6 F. Collino, T. Fouquet et P. Joly

la présentation). Définissons
J(.’B,t) = n(m) A H|E('T’t)a (13)

le courant électrique parcourant la frontiére de la boite B. On peut découpler le
probléme en deux parties suivant

€0:E¢(z,t) —rotHs(z,t) =0, z€ B
poOiHy(z,t) + rotEy(z,t) =0, z€B (1.4)
H¢(z,t) An(z) = J(z,t), z€X=0B

€001 Ey(z,t) — rotHy(z,t) =0, =€ B

100 Hy(z,t) + rotEy(z,t) =0, z € B (1.5)

Hy(z,t) An(z) = J(z,t), z€X=0B

avec la condition de raccord
n(@) A (Bys(z,t) An(z)) = n(@) A (Bgs(z,t) An(z)) (1.6)

On peut interpréter cette formulation équivalente de la fagon suivante. Pour chacun
des deux domaines, on calcule la solution du systéme de Maxwell assujetti a un
courant +.J sur leur bord (c’est & dire avec la valeur du champ magnétique tangent
connu sur le bord). La valeur de ce courant est alors uniquement déterminée si
I’on assure la continuité des traces tangentielles du champ électrique. Le champ
électromagnétique est alors complétement déterminé. L’intérét de cette formulation
est qu’elle découple dans un premier temps ce qui se passe dans chacun des deux
domaines (J étant fixé, je connais le champ dans chacun des deux domaines). Le
couplage ne s’effectue qu’a travers 1’égalité de contrainte qui assure le raccordement.

1.3 Formulation variationnelle

On peut facilement écrire la formulation variationnelle de ce probléme couplé.
On introduit les espaces fonctionnels classiques

Vy = H%(vot; B), W; = H(div; B),
(1.7)

V, = H%(vot; B®Y), W, = H°(div; B**"),

INRIA



Une méthode stable de raffinement de maillage 7

ainsi que
1 1
M = H 3(div;X), M' = H 2(rot; %), (1.8)

ou la notation H*(op, D) signifie
¢ € H*(op,D) <« ¢ € H*(D), op(p) € H(D). (1.9)

(on rappelle que HY(D) = L?(D)). Les espaces M et M' sont en dualités 'un vis &
vis de Pautre. Ce sont les espaces naturels de traces pour les fonctions de H(rot, B):
J(z,t) vit dans M tandis que ’égalité (1.6) a un sens dans I’espace M', cf. [7] par
exemple.

Cette formulation est aisément obtenue en multipliant chaque équation par une
fonction test, puis en sommant sur le domaine ou est posée I’équation. On évite les
termes en rotationnel d’une fonction de H(div,.) grace a la formule de Stokes: si ©
est B ou B, on a

/ (rotB' - H — rotH - B') = / (v A (Elpo AV)) - (Hjgo Av)do,  (1.10)
(S} 00

ol v est +n si © = B et —n si © = B, La condition a la limite permet alors de
remplacer la trace tangentielle du champ magnétique par la donnée J (en fait +J si
Pon tient compte de Porientation).

Apres tout calcul, la formulation du probléme est alors la suivante

Trowver Ef(t), Hy(t), Ey(t), Hg(t), J(t) dans Vi x Wy x Vg x Wy X M tels que

Vipy € Vi,
%/BfoEf(wat) '¢f($)dcv—/Brot¢f(w)-Hf(a:,t)dx (1.11)
= [I@0) - v(@)o(@)

' Vér € Wy,
<‘ %/Buoﬂf(x,t).¢f(m)dx+/BrotEf($,t).¢f(x)dx:0 (1.12)
’ Vb € Vg,
< %60 /Bm Ey(z,t) - pg(z)dz — /B 10ty () - Hy(z, t)dz (1.13)
\ = - [ J@.0)- wy@)io(@)
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Vo, € Wy,
(1.14)
%uo /B Hy(a,0)- gy(o)da + /B oty (@, 1) - dy(a)da = 0
vJ'e M, | n(z) A (Epx(z,t) An(z)) - J' (z)do(z) =
/E (<1 ) (1.15)

/E n(@) A (Eyn(@,t) An(z)) - J'(2)do(x)

Dans toutes ces égalités variationnelles, les intégrales sur 3 doivent étre entendues
comme un crochet de dualité entre M et M'. Enfin, ce systéme d’évolution varia-
tionnel est bien sir initialisé par des conditions initiales appropriées au temps ¢ = 0.

INRIA
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Chapitre 2

Discrétisation du probleme

Dans cette section, nous présentons la démarche suivie pour la discrétisation
du systéme d’évolution explicité dans la section précédente. La démarche est tres
classique. Elle consiste & choisir des espaces d’éléments finis pour 'approximation en
espace (champ électromagnétique puis courant) et un schéma en temps type saute-
mouton pour la discrétisation temporelle. La stabilité du schéma est analysée via
I’obtention d’une loi de conservation d’une énergie discréte que nous établirons.

2.1 Espaces d’approximation

Pour discrétiser le systéme, on va s’appuyer sur les techniques usuelles: on utilise
des espaces d’approximations classiques pour chacun des espaces de fonctions qui in-
tervient dans la formulation variationnelle et on ajoute un ingrédient supplémentaire
qui est la condensation de masse. Cette condensation permettra de rendre le schéma
temporel explicite.

2.1.1 Espaces approchés pour le champ électromagnétique

Le champ électromagnétique est construit sur chacun des deux domaines a partir
d’un maillage constitué de parallélépipedes identiques. On suppose que la frontiére
commune (la boite) colle exactement a la frontiere des deux maillages. On suppose
de plus que les mailles en x, y et z, qui sont les trois coordonnées d’espace, sont
deux fois plus grosses pour le maillage de I’extérieur de la boite que pour le maillage
de lintérieur: la boite est ainsi raffinée 2 fois par rapport a son domaine extérieur.
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On notera génériquement par h le vecteur du réseau h = (hg, hy, h;) et par 2k le

pas du réseau pour 'extérieur de B.

Le champ électromagnétique est approché par des éléments finis de plus bas

degré de Nédelec, [8], [9], [1].

Les champs s’écrivent alors en tout point M

4

2h
EM(M, 1)

h
H!M, 1)
E} (M, 1)

H} (M, 1)

\

> (B2 () 42" (M)

a€ Bewt

Y. (H)F ) 97" (M)

feBemt

> (Ep)a(t) $a(M)

a€B

S (Hp)h(0) B (M)

feB

(2.1)

ou les sommations sont effectuées sur les arétes (a) ou sur les faces (f) du maillage.
Les fonctions qASZ sont les fonctions de base associées au degrés de liberté correspon-
dant & une circulation de kg, hy ou h, (selon 'orientation) sur ’aréte numéro a et 0
sur les autres arétes. De méme, les fonctions Qﬁ}‘ sont les fonctions de base associées
au degrés de liberté correspondant & un flux normal de h? A travers la face f et 0
pour les autres faces.

On peut préciser un peu plus. On distinguera les arétes orientées selon z, y ou
z. Si le maillage cubique est constitué des noeuds (ihg,jhy,kh,), les arétes sont
repérées par la coordonnée de leur point milieu. Par exemple, une aréte en z sera
associée & un point du type (i + %hw, Jhy,kh;). On est donc amené & distinguer trois
familles de fonctions de base

a = aréte selonx — QEZ = gﬁ;'.:_é,],k
a= aréteselony — @' = q;?,H%,k (2.2)
a = aréte selon z — 52 = q@lfj’k+%,
avec
P gn = Vi1 (@) 67 () 91 (2) &
Prjere =V ) 8 (2) 47(2) § (2.3)
Prinrs = Vi1 (2) 87 (2) 6 (4) 4,

INRIA
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ol 1/12;_%(3) est la fonction indicatrice du segment [mhs, (m + 1)hs] et ¢ls(s) est la

fonction chapeau

1

Pl (s) = /\ .

(m—1)h; mhs (m+1)h, = $

Chaque fonction de base a donc son support constitué par les quatre cubes qui
s’appuient sur ’aréte associée. Ceci n’est bien sir vrai que pour les arétes qui ne
sont pas localisées sur la frontiere commune des deux maillages. Pour ces arétes, il
faut enlever les cubes qui ne sont pas internes au domaine considéré. Dans la suite,
nous noterons par &, le sous-espace engendré par les fonctions de bases construites
sur le réseau infini de pas h et dont les supports intersectent le cube raffiné B et &y,
le sous-espace engendré par les fonctions de bases construites sur le réseau de pas
double 2h et dont les supports intersectent I’extérieur de B

Pour les fonctions de base qui engendrent ’espace d’approximation de H(div, B)
ou encore H(div, B¢*!), on distingue trois familles de fonctions de base selon la
nature de la normale & la face qui leur est associée. On repére chaque face par les
coordonnées de son centre. A une face de normale orientée selon 2 correspond un
point du type (ihy, (j + 5)hy, (k + 3)h;). Les fonctions de bases sont alors

—

f = faceselonz — 1/_17} =t

it gktg
7h 7h
[ = faceselony — oy = ¢i+%,j,k+% (2.4)
f = faceselon z — Q,E? = J?+%,j+%’k-

avec N
7h — hw Yy hz ol
¢z‘,j+%,k+% = ¢ (x)¢]+%(y) ¢k+%(z) T
7h h h, h ~
7h — 2 hm h’?l ~
Chaque fonction de base a cette fois-ci son support constitué des deux cubes qui s’ap-
puient sur la face associée, a ’exception bien sir des fonctions de base accrochées a
une face de cube localisée sur la frontiére ¥ pour lesquelles le support n’est constitué

que d’un unique cube. De la méme fagon que nous avions défini &, et £y, les espaces
d’approximation pour, respectivement, le champ électrique raffiné défini sur B et le
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12 F. Collino, T. Fouquet et P. Joly

champ électrique sur B®**, nous définissons Hj, et Hsy, leur correspondant pour le
champ magnétique.
Finalement, les solutions recherchées seront de la forme

ZEsz,J, z+ Jk+Efz j+i k(t)¢,9+ K
7]1

z
B 1 ane Oy (2.6)
- .
t) - Z}chngr k+3 (DY ij+5k+s + 1y, +2,j,k+2( )¢Z+2,]ak+—
7]’
z
+Hfi+%,j+%,k(t)¢i+%,j+%,k
et,
2h(4 y 72k
E ZE92+2,3, z—}- ]k+E j+ k(t)d)i,ﬂ_l,k
,J7
z 72h
+Egz .7 k+2 (t) :.] k+_ (2 7)
2h (4 72h 72h :
He"(8) = 2 Hopjt et OV 1 geis + Hol oy s OV 5
7]7

2h
+ng+ gty k(t) i+5.0+5.k
On remarquera que les composantes du champ électromagnétique sont exacte-
ment celles qui sont utilisées pour construire le schéma aux différences finies de Yee,
[6]. On sera amené a faire le lien avec ce schéma dans la suite.

2.1.2 Espace approché pour le courant

L’espace H 7%(div, ¥)) dans lequel vit le courant est un espace de champs surfa-
ciques définis a la surface de X. C’est un espace de courant, c’est & dire un espace ou
il est possible de définir une charge en prenant la divergence surfacique du champ
considéré. Cet espace est 'espace naturel pour la formulation par équations intégrales
du probléme de diffraction par un objet parfaitement conducteur (formulation dite
Electric Field Integral Equation ou EFIE). Il est donc tentant d’utiliser les mémes
espaces d’approximation que ceux utilisés classiquement et qui ont fait leurs preuves
dans la EFIE. L’espace d’approximation de Raviart Thomas [2] de plus bas degrés
est 'un d’eux. Il est construit de la maniére suivante. On considére la trace sur ¥
du maillage volumique pour B¢, c’est & dire celui correspondant au maillage dit
grossier. On obtient, sur chacune des 6 faces un maillage régulier en rectangles. Sur
chaque rectangle, on définit 4 demi fonctions de bases qui sont supportées par ce

INRIA



Une méthode stable de raffinement de maillage 13

rectangle, chacune d’elles étant accrochée a 1'une des 4 arétes du rectangle. L’orienta-
tion de la demi-fonction de base est constante et perpendiculaire & I’aréte considérée.
L’intensité est constante le long de la direction de 1’aréte et linéaire par rapport a
la direction perpendiculaire (fonction dont le graphe est en forme de demi tente).
La constante de normalisation est fixée de telle sorte que les quatre flux de chaque
fonction de base a travers chacune des arétes sont égaux a la longueur de aréte si
le flux est pris sur I'aréte de la fonction de base et 0 sinon. De cette fagon les degrés
de liberté ne sont rien d’autre que la moyenne des flux du champ a travers chaque
aréte. On a donc

J2h sz,p 1 m)jcp( ) (28)
c p=1

ou jS’Z(m) est une fonction vectorielle de direction constante et polynomiale de degré
inférieur a 1 tandis que 1. est la fonction indicatrice du carreau ¢ du maillage grossier.
Si ’on calcule la divergence de J?”, on trouve

4
divI (@) = 33 e » (60(28)1e(2) + V() - j25(2))
G p=l (2.9)
“yYy p (div(2)1e(2) + voe(®) - 125(x) bae ()
c p=1
avec
voc(z) - jop(t)doc(z) = 6., () (2.10)
ou A, est 'aréte du carreau c & laquelle est accrochée la pieme fonction de base.

Mais, comme la masse de Dirac sur un segment n’est pas un élément de H _%(E),
on doit obligatoirement s’assurer que pour toute aréte ¢ du maillage

Va, Y Jep=0. (2.11)

capa/AC,P:a

C’est la loi de Kirtchoff, il doit y avoir conservation du courant. Pour le maillage ici
considéré, chaque aréte appartient & exactement deux rectangles (non nécessairement
sur la méme face, néanmoins). On définira donc les fonctions de bases comme la
concaténation de deux demi fonction de bases, I'une affectée d’un signe + 1’autre
d’un signe —, et cela de fagon complétement arbitraire. Cette maniere de faire permet
de s’assurer automatiquement de (2.11).

L’approche classique consiste & choisir une orientation par carreau des demi-
fonctions de base, puis de faire un choix arbitraire du signe des demi-fonctions de base
lors de leur concaténation pour créer la fonction de base sur Paréte (cf. figure 2.1)

RR n" 3888



14 F. Collino, T. Fouquet et P. Joly

Fi1G. 2.1 — choiz classique pour lorientation des fonctions de base

D’un point de vue pratique, nous avons choisi de ne pas prendre Iorientation
classique pour chaque carreau mais de prendre 1’orientation suivant les indices crois-
sants dans chaque direction. L’avantage d’opérer de la sorte réside dans la possibilité
d’assurer la loi de Kirtchoff sur presque toutes les arétes en affectant un signe + au
deux demi-fonctions de base. Presque, car on doit tout de méme affecter un signe —
a l'une des deux fonctions de base pour certains degrés de liberté accrochés a 6 des
12 arétes du cube. Notre choix, arbitraire, est décrit dans le tableau 3.1

Fi1G. 2.2 — notre choiz d’orientation

2.2 Semi-discrétisation en espace

Une fois les espaces d’approximation définis, il est trés facile de construire le
probléme semi-discrétisé en espace: il suffit de remplacer les espaces fonctionnels
continus par leurs équivalents discrets dans la formulation variationnelle. Comme
nous ’avons dit, ce n’est pas directement cette formulation que nous utiliserons mais
plutét une approximation de celle-ci en calculant les intégrales de fagon approchée
a ’aide de formules de quadrature sur chaque cube du maillage. On écrira si © = B

INRIA



Une méthode stable de raffinement de maillage 15

ou Bezt

/@(p(ac)d:c ~ ]Lego(x)dac = Z mesure(C)% Z(p(SSC) (2.12)

ottles S, s =1,...8 sont les huit sommets du cube C. On procédera de méme pour
les intégrales de surface

4
/Ew(x)dx ~ fch(x)d:c = z mesure(C)i Sz::lw(Ssc) (2.13)

ccxy

ol cette fois-ci les C désignent des rectangles situés 4 la surface de ¥ et dont S¢, s =
1,...4 sont les quatre sommets. Il est bien connu que de telles formules de quadrature
sont précises a Iordre 2. Ainsi, on ne perd pas de précision a les utiliser et, comme
on le verra par la suite, le probléme discrétisé en temps présente alors I'immense
avantage d’étre explicite.

Le probléeme approché s’écrit:

Trouver E}‘(t), H]’c’(t), Egh(t), th(t), J?h(t) dans E x Hp, x Eop x Hap, X My, tels
que

VYl € &,
%60 /LB Bl (z,1) - () dz — fB rote)(z) - H! (z, £)da (2.14)
= [ I, 1) - Y @)do(a)
)
V(]S? € Hha
. (2.15)
E,u()]CBH}Z(:v,t) . qﬁ’}(:v)d:v + fBrotE;}(:v,t) . qﬁ’}(w)dw =0
V"pzh € 52h7
%60 /;3 EMa,t) g e)de - fB roty(e) - BNz, )da (2.16)
= —f 1) 4 @)do(@)
>
V¢!2]h € HZha
p (2.17)

o /} Ha,t)- ¢ (a)da + fB rotE (a,1) - ¢ (a)dz = 0
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VI € Man, f- B, - I (@)do(x) =
= (2.18)
fz B2 (z,1) - ™ (2)do(z)

En regroupant pour chaque temps ¢ les valeurs des fonctions inconnues en chaque
degré de liberté dans un méme vecteur, on obtient un systéme d’équations différen-
tielles ordinaires de la forme

(

th}L h rrh 2h\* 72h

dH
- f h\* h
M R")*EY =0
po g —— dth — (R") f
naEg
9 ME dt + R2hH2h (th)*JQh =0 (219)
n GH

po M —2 dt —(R"E? =0

| (BB — (BIE} =0

ou on peut reconnaitre, les matrices de masse de type Mygchose qui correspondent au
produit scalaire L? usuel. Les matrices de rigidité R" et R?" ainsi que leur transposée
(notée avec le symbole %) sont obtenues par calcul avec quadrature de Iintégrale
du produit scalaire entre le rotationnel d’une fonction de base de type £ avec une
fonction de base de type H. Enfin, la matrice de couplage (—B]%h, B;h) et son adjoint
correspondent a la forme bilinéaire liant courant et trace tangentielle du champ
électrique.

On notera que dans le systéme différentiel (2.19), J??(¢) est implicitement donné
et n’apparait pas & premiére vue facilement accessible. Pourtant, si’on prend 'image
de la premiére équation de ce systéme par (M%)~ puis de la troisitme par (M2?)~!
et que lon fait la différence on obtient aprés application de la contrainte (une fois

dérivée en temps): (BQh) (B]%h) =0

(B2 () <Bzh>* +(B9) (Mp) " (B9)) 0

(2.20)
(Bf ) (M,’;)_thH}l(t) - (th) (M%h)_lRQhH!’}(t)

Cette équation explicite la relation entre J?*(t) et H?"(t). Elle montre que J2"(t)
s’obtient en inversant un systéme linéaire symétrique positif. Ce systéme est évidem-
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Une méthode stable de raffinement de maillage 17

ment inversible dés que
Ker (BY")" n Ker (B) = {0} (2.21)

*
Nous montrerons plus loin que si Ker (B;h) n’est pas toujours réduit a 0, le noyau

Ker (Bj%h)* I’est toujours et le probléme est alors bien posé. La raison intuitive
de ce résultat est que la trace du champ électrique raffiné sur la frontiére posséde
beaucoup plus de degrés de liberté que le courant qui lui s’appuie sur la trace de
la grille grossiére. En d’autres termes, la condition (2.21) est assurée deés que le
parametre de Lagrange est sous-maillé en regard des variables primales. C’est une
condition classique que I'on retrouve pour tous les problémes de points-selles.

2.3 Discrétisation en temps

On choisit At un pas de temps et on discrétise les champs de la facon suivante
1
H}‘ aux pas de temps (n+ 3)At =~ H;L+2
E? aux pas de temps nAt ~ E}
th aux pas de temps (2n + 1)At = Hg”“

Egh aux pas de temps 2nAt ~ E;”

J?P aux pas de temps  (2n +1)At ~ J¥H!
Le schéma en temps est basé sur une méthode de type saute-moutons. Pour le
cube maillé finement, on écrit

( V’lﬁ? (S gh;
En+l ) .
\ eoﬁthf -} (x)dz — fBrow?(x) : Hf+2 (2)do (2.22)
— f J2[%]+1($) -l (x)do ()
N pX

vl € Hy,
(2.23)

HJ?Jr§ _H?_% h h
uofBT(x) - () + ILBmtE;z(m)  $h(w)dz =0
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tandis que pour Iextérieur du cube maillé grossierement
( 2h
qug € g?ha

E2n+2 _ Ezn
{ Eoﬁwt u(.@) . gh(ﬂi)dib _ ﬁemtrotwgh(x) . H§n+l($)dib (224)

2
_ ILEJZ"H(x) 2 (3)do ()

v¢!2]h € HZha
2+l _ proan—1 (2.25)
MO%B“‘“ ’ ZAt ’ (:L') ’ ‘gh(m)dx + f;BewtrOtE.Zn(x) ' ;h(x)dx = 0
Reste la contrainte que ’on choisit d’écrire de fagon centrée
E2nt2 4 gp2ntl 4 pon
VI € Mo ]Lz : 4f L (2)- "M (@)do(z) =
E2'n+2 _I_E2n oh (2.26)
f @ M @@

On peut ré-interpréter ce systéme variationnel en regroupant les valeurs des
fonctions inconnues en chaque degré de liberté dans un méme vecteur, on obtient
une discrétisation par différences finies du systéme d’équations différentielles (2.19)

( E"tL _En

1 n
coMp————L + R'HE - (B 25l =g
1 _1
h H;hLz — HJV‘L ’ h
po M = —(RM"VE} =0
E2n+2 _ E2n
% GoMéh g AT g +R2hH3'n+1 + (th)*J2n+1 —0 (227)
H2n+1 _ H2n71
MOM%Ih 9 A7 g _ (Rh)*Egn =90
2n+2 2 2n+2 2n+1 2
o Bg" T+ By o BT H2ETT B
| (B - =0

Comme pour le probleme semi-discrétisé, il n’est pas trés clair a priori que le
courant soit univoquement déterminé par ce systéme. Il nous faut donc travailler un
peu pour expliciter le systeme linéaire qui donne le courant.
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On commence par prendre la différence entre les équations (2.22) prises aux deux
instants 2n + 1 et 2n. On remarque que les termes proportionnels aux courants qui
interviennent dans ces deux équations sont identiques et donc disparaissent lors de

la différence. On obtient, aprés multiplication par 5%

1 1
E20+2 _ gp2ntl 4 pon g g2
,U;()G()Mg ! A'Z; ! + Rhﬂo% = 0. (228)
On en déduit (cy? = eopo)
E2n+2 _ 2E2n+1 + E2n _1 y
bl R (Mh) (R B =0 229)

et, finalement,

Y (108 () e o) ()

4
(2.30)
Maintenant, on a
E2n+1 — T2'FL+1 4 i (]\44;)71 <B2h)* J-2n+1 (2'31)
f f €0 E f
ou T;”""l est donné explicitement en fonction de quantités indépendantes de J2"+1,
& savoir E3", H;"*', ce dernier étant li¢ explicitement & E", H;"~',

On procéde de méme pour Eg"“, on trouve

2n+2 2

. _ Tg2n+1 _ i (M]%Jh)*l (th)* Jentl (2.32)

€0

o, 1a encore, T;"*! est fonction de quantités indépendantes de J*"*.
Finalement, ’équation de contrainte fournit la relation recherchée, a savoir

((52%) ()™ (52%)" + (B3 € (B9 ) b0

— o ((BY) T - (BT

(2.33)

avec

o' = (o) " - 955 (o) e (o) () () ) e
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La condition d’inversibilité du systéme est donc assurée dés que

Ker (B]Qch)* N Ker (th)* = {0}
" L (2.35)
Cr>0 o “URM(ME) (R <Mp

La premiére condition était déja suffisante pour assurer le caractére bien posé du
probléme semi-discrétisé. La discrétisation en temps requiert de plus une condition
supplémentaire qui porte sur le pas de temps qui ne doit pas étre trop grand. On va
voir dans ce qui suit que la valeur maximale du pas de temps utilisable est intimement
liée a celle qui assure la stabilité des deux schémas découplés, I'une dans le grille
fine, 'autre dans la grille grossiére, le courant étant une donnée du probléme.

2.4 Estimations d’énergie. Stabilité

La technique énergétique est une méthode qui permet d’obtenir des estimations a
priori sur toute solution du schéma numérique. Cette estimation revient a la conser-
vation d’un équivalent discret de I’énergie électromagnétique. A partir de cette loi de
conservation, on obtient sous certaines conditions (condition C.F.L.) une condition
suffisante de stabilité du schéma.

Plagons nous tout d’abord dans 1’extérieur de B (domaine maillé grossiérement),

LA O
2

on prend 92" = 5" dans (2.24) on obtient
9

6()% E§n+2 _ Egn.Egn—FZ + Egn _ f TOtEgn—FQ + E;ln .H2n+1
Q 2At 2 Qwg 9
J Eont2 | pon (2.36)
_ f g2n+1 g T 5y
> 2

On fait ensuite la demi-somme entre les deux équations variationnelles de type (2.25)
correspondant a deux instants consécutifs. On a

v¢_(2]h € H2h7
H2n+3 _ H?n—l E2n+2 4 E2n
h
o i) B @ f o= @i =0
(2.37)
d’oli, en choisissant qS?]h = H)"t
2n+3 2n—1 2n+2 2n
po [ Hg"™ — Hy ont1 ]L Eg"TTH B on
— .H t———=H =0 2.38
2 [ o, 24t T I 2 g (2.38)
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En regroupant les deux équations obtenues, les intégrales en rotE.H disparaissent
et il reste

6_0 (E2n+2)2 _ 6_0 (E2n)2

2 Q 9 2 g 9
0 0 _
+% /LQ 2 e % ] 72 g (2.39)
g +2 o
- —2At/L gt BT A BT
) 2
Posons )
€0 2 Ko 2n+1 pr2n—1
gm -2 E*" =L H»'H 2.40
9 2 Q ‘ 9 + 2 Q, g 9 ’ ( )

on obtient la premiére équation

62n+2 _ E2n E2n+2 E2n
% /L gt 2B 0 (2.41)

2At 2

On peut bien sir faire le méme calcul pour la boite raffinée. Si

€0 2 , Mo ntg =g
& =— E% +—f; H, *H, ? 2.42
F= gt BT f BT (2.42)
on a n+1 n+1
grtl —gn o BT BT
Tf . ICE J2[51+1_fffda (2.43)

(le seul changement provient du signe — devant J et le 2A¢ qui est divisé par 2).
Si l’on écrit maintenant (2.42) aux deux instants 2n et 2n + 1 on a

2n+1 2 2n+1 2
T +]L J2n+1 By" +Efnd
= ) o
At > 2 9 44
E2n+2 E2n+1 - E;"“ EJ%"“ (2.44)
= —I—f Jant 5 do
D’ou en effectuant la demi-somme
82n+2 82?1 E2n+2 + 2E2n+1 EQTL
fo_ an+1 Zf f
— 4 f Jont, i do (2.45)
C’est la seconde équation. Définissons I’énergie totale & I'instant 2n comme
g =+ En (2.46)
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En regroupant les deux équations obtenues on a

do  (2.47)

2n+2 2n+2 2n+1 2 2n+2 2
et ey /L gt [E +2E"" + B B 4 B
4 2

et le second terme est nul d’aprés (2.26) avec Jy, = J*"1 € Myy,. D’olt la loi de
conservation

Exnte — gin (2.48)

Le schéma en temps retenu pour la contrainte, c’est a dire (2.26), se révele ainsi le
schéma qui donne précisément la conservation de I’énergie discrete. Cela justifie, a
posteriori, notre choix.

A partir de la conservation de Pénergie discrete, il est plus ou moins facile de
trouver une condition suffisante de stabilité. La démarche est toujours un peu la
méme. On utilise I'identité remarquable

( ntl n—l
S wid gk _ o [\ Fp DT
2 fo 2/ g 2
¢ . P2 (2.49)
60 At2 f Hf 2 _ Hf 2
2 460/1,0 ko At
\

Le but de ce qui suit est de controler le terme négatif par la partie en E de ’énergie.

1
En appliquant successivement I’égalité variationnelle (2.23) & ¢? = Ko H;H'z _
1
H? ?) puis ¢’} = TOt(E}Z) € Hy, il vient
n+i n—1 2
to [ grripyr-te Hy "+H; °
27 270 2 (2.50)
2 A 42
€ At |2
2 1 o, "I'OtEf‘
Maintenant, on a
2 o) S8
f ‘rotE}" _ Z mesure( )Z‘ (S’C) (2.51)
s ccQy 8 s=1
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2
|C
de liberté (qui ne sont autres que ceux rattachés aux douze arétes du cube). Cette
fonction peut donc s’interpréter comme une forme quadratique positive dans un
espace & 12 dimensions. La matrice associée a cette forme quadratique est diagona-
lisable et a une valeur propre maximale. On a calculé cette valeur propre en annexe.
On montre que

(SY) ne fait intervenir que douze degrés

Pour chaque cube du maillage, 3 [rotE’

13 a2 e 11 1 Tl we
§Z‘rotEf“C (S5) <4 ERSTRNE §Z‘Ef|\c (S€) (2.52)
s=1 s=1
On en déduit la majoration
f ‘TotE"‘2<4 i—l—i—ki f ‘E"Q (2.53)
Q& ="\n hy k2] e !

et, en particulier

n+l n—
o f =
2.J a 2.J o 2 (2.54)
1 1\ e 2
_2A42( & i I n
A <h2+h2 h%) 2/LQf‘ 7
D’ou l'estimation
2n—|—l on—1 2
H, 2+H, 2
€0 2n Ko f f 0
1-a?)= E = <E 2.
( )2 ‘ f ‘ + 2 Q 2 =0T (2.55)
avec
1 1 1
a=cAl|—=+—=+— (2.56)
h2 h?/ h?

On peut procéder de la méme fagon pour 1’énergie dans la grille grossiére et on

obtient
€0 an|2 | MO
1-a? —f B+ £
( ) 2 Qg g 2 Qg

2

H2n—|—1 +H2n71
g g <EJY. (2.57)

2

Ces deux estimations fournissent un contrdle de la norme L? des solutions du schéma,
en fonction de la norme L2 des conditions initiales (’énergie & I'instant 0) dés que «
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est plus petit que 1. On a donc stabilité du schéma dés que At est assez petit pour
satisfaire la condition, dite condition CFL, (2.56).

11 est bien connu que la condition a < 1 est la condition classique pour assurer
la stabilité du schéma de Yee. Le fait d’avoir raffiné a la fois en espace et en temps
implique que chacun des deux schémas, pris indépendamment de tout couplage entre
eux, est stable sous cette méme condition. Ce que nos calculs montrent ici c’est que
le couplage des grilles n’a pas d’incidence sur la condition de stabilité commune aux
deux schémas, et cela quelle que soit la taille de la boite raffinée. C’est un résultat
fort qui assure une grande maitrise des phénomenes d’instabilités.

Les calculs qui préceédent permettent de s’assurer de la stabilité du schéma sous
la CFL usuelle. Toutefois, si on regarde un peu attentivement les calculs précédents,
on s’apercoit qu’une hypotheése a été faite implicitement, & savoir l’existence du
courant J?"*1 pour tout n. Or, nous avons vu précédemment que D’existence du
courant n’était assurée que si la matrice C", dont I’expression est donnée en (2.34),
a le bon gotuit d’étre définie positive. Il nous faut donc en toute rigueur vérifier que si
la CFL usuelle est vérifiée alors cette matrice C* est bien définie positive. Pour cela,
il suffit de changer légérement le point de vue que nous avons adopté pour faire les
calculs d’énergie. Ces calculs sont basés sur I’écriture variationnelle des équations.
On peut de la méme fagon écrire les choses sous forme matricielle en faisant tous les
calculs & partir de la formulation (2.27). L’énergie s’écrit

oan _ €0 2h 2 2 Ko 2h 772n+1 772n—1
&r =15 (ME Eg",Eg”) + 5 (MH H2" Y H2 ) :

(2.58)
1 _1
EJ%n _ 650 (MgE2n,EJ2cn) + % (MZH;'"_'_Q,H;" 2) ,
Et 'équivalent de (2.50) devient
2n+1 on—1 2n+1 an—1
1o (MhH2n+% HZn—%) _ o (B CHHy P OHp P+ Hp G
2 \"HTS 0TS 2 | 2 ’ 2
2 A 42
_ € At K\ (ph)* m2n * man
7 ((MH) (R")" %, (Ru)* B3
(2.59)
tandis que (2.53) s’écrit
1 1 1 1
Ry (M}y) " (Ra)* <4 (h—% + 7 + h_§> ME (2.60)
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Cette inégalité permet d’assurer que la CFL usuelle entraine 1’inégalité écrite en
(2.35) et par voie de conséquence I'existence du courant J2*+! pour tout n. Evidem-
ment, pour étre tout a fait complet, il faudrait travailler encore un peu pour avoir des
estimations du courant (afin d’étre sir que J?"*! n’explose pas avec n et n’entiche
pas le résultat du calcul). Nous ne le ferons pas ici.
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Chapitre 3

Assemblage du schéma
numérique

3.1 Construction des matrices

L’avantage de la discrétisation du champ électromagnétique sur un maillage
régulier est de pouvoir utiliser la technique de condensation de masse. Comme nous
I’avons dit, celle-ci a consisté & user d’une formule de quadrature, exacte pour toute
fonction linéaire, dont les points d’appuis coincident avec les degrés de liberté pour
évaluer les intégrales intervenant dans les expressions des coefficients matriciels. On
montre que cette maniere d’approcher les intégrales ne fait pas perdre de précision
(le schéma reste d’ordre 2).

3.1.1 Matrice de masse

Cette méthode permet d’obtenir des matrices de masse diagonales comme le
montre les expressions suivantes

Nt
2

h Nt h
My = hzhyh, 7 My = hzhyh, (3.1)
ot les matrices diagonales N¢* et Ne¢f ont pour éléments diagonaux le nombre de
cubes appartenant au domaine B et qui contiennent I’aréte (respectivement la face)
considérée.

Pour étre plus précis, si ’on considere par exemple une ligne de M g correspon-

dant & une aréte ¢ + %, J, k strictement interne au domaine B (on évite les bords
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pour simplifier), utilisant les expressions (2.3) on trouve

(ME¢Z+ ]k7 Z+%,j’,k’) == AZ;ZI Ey , _‘k kl

Th
(ME¢H_ gk Pit j'-l- k’) = 0 (32)
(MEqSH_ JJhk? ¢h G k' + ) = 0

avec

= [V (8l (5)ds = oy

(k+1)hs (3.3)
= 8 hs — 8 hs
S = [ S @daeds =3 [ dhi () ()ds
k 8
ot 67 vaut 1 si m = m’ et 0 sinon.
Le terme Z7, ., est toujours nul sauf si |m’ —m| <1 auquel cas
— 2 _ 1
:fn’m = ghs, ‘:'ﬁn,mil = Ehs (34)

Si I’on en reste 13, la matrice de masse M2 n’est pas diagonale puisqu’elle couple les
noeuds du plan ¢h,; aux noeuds des plans voisins immédiats. Mais si I’on substitue
au calcul exact de I'intégrale la formule de quadrature

(k+1)hs b
L s@ds = S+ DR + £ (kR) (35)
on trouve
Bt = by, et (M1 0By 1 ) = hohyh:6] 6] 6 (3.6)

En procédant de méme avec les autres fonctions de base, on montre que M g et M I’}
deviennent des matrices diagonales grace a la condensation.

3.1.2 Matrice du rotationnel discret

De la méme facon, la matrice R” va devenir beaucoup plus creuse. Par exemple,
partant des expressions (2.3), on a pour une aréte strictement interne au domaine
de calcul,

10t i1, = hz ( )85 (W) (W1 (2) — ¥, 1(2))7
1 (@) () ()1 (y) =47, 1 (4))2

J=3

(3.7)
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(la dérivée d’une fonction chapeau est la différence de deux fonctions indicatrices).
D’ou les expressions

(( ) ¢'L—|— jk7¢z j-I— k’—|—) - 0
(< ) ¢z+ ok Z+§,j',k'+§) =~ Ay By (M — M) (3.8)

_ 1 =z Y
(< ) ¢z+2,j,k’ i+5,5+3 k') = Ry Z$Z’ “kk’ (Aj+1,j’_Aj,j’)

La encore la condensatlon est utilisée, ce qui permet d’écrire = =A? mm! = = hs 6"”
Finalement P’aréte i+ 3 3, J, k n’est couplée par Ay, qu’aux quatre faces qui la contient.

Apres tous calculs on trouve si E est décomposé suivant (2.6)

mm’

h 7h _
((R ) E ¢ J+2J€+2) = hohs (Ezzj+1k+2 Ez,J,k+2)

(3.9)
Y
_h h ( i, + k+1 Ey]+2’k)
h —
((R ) E ¢Z+2’]’k+2) = hahy(E} i+3,0,k+1 Ezw+2,1,k) (3.10)
—hyh. (EH-I Jk+% EZ,JJH' )
b _ y
(R) By = W@ =B
h h (Ez—|— J+LEk Ew Qajak)

On reconnait, au facteur hzhyh, pres, le rotationnel discret qui est utilisé dans le
schéma de Yee classique (cf [6]): le schéma variationnel avec condensation de masse
sur grille réguliére s’avere coincider avec ce schéma aux différences finies. Cette
remarque est importante car elle permet de coupler des techniques type différences
finies avec d’autres adaptées aux éléments finis.

Tout ceci est jusqu’ici tres classique. Le point un peu nouveau vient des degrés
de libertés situés a la frontiére de chacun des deux domaines. Les calculs sont un
peu fastidieux quoique élémentaires. Le résultat trouvé est une modification des
expressions (3.9)-(3.11) pour les fonctions de base J}f,) de H" localisées sur une face
frontiere. Cette modification consiste & supprimer les degrés de liberté (les E: )
attachés a des arétes localisées hors du domaine de calcul considéré puis a ajouter
un facteur % devant les degrés de libertés attaché & des arétes localisées sur la face
frontiere.
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3.1.3 Matrice de couplage

La technique de condensation de masse est également utilisée pour le calcul des
intégrales de surface définies sur 3. Ces calculs nous donnent les matrices de couplage
th et B;h qui raccordent l’intérieur et 'extérieur de la boite en liant le courant
aux champs électriques de chaque grille. Il s’agit de calculer

2h _ ™h  72h
(B2 )g - fzqsag o

(57)oy = £50

ol a, ag sont des arétes du maillage grossier (a étant localisée sur la frontiere de la
boite), ay une aréte du maillage fin.

(3.12)

Il
-
&>
oY
>
u
)

Dans ces expressions, on a noté J_gh la fonction de base de My, associée & aréte
a (fonction de base pour le courant) et gb?l’;,qﬁfl‘f les fonctions de base de &gy, &
associées aux arétes ay et ay. D’apres ce qui précede, la fonction de base Jgh est
la somme (& un signe preés) de deux demi-fonctions de base. Chacune de ces deux
demi-fonctions de base est associée a 'un des deux carreaux de X ayant a comme
aréte commune. Notons ¢ et ¢, les deux carreaux, €, ¢, (= +1) les signes et pF
(=1,2,3 ou 4) I'indice dans la numérotation locale liée & c* de I’aréte coincidant avec

a(Az,+=a).Ona
E
c Jefa| dgra oo e _ 2
€ = 1(+) ex =1(+)
E

Fi1c. 3.1 — schéma des fonctions de base sur un carreau
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B2h) — ¢t p2h Z2h g - p2h Z2h g
( 9 ag,a a c+¢a9 jciapt_l’— + a ca ¢b ']Ca sPa

. (3.13)
o _ o+ h 72 [ o zon
(Bf )af o  Ca fc+ P Jk o do + ¢, fc; Pe Jez wa do

les fc%l étant les demi-fonctions de base décrites précédemment (fonctions vec-
torielles supportées par c et dont la direction est constante, normale & 'aréte A.p,
leur variation est constante le long de la direction parallele & A, ,, et linéaire le long
de la direction normale). Chacune des 4 intégrales est trés facile a obtenir. Pour la
grille grossiére on a

- Ai
fq_s?l’gl .jc%l do = er(C) siag = a;(c,p) ou ag(c, p) et 0 sinon (3.14)
C

ol a}](c, p) et af](c,p) sont les deux arétes du carreau ¢ perpendiculaires 3 1’aréte
numéroté localement p. Pour la grille fine le calcul est un petit peu plus compliqué.

1 1 2
ay Qg Qf
A
I
I
I
I
I
a;i | a‘}
____9___:___+__
I
I
I
5 I2 6
I
ay Qg Of

Fi1c. 3.2 — Positionnement des champs induit par un courant sur une maille
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Il y a 6 arétes de la grille fine qui vont étre couplées & chaque demi-fonction de base
- Ai
famizmao =M G 0 = e p) on a(ern)
C

- 3Aire(c) .
fdizmdo =1 G o = 3(0,) on (o)
C

af
3.15
q;?h,th _ Aire(c) . 3(c, p) (3:19)
b Jop do = g Ster=aj(cp
- 3Aire(c) .
f;cq_ﬁ?l'f‘ -jc%" do = %51 af = a;lc(c,p)

les a?(c, p) étant les 6 arétes du maillage fin localisées sur ¢ et qui sont perpendicu-
laires & I’aréte Ap(cf Fig. 3.2).

De ces expressions, on déduit facilement que le noyau de (B]%h)*

est réduit a
{0}. En effet, supposons J tel que (BJZch)*J = 0. Pour tout carreau du maillage
surfacique, toutes les composantes du champ électrique (B]%h)*J doivent étre nulles.
En particulier cela doit étre pour les deux composantes relatives aux deux arétes
centrales notées a:} et a‘} sur la figure 3.2. Il est facile de vérifier que ces deux valeurs
sont une combinaison linéaire des deux courants accrochés a deux arétes paralléles
de part et d’autre du carreau (I'une des composante du courant est représentée sur
la figure, 'autre est son symétrique a gauche). On obtient ainsi un systéme 2 x 2
dont la matrice associée est & un facteur Aire(C) pres égale a ; i’ . Comme
cette matrice est inversible, on déduit que les deux courants doivent étre nuls. En
réitérant cette analyse sur chaque carreau et pour chacune des deux directions, on
déduit que J est nul.

Remarquons que ce résultat n’est pas forcément vrai pour (th)*. Si le nombre
de mailles dans chaque direction est paire, on peut obtenir un champ grossier nul a
partir d’un courant valant alternativement 1 et —1 sur les arétes consécutives.

3.2 Les équations du schéma

Une fois les matrices assemblées, on reconnait, pour les les degrés de liberté
localisés strictement a l'intérieur de chaque grille, le schéma classique de Yee. Il y a en
plus un petit miracle (qui est di & la quadrature numérique) qui fait que les équations
donnant les champs magnétiques au cours des itérations sont inchangées méme pour
les champs localisés sur l'interface (pour eux, la matrice de masse est divisée par 2
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mais la matrice du rotationnel aussi). On donne ici les équations supplémentaires
pour les champs électriques localisés sur l'interface.

La grille fine étant un parallélépipede rectangle, 'interface est composée de 12
arétes et de 6 faces, qu'on nomme X, Xt Y, Y, Z~ et Z7, le symbole A+
désignant le vecteur normal sortant +A a la face considérée. On ne donnera pas ici
la liste exhaustive de toutes les équations mais seulement des prototypes a partir
desquels il est facile de reconstruire ’ensemble du schéma. Dans la suite, on a omis
les indices f et g des champs (pour fin et grossier) lorsque aucune confusion n’était
possible, ceci, afin d’alléger les notations.

3.2.1 Schéma pour la grille grossiere

On considére dans un premier temps les solutions des équations du schéma en
I’absence de courant (J2**! = 0). On note E ces solutions intermédiaires. Puis on
calcule les champs électriques en ajoutant la contribution du courant J?*+1 3 E.
Cette opération est licite puisque les équations sont linéaires.

On donne ci-dessous, 1’équation actualisant la composante E, sur la face Y~
(hors arétes).

A \2n42 7 \2 2n+1
€ (Em)(gi+1,2j,2k) o (EI)(ng,?j,?k) . _Q(HZ)(;H—lﬂjfl,Zk)
2A¢ B 24y
2n+1 n+1
(Hy)(;li+2,2j,2k—1) o (Hy)(;i—l—lﬂj,?k-i—l)
+ 2Az
(3.16)
tandis que pour Y+
o\ 2n+2 mo\2 2n+1
0 (Ew)(;i+1,2j,2k) - (Ew)(énz’—i—l,Zj,Zk) _ Q(Hz)(;i+1,2j+1,2k)
2At 2Ay
2n+1 2n+1
(Hy)(;li+1,2j,2k—1) B (Hy)(;i—l—lﬂj,?k-i—l)
_|_
2Az

(3.17)

D’une facon plus générale, la regle est la suivante: on part du schéma de Yee, on

supprime les degrés de liberté situés en dehors de la grille et on double le poids de
ceux situés strictement a Pintérieur.

Sur les arétes, la situation differe du cas général par deux aspects. D’une part,

le terme diagonal de la matrice de masse (M2!) est augmenté (des 4 cubes associés

a Daréte, 3 sont localisés dans le domaine grossier au lieu de 2). D’autre part, plus
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de degrés de libertés interviennent. On donne par exemple I’équation pour l’aréte
intersection des faces Y~ et Z~

B \2n42 2 4 2n+1 4 2n+1
¢ (Ew)(gi+1,2j,2k) B (E$)(;i+1,2j,2k) B E(Hz)(;i+1,2j+1,2k) B §(Hz)(2nz'+1,2j—1,2k)
0 2A¢ 2Ay
4 2n+1 4 2n+1
§(Hy)(;i+1,2j,2k71) B E(Hy)(;i+1,2j,2k+1)
_I_
2Az
(3.18)
La regle pour les autres arétes est la suivante: on part du schéma de Yee, on affecte
4

d’un poids 3 les degrés de liberté de type H localisé entierement dans la grille
grossiére et d’un poids % ceux situés sur l'interface.

La seconde étape consiste a modifier le champ E par ajout du courant. Par
exemple, pour la composante F, sur la face Y~ (hors voisinage d’arétes), on a

- At
(Ez)?;iﬁ,zj,zk) = (Ex)?gi—flﬂj,%) + m
(_(Jm)?;z‘z,zkﬂ) B (Jx)?gz‘ié,zj,zkﬂ) o (Jm)?;lz‘?;',zk—l) - (Jm)?;iilz,zg',zk—l))
(3.19)
Le coefficient devant les courants provient de la matrice 2€_A0t (M2=1 (th)* (cf.
formule (2.27)).

Lorsque le champ considéré se trouve a une demi-maille d’une aréte, deux des cou-
rants & ajouter se trouvent alors sur ’aréte. Dans ce cas, on doit prendre en compte
le signe devant chaque demi-fonction de base pour le courant. Avec les conventions
retenues et décrites en (2.1.2), cela revient & un changement de signe dans la formule.
Par exemple, lorsque le degré de liberté se trouve sur I’aréte intersection des faces
Y~ et X~ (voir fig. 3.3), lorientation est déterminée par la face Y, il vient donc
un signe — sur la face X . Le schéma pour le champ FE, sera alors donné par

2n+2 At

2n+2 = (E
(Ew) n ) — (Ew)(2i+1;2j’2k) + m

(2i4+1,25,2k

2 1 2 1 2 1 2 1
()i an sty = ()it b agamsny T Tl b an—1) = (T 0500-1))
(3.20)

Dans le cas ou le champ FE est situé sur une aréte, on doit prendre en compte

le fait que la masse est différente. On donne ici & titre d’exemple le schéma pour
un champ FE, situé sur 'intersection des faces Y~ et Z~. On notera également que
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—— —
> I,
N - ~ |"E
’Ey
g
-»Jy
N . .
e
Fic. 3.3 — schéma des champs J et E sur une aréte
aréte Face déterminante | signe pour le carreau localisé Signe pour
sur la Face déterminante I’autre carreau
Y- - X~ Y- + —
Y- - Z7 Y- + +
X -Y" X~ + +
X -Z" X~ + +
Z+ _y+ Vas + —
z+ _ Xt z+ + _
Xt -7~ Xt + +
Xt -Y~ X + +
Z- =Y~ Z~ + —
Z- - X Z~ + —
Yt - Xt Y+ + —
Yt —-Z Y+ + +

TAB. 3.1 — tableau de référence des arétes
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deux degrés de liberté liés au courant sont sur la face Y~ et deux autres sur Z—.

. At
2n+2 _ 2n+2
(Be) it 2w = Bedivizion + 30 A,
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

(=i = U)aithasanen — o)sihynn o — Ue)itharenan)
(3.21)
Remarque: De la méme fagon que précédemment, si un degré de liberté du

courant se trouve sur une aréte, le signe peut changer suivant le tableau 3.1

3.2.2 Schéma pour la grille fine

Dans la grille fine, on procede de la méme fagcon. On commence par calculer la
solution relative & un courant nul (E), puis on ajoute la contribution du courant.

Comme exemple de 1'actualisation d’une composante de champ localisée sur une
face (hors aréte) on donne I’équation pour la composante E, de la face Y :

~ = n+3 n+3 n+3
60( m)?iil%,j,k) B (Ez)?i—f—%,j,k) _ 2(Hz)(i+2§,j+%,k)+(Hy)(i+2§,j,k75) B (Hy)(i+2§,j,k+§)
At Ay Az
(3.22)
ainsi que celle relative & la face Y
. 1 N ntl ntl n+l
60( I)Zﬁ—%,j,k) B (E’”)?H%,j,k) _ _Q(HZ)(H—?%,J'*;,k)+(Hy)(i+2%,j,k7;) B (Hy)(i+2§,j,k+§)
At Ay Az
(3.23)

La regle est identique a celle relative & la grille grossiere. On écrit le schéma de

Yee, on élimine les composantes des champs magnétiques localisées a ’extérieur

de la grille fine et on double la contribution des champs magnétiques strictement

intérieurs.

Sur les arétes le schéma est différent, par exemple pour I'aréte intersection des
faces Y~ et Z~

. . ntl ntl

Bl im = Polisram 2D diam  2Hadomy (.24

AL Ay + Az

La regle est la suivante: on élimine les composantes du champ magnétiques inexis-

tantes dans la grille fine et on double la contribution des composantes restantes.
Reste ensuite a ajouter le courant. Comme on le voit sur la figure 3.4 un champ

électrique fin peut étre affecté par deux ou quatre degrés de liberté de courant
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e

N ey N ESS

[ —_—

= FEy

!
i
i

R

F1G. 3.4 — schéma des champs J et E; sur une maille

suivant s’il se trouve & Iintérieur strict ou non d’une maille. De plus, la valeur des
produits de fonctions de bases variant d’un champ a I’autre, les coefficients issus de
la formule de quadrature pour le calcul des intégrales, ne sont pas les mémes pour
tous les champs fins (voir figure 3.5).

Da Db
: J
I = K
I
Pe ! Da
____9___:___+__
i poids produits des coefficients
| de gauss | fonctions de base
Pa | Db a| 1/4 1/2 da=1/8
b 1/4 3/2 a = 3/8
c 1/4 1 g =1/4
d 1/4 3 gq=3/4

F1G. 3.5 — poids pour les champs fins
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On présente par exemple ci-dessous le schéma, obtenu & I'itération 2n+4£4, £ =1,2
pour la composante E, sur la face Y.

( 2n+L _ (] \2n+L
(Ew)(2i+§,2j,2k+1) - (Ew)(2i+%,2j,2k+1)
2At Intl _—
oAy ( 9e (J2)(3i 2,25 0541) + 4 (Jw)(Z,zj,zkH))
2n+¢ _ (17 \2n+<
(Em)(2i+%,2j,2k+1) - (Ex)(2i+%,2j,2k+1)
2At i1 -
+60Ay ( 4 (J‘”)(gi+2,2j,2k+1) T (Jw)(2ni,2j,2k+1))
2n+4 (T \2n+e
(Em)(2i+%,2j,2k+2) - (Em)(2i+%,2j,2k+2)
| 2AL (3.25)
— 2n+1 2n+1
+60Ay ( Ga (Jz)(gli+2,2j,2k+1) +a (JI)(;,%%H)
2n+1 2n+1
+Qa (Jw)(éni+2,2j,2k+3) + dp (J"”)(;li,Qj,Qk+3))
2n+L _ (17 \2n+<
(Ex)(2i+%,2j,2k+2) - (Em)(2i+%,2j,2k+2)
2At _— -
t ey ( 0 (o) (342,25 26+1) T a (o) (33 95 2641)

2n+1 2n+1
+ap (Jw)(2ni+2,2j,2k+3) tda (Jw)(;i,zj,zkm))

\

On remarque que les formules sont identiques que I'instant soit 2n+ 1 ou 2n + 2,
puisque I’on a choisi JInty = Jints = g+l

De la méme fagon que dans le cas de la grille grossiére, si un courant considéré
se situe sur une aréte le signe peut changer suivant le tableau 3.1.

Lorsque le champ électrique se situe sur une aréte, on doit prendre en compte
que la masse est différente, de plus la formule fait intervenir des courants de deux
faces différentes. On donne ici a titre d’exemple le schéma pour un champ E, situé
sur l'intersection des faces Y~ et Z~.
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(B mion =BG 2j0m
+:)% (40 (To)5it5501.00 + 0 (1) (5055 41,00)
-l-% (+Qa (Jz)?;i—i—i—-;ﬂjﬂk-l-l) T (Jw)?;iﬁ’%ﬂ))
(Be)sis aiom) = B3y njony (3.26)
+:)% ( b (Jz)?;iilzgjﬂﬂk) ta (Jw)?gizﬂ’%))
+% (qb (Jx)?‘zzgj,%jtl) +da (Jw)?;"z’%“))

\

Ici encore, si le schéma fait intervenir un courant situé sur une aréte, le signe de
sa contribution sera déterminé par le tableau 3.1

Les équations présentées permettent donc de calculer les champs électriques gros-
siers et fins a l'interface dés que le courant est connu.

3.2.3 Résolution. Détermination du Courant

Afin de calculer le courant J2*+1 3 Dinterface, on décompose le champ électrique
en deux parties, la premiere correspond au champ électrique en I’absence de courant
(E). Ce champ se calcule explicitement & I'aide de quantités connues car calculées
a des instants antérieurs. La seconde correspond a la contribution due au courant
seul. On utilise cette décomposition pour écrire la relation de conservation d’énergie
a Pinterface, qui revient & écrire une égalité de flux de champs électriques,

EQn—I—Q + EQn E2n—|—2 + 2E2n+1 + E2n
(I)g — (Bzh)% — (BJ%h f 4f f

La linéarité des équations nous permet alors d’écrire une relation entre les flux
provenant des champs électriques sans courant et les flux induits par ce courant
(2.33). On obtient ainsi un systéme linéaire dont l'inversion nous donne le courant.

Le second membre provient de flux électriques de chaque grille. Les schémas
indiqués ici proviennent de la condensation de masse des matrices indiquées en 2.3.
La discrétisation choisie pour résoudre le probléme conduit & prendre les flux dans
les mémes espaces d’approximation que les courants.

= (3.27)
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On décompose le calcul des flux en deux parties une induite par les champs
électriques grossier a l'interface et 'autre par les champs fins
Exemple pour le calcul de flux grossier ®J sur la face Y ™)

(éi)?ggﬁ,%ﬂ) == —AzAzdiat {(Ew)(2i—1,2j,2k) + (Ez)(2i+1,2j,2k)

+(Ez)2i-1,2j,2k+2) T (E:c)(2i+1,2j,2k+2)}
(3.28)
Le signe 6o+ signifie que 1'on effectue la moyenne des quantités aux instants 2n et
2n + 2.

Lorsque le flux se situe sur une aréte, sa fonction de base étant la concaténation de
deux demi-fonctions de base issues de deux faces différentes, la formule differe pour
plusieurs raisons. Les deux demi-fonctions de base n’ayant pas la méme direction, ce
sont deux composantes différentes du champ E qui interviennent dans le calcul du
flux. Ces deux fonctions de bases n’ayant plus des supports égaux, les coefficients
de pas d’espace intervenant sont différents. D’autre part, en raison du choix de
I’orientation de la fonction de base sur ’aréte, le signe de la contribution du champ
est déterminé par le tableau 3.1.

Par exemple, le schéma pour le calcul du flux sur 'aréte intersection des faces
Y~ et X fait intervenir la composante E; de la face Y~ et la composante E;, de la
face X~ avec un signe — puisque l'on a choisi de déterminé le signe de cette aréte
par la face Y.

(Qg‘)?;i:;lj’Qk_Fl) = —ban¢ {AiﬂAZ [(Ew)(2i+1,2j,2k) + (Ew)(2i+1,2j,2k+2)]

(3.29)
—AyAz [(Ey)(zz‘,2j+1,2k) - (Ey)(Qi,2j+1,2k+2)]}

La partie du flux provenant de la grille fine fait intervenir la somme de 12 champs
électriques fins, pondérée par les poids définis figure 3.5. On donne ici la formule
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pour la Face Y~
(‘I’;J;)?ZE,%H) = AzAzda {

a [(E$)2z—— 2j,2k T (Ew)zz—— 2j.2k+2 T (Ew)2z'+g,2j,2k + (Ew)2i+§,2j,2k+2]

00 |(B)oi1 ook T (Ba)gio 1 pjonta + (Ba)aiy 1 ojop + (E$)2i+%,2j,2k+2]

&
+pa (( [ 22_; 2j.2k+1 T (Ez)2i+§,2j,2k+1]
&

+pc 2z7§ 25.2k+1 T (Ez)2i+%,2j,2k+1] }
(3.30)

- A2n—|—2 +2A2n+1A2n
olt oAt A =

De la méme fagon que précédemment, la formule sera modifiée si le flux se situe
sur une aréte, faisant intervenir les champs de deux faces différentes ainsi que les
éléments de surface correspondants. Par exemple, pour I'intersection des faces Y~
et X~ on aura

((I)g)?;_,;ﬂk—kl) = 0t {
Pa [AmAz (( )2Z+ 25,2k T (Ez)zz‘+%,2j,2k+2)
+AyAz ( 21,2]-4_%,2;9 + (Ey)2i,2j+g,2k+2)]
+pp [AwAz ( 2H_ 2.2k T (Ez)2i+§,2j,2k+2) (3.31)
+AyAz ( 2z,2j+%,2k + (Ey)2i,2j+%,2k+2)]
E

+p4 [AwAZ( $)21+2,2j,2k+1 + AyAZ( y)Qz 2]+2,2k+1]

+pe [AxAz(Ez)%Jr%,kaH + AyAZ(Ey)zi,2j+g,2k+1] }

Le calcul du second membre étant effectué, il nous reste & présenter la construc-
tion de la matrice liant le courant aux flux pour que le schéma soit complet.

La décomposition du champ électrique & l'interface en un champ électrique
calculé sans courant et un champ dii uniquement au courant conduit a la méme
décomposition pour les flux. Pour chaque vecteur courant défini a l'interface on
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peut calculer le flux qu’il va induire. Une fagon simple de construire la matrice est
donc de calculer le flux induit par chaque vecteur unitaire de la base des courants.
Chaque flux calculé correspondra alors & une colonne de la matrice liant le courant
au flux.

3.2.4 Propriétés de la matrice

La matrice ainsi construite, a pour dimension le nombre d’arétes sur I'interface,
elle est trés creuse et bien conditionnée.

Chaque colonne de la matrice correspond aux flux induits par un courant situé
sur ’aréte correspondant au numéro de la colonne. Comme on le voit sur les figures
3.6 et 3.7 le nombre de flux induits par un courant est limité. Dans le cas général,
le courant n’induit que neuf flux grossiers et vingt cinq flux fins. La matrice étant
donc tres creuse elle sera stockée en morse.

——» Courant

—— Champs électriques induits

Flux induits

Fi1G. 3.6 — influence du courant sur les flux grossiers

Le calcul numérique du conditionnement de la matrice fait apparaitre un bon
conditionnement puisqu’il est compris entre 20 et 30. La résolution du systéme se
fait par gradient conjugué. La méthode converge en & peu pres 30 itérations vers la
précision machine.
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—p Courant

Champs électriques
induits

Flux induits

Fi1G. 3.7 — influence du courant sur les flux fins
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On présente, par exemple, figure3.8 le cas d’une boite raffinée de dimension
10x12x8, le nombre de degré de liberté vaut alors 1184, le nombre de points non nuls
est 30104 soit moins de 26 points non nuls par ligne, mais le nombre de réels stockés

sera de 15644 puisque la matrice est symétrique. Une estimation du conditionnement
vaut 27.8.
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0 200 400 600 800
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1000

Fi1a. 3.8 — Squelette de la matrice de Courant pour une boite vide

On a présenté dans cette section les schémas permettant le raccord entre la
grille fine et la grille grossiére avec une notation “différences finies”. L’avantage de
cette présentation est de fournir des schémas plus clairs qu’avec une présentation
“éléments finis”, mais il devient difficile de conserver cette méthode dans le cas ou
des degrés de liberté sont inexistant par exemple en présence de conducteurs. On
choisira alors d’adopter une présentation plus adaptée & un maillage non structuré.
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Ceci n’est qu’une présentation différente des calculs, ces derniers étant bien sir
identiques.
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Chapitre 4

Extension de la méthode en
présence de conducteurs parfaits

4.1 Position du probleme

Nous nous intéressons dans cette section & la prise en compte de conducteurs
parfaits a I'intérieur du domaine de propagation. Rappelons que c’est 134 I'un des
intéréts du raffinement de maillage: le pas d’espace étant plus petit, le raffinement
permet de mieux prendre en compte la géométrie des conducteurs. Il est donc crucial
que la méthode permette cette incorporation. Nous verrons que celle-ci s’obtient
facilement en modifiant les espaces pour le champ électrique (on met la condition de
conducteur parfait dans l’espace) et surtout pour le courant circulant & la surface
de la boite raffinée.

4.2 Description des conducteurs. Modification des es-
paces

La géométrie des conducteurs est supposée coincider avec un ensemble fini de
surfaces planes. On notera C cet ensemble. On distinguera C; et C,4 les conducteurs
respectivement inclus dans la boite raffinée ou hors de celle-ci.

C;=CNB, Cy=CnNB (4.1)
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Un ensemble qui va jouer un réle important est I'intersection des conducteurs avec
la surface de la boite raffinée . On a

Cx=CNT=C;NE=CNY (4.2)

Cet ensemble peut étre constitué par des surfaces ou encore par des segments.

Une fois décrites les hypotheses sur les conducteurs, on passe maintenant a la
modification des espaces fonctionnels induite par la prise en compte des conducteurs.
La condition

AA(EAR) =0, sur C (4.3)

est incorporée dans I’espace &:
5:{EEH(rot,Q),ﬁA(EAﬁ):Osur C} (4.4)

L’espace des traces tangentielles sur X des éléments de £ est

1

1
Hoo? (rots, ¥) = {(I) € H 2(rotg,%),n. AN® =0 sur Cg} (4.5)

ol 7. est la normale & Cx. On a vu que le courant J appartenait au dual de 1’espace
des traces tangentielles des champs électriques. On aura donc J € M avec

M= (H,;,% (rotz,E))l. (4.6)

Une fois, ces espaces construits et modifiés, le systéeme de Maxwell dans un
milieu avec conducteurs est obtenu simplement en reprenant le systéme variationnel
constitué des équations (1.11) a (1.15).

4.3 Discrétisation

Dans la suite, on supposera que les conducteurs coincident toujours avec des
mailles soit fines soit grossiéres. On peut remarquer que cette hypothese implique
que la trace des conducteurs sur ¥ coincide avec un ensemble de mailles grossieres.
Remarquons que ceci n’est possible que parce que 'on a supposé que le maillage fin
était un sous maillage du maillage grossier. On a donc

Co= U M cr= U M, cs= U M (4.7)
ez, ez, eIy

INRIA



Une méthode stable de raffinement de maillage 47

Cette hypothese permet de construire trés facilement un espace d’approximation
pour & : il suffit simplement de supprimer les degrés de liberté qui sont localisés sur
les conducteurs. Cela revient & annuler les composantes électriques tangentes aux
conducteurs.

Pour le courant, c’est un peu plus délicat. C’est un espace de fonctions définies
sur le complémentaire de Cx. On note Oy ce domaine. Le départ est identique a
ce que nous avons présenté pour le cas sans conducteur: la restriction du courant a
chaque maille de Oy, est approchée par une combinaison des 4 demi-fonctions de base
rattachées a la maille. La différence réside dans le recollement des demi-fonctions de
base. On donne ci-dessous la description et le traitement des différentes situations
qui peuvent se présenter.

— P’aréte n’est localisée ni & 'intérieur, ni a la frontiére d’un conducteur. Dans ce
cas, la loi de Kirtchoff s’applique: on a un unique degré de liberté sur l'aréte.

— L’aréte est complétement interne & un conducteur. Dans ce cas, il n’y a pas de
courant accroché a cette aréte.

— L’aréte est localisée a la frontiere d’un conducteur, auquel cas deux situations
se présentent:

1. L’une des deux mailles entourant I'aréte est incluse entiérement dans
un conducteur. Alors, la demi-fonction de base définie sur 'autre maille
devient 'unique fonction de base associée a cette aréte.

2. Aucunes des deux mailles entourant I’aréte n’est incluse dans un conduc-
teur. Ceci correspond au cas ou la trace sur X du conducteur est réduit
a un segment. Dans ce cas, on doit dédoubler le degré de liberté as-
socié & l'aréte. En effet la loi de Kirtchoff ne peut s’appliquer au tra-
vers d’un conducteur, puisqu’il n’y a aucune raison de conserver la diver-
gence du courant au travers d’un conducteur (il existe une justification
mathématique de ceci mais comme on devine le lecteur trés occupé, celle-
ci lui sera épargnée). Dans cette configuration, on a donc deux degrés
de liberté associés a I’aréte. Les deux demi-fonctions de base deviennent
fonction de base.

La prise en compte de conducteurs peut donc conduire & une diminution ou une

augmentation du nombre de degrés de liberté. Nous montrons figure 4.1 un maillage
du courant dans Pexemple d’une boite traversée par une plaque fine, les degrés
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de liberté indiqués en rouge ont été dédoublés. Nous verrons dans les applications
numériques que cette fagon de procéder donne de bons résultats.

Fic. 4.1 — Eclatement du maillage du Courant sur Uinterface en présence d’une
plaque
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4.4 Autres extensions de la méthode

La méthode permet donc l'utilisation en champ total du raffinement avec exis-
tence de conducteurs parfaits dans le vide. Plusieurs extensions de la méthode sont
possibles, certaines ne posent aucun probléme de méthode et nécessiteraient uni-
quement un effort de programmation, d’autres demanderaient une adaptation de la
méthode elle-méme. On présente ici les extensions dont nous avons étudié la possi-
bilité, par ordre croissant de difficulté.

La premiére concerne le passage en champ diffracté, il suffirait pour cela, d’intro-
duire 'opposé du champ incident sur les conducteurs de la grille fine. I’extension au
cas d’une boite raffinée enfouie dans le sol ou & moitié enfouie se traite de maniére
complétement équivalente ; il suffit de coder le schéma de Yee adéquat dans la grille
raffinée et & l'interface grille fine - grille grossiére.

Certaines extensions seraient un peu plus difficiles & coder mais toujours com-
patibles avec la méthode. Le raffinement d’une boite dans une boite déja raffinée
nécessiterait d’utiliser pleinement la récursivité du Fortran 90. Il serait cependant
préférable que la deuxiéme boite se situe & au moins deux mailles de I'interface afin
d’éviter que les matrices définies a ’interface ne soient couplées ce qui entrainerait
une difficulté supplémentaire mais pas insurmontable.

On pourrait également imaginer des grilles raffinées non rectangulaires, ce qui
permettrait d’adapter la forme de la grille fine au détail géométrique, par exemple
dans le cas d’une plaque oblique, la grille fine suivrait le conducteur de maniére
oblique également. Ceci permettrait un gain au niveau du nombre de points a raffiner
mais nécessite d’adopter un codage éléments finis de la méthode.

Enfin, la derniére extension étudiée sans modification significative de la méthode
concerne le raffinement 1-n. Une implémentation en deux dimensions a été réalisée,
elle montre que 'importance des ondes parasites dans la grille fine croit avec n
jusqu’a ne plus étre négligeable. Ce phénomene diminue si 'on diminue le pas de
temps mais il nous parait tout de méme plus judicieux d’utiliser des boites imbriquées
de raffinement 1-2 que de passer directement & une grille raffinée n fois.

Un cas d’extension qui réclame des études plus poussées de la méthode concerne
la traversée de l'interface par des fils. Il est possible d’étendre la méthode de raffi-
nement de maillage en utilisant la formulation variationnelle présentée dans [5], il
s’agit d’un modele filaire de type Holland. Par contre le modéle de Holland utilisé
dans Gorf n’utilise pas la discrétisation en temps permettant la conservation d’une
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énergie discréte et ne permet donc pas d’étendre directement les techniques utilisées.
Deux possibilités sont donc offertes

— Coder le modele filaire variationnel [5] puis intégrer le raffinement de maillage.

— Appliquer directement le modéle de Holland mais sans pouvoir garantir la
stabilité.

INRIA



Une méthode stable de raffinement de maillage 51

Chapitre 5

Algorithmique

Deux Algorithmes différents sont possibles pour la gestion de Pinterface grille
fine-grille grossiére. Le premier suit pas a pas la méthode décrite et permet la
vérification de la conservation de ’énergie tandis que le deuxiéme est une version
plus rapide.

5.1 Une implémentation pas a pas

Dans cette implémentation, a chaque itération grossiére, on commence par cal-
culer les inconnues sans courant. Ainsi dans un premier temps, on calcule le champs
électrique grossier tangent E2"+2 A interface puis les flux électriques grossiers qu’il
induit. Dans la grille fine ’opération est un peu plus longue puisqu’il faut calculer
les champs électriques et magnétiques dans toutes la grille fine et sur I'interface sur
deux pas de temps (E?"*! et E2"*2) 3 Paide du schéma de Yee. Pour chaque champ
calculé, on soustrait aux flux grossiers les flux fins qu’il induit. A la suite de cette
opération, le calcul du flux total permet d’inverser le systéme linéaire donnant le
courant.

La phase suivante consiste & mettre & jour les champs électromagnétiques par
prise en compte du courant. Pour le champ grossier, ’opération est simple, il suffit
d’ajouter au champ électrique E?"2 la contribution du courant (th)ﬂ"“. Pour
le champ électromagnétique dans la grille fine, cette correction est plus délicate car
elle nécessite de reprendre le calcul & partir des champs initiaux E?" et H 2"_%, au
moins au voisinage du bord. Une maniere de faire est de stocker ces 2 champs avant
le calcul sans le courant puis de redémarrer le calcul a partir de ces valeurs dés que
le courant est connu. On intégre donc, et & nouveau sur deux pas de temps fins, le
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schéma de Yee mais en ajoutant le courant au champ électrique & chaque pas de
temps.

Le gros avantage de cette méthode est qu’elle permet le calcul de 1’énergie
électromagnétique dans la grille fine. En effet la mise a jour du courant se faisant par
itération du schéma de Yee, on dispose des valeurs des champs électromagnétiques
intermédiaires de la grille fine nécessaires au calcul de ’énergie fine et des flux. Ceci
permet de tester la validité du programme en vérifiant une propriété du schéma
valide en I’absence de termes sources: la variation entre deux pas de temps grossiers
des énergies de chaque grille doit étre égale a la valeur commune, au signe prés, des
flux électriques a travers 'interface. Ceci induit la conservation de 1’énergie totale.

5.2 Une implémentation un peu optimisée

Une optimisation possible de I'implémentation précédente réside dans la maniere
de mettre a jour les champs électromagnétiques fins, elle présuppose d’avoir stocké
une matrice creuse donnant directement les champs électriques induits par un cou-
rant aprés deux itérations du schéma de Yee. Cette matrice est calculée lors de la
phase d’initialisation. Lorsque que 1’on construit la matrice liant les flux électriques
aux courants, il suffit de stocker également les champs électriques et magnétiques
induits.

Cette implémentation ne permet pas de procéder & la vérification de la conserva-
tion de I’énergie, puisque les champs électromagnétiques intermédiaires ne sont pas
calculés.

5.3 Calcul des Matrices

Comme nous ’avons dit nous devons construire la matrice permettant de cal-
culer le courant & partir des flux électriques. Pour cela, on a adopté une procédure
numérique tres simple. Pour chaque degré de liberté, on simule le champ électro-
magnétique induit par le courant qui vaut 1 sur I’aréte associée et 0 ailleurs, et cela
pendant 1 pas de temps grossier en partant d’un état nul. Le calcul du flux électrique
total & travers la boite donne directement une colonne de la matrice. On optimise
cet algorithme en n’effectuant la simulation que dans une boite de quelques mailles
autour de l'aréte associée au degré de liberté. Notons, que ’on peut faire un cal-
cul analytique de cette matrice au moins dans le cas d’une boite non traversée par
les conducteurs. Les calculs deviennent vite inextricables pour les situations avec
traversée de conducteurs.
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_3
Les champs électromagnétiques fins E;}ZQ et H}L_Q induits correspondent préci-

sément aux colonnes des deux matrices qui permettent la mise & jour des champs
électromagnétiques fins une fois le courant connu. Cette matrice est réutilisée lors
des itérations de I’algorithme optimisé (cf. 5.2).

5.4 Compléments sur les conducteurs

En I’absence de conducteur, la construction du maillage d’éléments finis pour le
courant consiste a choisir une numérotation des mailles et des arétes localisées sur
I'interface, puis a construire deux tableaux

— Le tableau de correspondance entre chaque carreau et les 4 numéros de ses
arétes

— Le tableau donnant les coordonnées du carreau. En pratique, comme on tra-
vaille avec une grille structurée, il suffit d’associer a chaque carreau 4 informa-
tions (les 3 indices dans la grille grossiere d’un de ses 4 coins et 'orientation
de la face frontiére a laquelle il appartient).

Avec les conducteurs, c’est un peu plus compliqué. On a vu que leur présence
entrainait qu’a chaque aréte, on pouvait adjoindre de 0 & 2 degrés de liberté. Afin
de discriminer les situations, on doit détecter, pour chaque maille, la présence d’un
conducteur sur une de ses arétes. Une des maniére de faire consiste a initialiser les
champs électriques grossiers sur interface a 1, puis & appeler la procédure traitant
les conducteurs, c’est a dire annulant les composantes de champs électriques qui
leurs sont tangents.

Pour chaque aréte, on distingue alors plusieurs cas.

— L’aréte n’est pas localisée sur un conducteur, auquel cas on ajoute un degré de
liberté que 'on associe aux deux carreaux dont elle est ’aréte commune (c’est
exactement ce que l'on fait dans le cas ou il n’y a pas de conducteur).

— L’ aréte est traversée par un conducteur, on compte pour chacun des deux
carreaux voisins, le nombre d’arétes annulées. Trois cas sont alors possibles

— Les deux carreaux ont toutes leurs arétes annulées. On ne rajoute pas de
degré de liberté: I’aréte est complétement interne au conducteur.

— Un seul des deux carreaux, soit Cp, a au moins une de ses arétes non
annulée. Cette aréte est localisée a la frontiere d’un conducteur et sépare
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0 0
Fic. 5.1 — aréte interne au conducteur
une zone entiérement conductrice (d’au moins une maille) d’une zone vide.

On crée un nouveau degré de liberté associé a Iaréte que 1'on référence
au carreau Cj.

1 0 1 0

1 0 0 0 0 0
C() C10
1 0 0 0

F1G. 5.2 — aréte frontiére

— Les deux carreaux ont au moins une aréte non annulée. C’est le cas par
exemple si les conducteurs intersectent la boite en un segment ol se situe
précisément 1’aréte. On peut imaginer des situations plus exotiques (une
double encoche téte-béche filiformée en son milieu par exemple). On crée
alors deux nouveaux degrés de liberté associés a cette aréte, chacun étant
référencé par I'un des deux carreaux.

1 1 0 0
= =
1 0 1 1 0 1
— —
1 1 0 0

Fi1G. 5.3 — trace filaire
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Chapitre 6

Validation a travers quelques
expériences numériques

Le code de raffinement de maillage est validé & I’aide d’expériences numériques.
On montre que le raffinement n’induit pas d’erreur supplémentaire significative et
que, dans certain cas, le raffinement apporte une amélioration dans la prise en compte
de conducteurs.

Pour chaque expérience, nous effectuons plusieurs simulations, I’'une avec un
maillage grossier, 'autre avec un maillage ﬁn(%), une avec un raffinement de grille
local (%), enfin une expérience avec une grille tres fine nous permet d’obtenir une
solution de référence.

6.1 Une boite raffinée dans le vide

On effectue ici une simulation de la propagation d’un champ incident dans le
vide, avec un raffinement local. On effectue des enregistrement en divers points du
maillage grossier, afin de mesurer l'influence de la grille fine, plus exactement afin
de comparer ’erreur due au raffinement seul, a celle du schéma classique.

Le résultat de ces expérience est présenté figure 6.1. La figure du haut montre les
solutions pour la grille grossiére, la grille fine et la grille raffinée localement. Cette
figure montre que la grille fine n’a pas provoqué d’erreur supplémentaire significative.
La figure du bas montre les différences de ces résultats avec la solution de référence.

Pour des discrétisations généralement utilisées, (environ 20 points par longueur
d’onde), I'erreur due au raffinement est bien que d’ordre 1, négligeable devant 1’erreur
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due au schéma classique sans raffinement qui elle est pourtant d’ordre 2 (dans le cas
général, car le programme utilisé ici n’est pas d’ordre 2).

Composante Ey Différences avec une solution de référence
1000F T T T o T T 3 5 T T T
2\ - =
— grille grossiére / — grille grossiere
|| — orille fine \ i 20+ grille raffinée localement N\
900 grille raffinée localemen| / \, — grille fine \\
\ \
o0k [ 1 st [
\ [
[ \
700 \ 10 [ \
| [\
| I/ N\
600 'y\ 5 Iy \ A
I/
I \
\ y
500 0 — / \¥\ _
| \\ J
\ /|
4001 | \ 4 -5+ v\ /|
| \ \ |
300F 1 -1op “\ I
Vo
\ \ /
2001 \ 1 150 /
A \
1001 / \ E—i \J
0 — . N\ o8|
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Fic. 6.1 — résultats de Uexpérience 1

6.2 Une boite raffinée coupant une plaque horizontale

Cette expérience sert & valider la méthode dans le cas ou des conducteurs coupent
I’interface. On simule la propagation d’un champ incident en présence d’une plaque
métallique perpendiculaire & la direction de propagation du champ incident. La
plaque métallique est positionnée sur des points du maillage grossier.

Les résultats présentés figure 6.3 montrent que la prise en compte de conducteurs
a lintérieur de la grille fine et sur l'interface avec la grille grossiére ne génére pas
d’erreur supplémentaire, puisque les résultats pour la grille grossiére (courbe bleu)
sont identiques & ceux obtenus en raffinant le maillage (courbe verte).

6.3 Une boite raffinée intersectant un cube biseauté

Cette expérience vise & montrer la meilleure prise en compte d’un plan incliné
par une grille raffinée. On simule donc la diffraction d’une onde plane sur un objet

biseauté. La partie de 'objet inclinée est incluse dans une grille maillée plus finement,
le dispositif est décrit figure 6.4.
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Champs incident

Plaque

R
I~ 1~
! p—_—
| . 7
s-- | =——— Grille raffinée
[N
SLo N

Fi1G. 6.2 — Schéma de 'expérience 2

Composante Ey Différences avec une solution de référence
80! 15 T - —
vﬁ‘y — grille grossiére — gr!He grossiére
Al — grille fine grille raffinée localeme
o0 I grille raffinée localemenf| | — grille fine
[
|
600 | \ |
\
|
| L
500~ | | 5
[
| {
|
4001 | \ 1 0 B
| \
\
300 | \ |
| \
| \ -5 1
200 ’,’ ‘\ 4
| \
|
100~ \ 1 -0k J
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\ |
/ -151 \ 1
100 AN ]
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05 1 15 0 05 1 15
x107 x 10
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Un inconvénient de la méthode dans un tel cas, vient du fait que la grille fine
est rectangulaire et ne peut donc suivre localement la plaque inclinée ce qui oblige
a prendre une grille raffinée assez importante.

- <+—RBoite raflinée

<—(Objet métallique

FiG. 6.4 — Schéma de Uexpérience 3

Les résultats de cette expérience sont assez délicats & analyser puisque plusieurs
phénomenes interagissent lorsque 'on raffine, notamment une meilleure prise en
compte du plan incliné mais également une meilleure discrétisation des singularités
apparaissant a la frontiere de I'obstacle. L’amélioration due au raffinement variera
fortement en fonction du point d’enregistrement suivant qu’il se trouve pres d’une
singularité ou du plan incliné.

La figure 6.5 présente les résultats pour un point d’enregistrement situé & ’avant
de Vobstacle (vu du champs incident) et relativement éloigné du plan éloigné. On
constate que le raffinement de grille apporte une amélioration des résultats sans
toutefois obtenir la précision obtenue avec une grille raffinée dans tout le domaine.
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composante E,, différence avec une solution de référence
60! . 30 T - —
— grille grossiére — gr!He grossiére
— grille fine gr!He rafﬂnee localeme
500 grille raffinée localement 208 — grille fine
400+ B
300+ 1
200 4
100 4
0 T— — —
-100- 1
-20 : . ~60 . .
05 1 15 0 05 1 15
x10 x10°

Fi1c. 6.5 — résultats de l'expérience 3

La figure 6.6 présente les résultats pour un point d’enregistrement situé derriére
Pobstacle (vu du champs incident) & proximité du sommet du biseau c’est a dire 1a
ou la singularité est la plus forte.

On constate que le raffinement local a nettement amélioré les résultats puisqu’ils
sont voisins de ceux d’une grille raffinée totalement.

composante E, différence avec une solution de référence
40( T
— grille grossiére
— grille fine
350 grille raffinée localemen
300 1
250 1
200 1
150 1
100+ 1
-30 - —
50k | — grille grossiére
grille raffinée localemen
— grille fine
0 N — S
\ -40- 1
\
-501- y |
~10! . . _50 . .
0 05 1 15 0 05 1 15
x10° x107

F1G. 6.6 — résultats de Dexpérience 3
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6.4 Une boite raffinée autour d’une ouverture percée
dans un cube

Le dernier exemple est une simulation en présence d’un obstacle dont la géométrie
provoque localement des singularités difficilement prises en compte avec un maillage
grossier. Nous considérons un conducteur cubique creux avec une ouverture de taille
petite devant la longueur d’onde (A\) du champ incident (figure 6.7). Nous enregis-
trons ensuite les valeurs du champ électrique en un point & l’intérieur du cube.

|
! ~r—— Cube métallique
|
:
|
! T - Grille raffinée
: _____________________ N
! Lo L
Y ! D - Ouverture
1 Lo o
|
Y PO
|
A OO
:
| ’ . .
! - - q- Intérieur vide

F1G. 6.7 — Schéma de lexpérience4

Les résultats sont présentés sur la figure 6.8. Ils montrent pleinement 1'utilité
d’un raffinement de grille, puisque, en présence d’une grille fine, ’erreur due a la
géométrie de Pobstacle est équivalente & Perreur obtenue en raffinant tout le domaine,
alors que le temps de calcul pour effectué le raffinement local n’a augmenté que de
40% contre 800% pour la grille raffinée partout.
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Composante Ez Erreur commise
30 T 15 T T
— grille grossiére — orille grossiere
— grille raffinée partout —_— griIIe ?afﬁsnée artout
— grille raffinée localement ari inée p
20+ | —— _grille raffinée localement
10r B
10p R
51 |
0
0
_10, 4
5l |
20 1
_30 Il Il Il Il Il _10 Il 1 L L L
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
x107 x107

F1G. 6.8 — résultats de Uexpérience 4
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.1 Annexe: Calcul des valeurs propres de la matrice
associée a 1’énergie

Nous présentons dans cette annexe le calcul effectué grace a Mapple des valeurs
propres de la matrice associée i la forme quadratique |rotE|? restreinte & une maille
du domaine. La fonction |rotE|? définie sur un cube dépend des valeurs des champs
électriques définis sur les douze arétes du cube.

On commence par définir |rotv|? sur une maille

> fi=v -> 1/2%x(C ( (v[11]-v[9 ]1)/dx- (v[2]-v[1])/dz )"2 +
> ¢ (v[12]-v[10])/dx- (v[4]-v[3])/d=z )"2 +
> ( (v[12]-v[11])/dy- (v[8]-v[6])/dz )~2 +
> ( (v[101-v[9 1)/dy- (v[7]-v[5])/dz )2 +
> ( (v[8 1-v[7 1)/dx- (v[4]-v[2])/dy )"2 +
> ( (vl6 1-v[5 1)/dx- (v[3]-v[1])/dy )"2 );

L 1L ovii—vy wg—wip 1 wip—v0 wa—v35 1 wig—vu1 U8 —s9
f.—v—>2( dz dz ) 2( dz dz )+2( dy dz )
1 vio—wvg wr—ws\9 1 wg—wr v4—v39 1 v6—v5 wv3—v1,

+2( dy dz )+2( dx dy )+2( dz dy )

En se servant du fait que les éléments d’une matrice M associée a une forme
quadratique ) peuvent étre calculés

M5, 5) = 7 (Qlei + ¢5) — Qlei — ¢5)) (1)

NG

on peut construire la matrice M
> M:=array(1..12,1..12);
> for i from 1 to 12 do
> ei:=array(1..12,[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,01):

> eili]:=1:

> for j from 1 to 12 do

> ej:=array(1..12,[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]):
> ejl[jl:=1:

> v:=array(l..12);v:=ei+ej : v2:=ei-ej:

> M[i,j]:=1/4*f (evalm(v))-1/4*f (evalm(v2)):

> od:

> od:

le calcul des valeurs propres se fait alors simplement
> eigenvals(M);
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dy? + dz? dy? 4+ dz? da? + d2? da? d2? + dy? d2? + dy? do?

0,0,0,0,0,0,0,

dz? dy? * dztdy? ' dZ? dz? dz? dy? dz* ’
dz? dz* + dy? dz? + dy? dz?
dz? dy? dz?

La plus grande valeur propre étant A%EQ + A%ﬂ + ALZQ on en déduit la majoration
(2.52)
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