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INTRODUCTION

Cette thèse comporte deux parties indépendantes dont le thème commun concerne des phé-
nomènes de propagation d’ondes en régime temporel par une approche que l’on peut qualifier
de "stationnaire" au sens elle consiste à représenter une onde transitoire par une superpo-
sition d’ondes périodiques. La première partie est dédiée à la focalisation spatio-temporelle
d’ondes acoustiques sur des obstacles diffractants. Elle fait l’objet des quatre premiers chapitres.
La seconde est consacrée à l’étude des équations de Maxwell, en régime transitoire, dans un
dioptre entre un diélectrique et un métamatériau. Elle est également divisée en quatre chapitres.

Cette introduction est composée de deux paragraphes présentant le contexte, les objectifs et
un résumé des résultats obtenus dans chaque partie.

Focalisation spatio-temporelle d’ondes acoustiques

Enjeux et motivation
Aujourd’hui, les méthodes permettant de concentrer de l’énergie acoustique ou électroma-

gnétique à la fois spatialement et temporellement dans une zone donnée sont prisées en raison
de la diversité et de l’importance de leurs applications. En médecine, on cherche par exemple à
détruire, sans intervention chirurgicale, des parties malades de l’organisme sans endommager les
tissus voisins. Citons à ce titre la méthode de lithotritie extra corporelle (cf. [77, 105]) qui vise
justement à casser des calculs rénaux par ondes ultra-sonores. L’opération est réalisée en deux
temps. Les calculs rénaux sont tout d’abord repérés par une méthode d’imagerie "classique"
(radioscopie ou échographie). Des ondes sont ensuite générées par un réseau de transducteurs
piézoélectriques pour focaliser spatialement et temporellement sur l’un de ces calculs. Elles en-
trainent alors pendant un bref instant une variation brutale de la pression au voisinage de ce
calcul provoquant ainsi sa fragmentation. Dans un autre domaine, celui des télécommunications
à l’instar de l’acoustique sous-marine [45], les réseaux sans fils [43]) ect, il s’agit de trouver
des techniques pour acheminer la plus grande quantité d’énergie entre un émetteur et un ou
plusieurs récepteurs via l’utilisation d’ondes acoustiques ou électromagnétiques. L’enjeu est ici
de prendre en compte le caractère diffusif du milieu de propagation pour pouvoir acheminer suf-
fisamment d’information au niveau des récepteurs. Dans l’industrie, dans le cadre du contrôle
non destructif des matériaux, on cherche à imager des défauts dans les métaux (cf. [54]). Enfin,
le champ d’application s’étend également à la géophysique (cf. [73]) où l’on essaye par exemple
de localiser l’épicentre d’un séisme.

Notre problématique s’inscrit dans le cadre de ces applications. Nous considérons un milieu
acoustique perturbé par la présence d’obstacles diffractants (à l’instar des calculs rénaux pour
la lithotritie) dont nous ignorons la position. Nous cherchons alors à l’aide d’un réseau composé
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de N transducteurs ponctuels à émettre une onde transitoire venant focaliser sélectivement en
temps et en espace au voisinage d’un de ces obstacles. Par focaliser, nous entendons que la
majeure partie de l’énergie de l’onde doit venir se concentrer en un temps donné au voisinage
de cet obstacle.

Contexte
La méthode de retournement temporel permet d’obtenir de telles propriétés de focalisation

dans le cas d’une source active. Par active, nous entendons que cette source est capable d’émettre
un son. Cette méthode est basée sur la réversibilité de l’équation des ondes dans un milieu non
dissipatif. Elle peut être illustrée par l’expérience suivante (cf. [50]). Dans un premier temps,
une source acoustique émet un son qui se propage dans le milieu. Ce son est ensuite mesuré par
un réseau composé de transducteurs pouvant jouer alternativement le rôle d’émetteurs ou de
récepteurs. Dans un second temps, le réseau réémet la mesure mais retournée temporellement
(à l’instar d’une bande magnétique passée à l’envers dans un magnétophone). Il est alors, pour
cette raison, communément appelé miroir à retournement temporel (MRT). Pour une source
localisée spatialement et un son initial suffisamment bref, l’énergie acoustique de l’onde générée
va venir se concentrer à un instant donné dans un voisinage de la source. La qualité de la
focalisation dépend alors des caractéristiques du MRT : elle sera meilleure si celui-ci entoure la
source et contient un nombre suffisant de transducteurs.

Cependant, nous ne cherchons pas à focaliser sur des sources actives mais sur des sources
passives : des obstacles diffractants. La méthode DORT (Décomposition de l’Opérateur de Re-
tournement Temporel) introduite par Claire Prada et Mathias Fink (cf. [95, 97]) répond à cette
attente mais en régime harmonique. Cette dernière est fondée sur le processus de retournement
temporel suivant (décrit par la figure 1). Pour une distribution de signaux d’entrée

q̂in(ω) = (q̂1(ω), . . . , q̂N(ω))> ∈ CN

placés sur les N transducteurs, le MRT émet une onde acoustique qui se propage dans le milieu
contenant les obstacles. L’onde est ensuite réfléchie par les obstacles qui génèrent une onde
diffractée, elle-même mesurée par le MRT. Nous désignons par opérateur de diffraction, noté
ici Ŝω (cf. figure 1), l’opérateur qui à une distribution de signaux d’entrée q̂ω associe la mesure
du champ diffracté. Le MRT contenant N transducteurs, il s’agit ici d’une matrice N ×N . La
dernière étape consiste alors à retourner temporellement la mesure Ŝω q̂ω du champ diffracté et
à l’utiliser comme signal d’entrée pour réémmetre une nouvelle onde acoustique. Notons qu’en
régime harmonique l’opération de retournement temporel se réduit à une simple conjugaison.
En effet, pour une fonction périodique en temps Φ de la forme :

Φ(x, t) = Re(φ(x)e−iω t),

changer t en −t revient à considérer la fonction

Φ(x,−t) = Re(φ(x)eiω t) = Re(φ(x) e−iω t).

Les auteurs de [95] ont montré qu’itérer ce processus conduit (par algorithme des puissances
itérées) à focaliser sur l’obstacle le plus réflectif du milieu. La méthode DORT est une manière
de raffiner ce procédé en introduisant l’opérateur T̂ω associé à deux itérations du processus de
retournement temporel, communément appelé opérateur de retournement temporel. Ce dernier
est donc défini en fonction de l’opérateur de diffraction Ŝω de la manière suivante :

T̂ω q̂ω = Ŝω Ŝω q̂ω, soit T̂ω = Ŝω Ŝω.
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Le principe de réciprocité du milieu nous assure que l’opérateur de diffraction Ŝω est symétrique
au sens où Ŝ>ω = Ŝω. Ainsi l’opérateur

T̂ω = Ŝω Ŝω = Ŝ∗ω Ŝω (1)

est auto-adjoint. La méthode DORT consiste, comme son nom l’indique, à décomposer cet opé-
rateur, autrement dit à déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres ou encore de
manière équivalente (d’après (1)) à effectuer une décomposition en valeurs singulières (SVD)
de l’opérateur de diffraction Ŝω (nous adopterons d’ailleurs ce point de vue dans le manuscrit).
Ces éléments propres vérifient alors la propriété remarquable suivante. Pour des obstacles suf-

Émission Diffraction

RéceptionRetournement temporel

t→ −t

Ŝω

Figure 1 – Cycle du processus de retournement temporel.

fisamment petits et éloignés, le nombre de valeurs singulières non nulles de Ŝω coïncide avec le
nombre d’obstacles du milieu. De plus, si ces valeurs singulières sont simples, chaque vecteur
singulier à droite associé à une telle valeur singulière génère une onde qui vient focaliser spatia-
lement et sélectivement sur l’un des obstacles du milieu. Cette propriété fut tout d’abord mise
en évidence dans [95, 97] pour des obstacles ponctuels, puis démontrée en acoustique [65] et
en électromagnétisme [6] dans le cas d’un milieu tridimensionnel où la distance entre le MRT
et les obstacles est supposée infinie. Des résultats numériques montrent que ces propriétés de
focalisation restent valables lorsque les obstacles ne sont plus petits devant la longueur d’onde
[3].

Les propriétés de focalisation spatiale des ondes générées par la méthode DORT ont été
étudiées dans divers types de milieux : les milieux diffusifs [93, 96, 104], les guides d’ondes [87,
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103, 78, 2, 109] et les mileux aléatoires [21]. Son domaine d’application, initialement l’acoustique,
s’étend désormais aux ondes électromagnétiques [106, 85, 26] et élastiques [11]. Mentionnons
également que la méthode DORT a été considérée récemment dans le cas d’obstacles mobiles
[92].

Nous pouvons alors préciser nos objectifs. Peut-on profiter des propriétés de focalisation
spatiale de la méthode DORT dans le domaine fréquentiel pour générer un signal transitoire
qui non seulement se focaliserait autour d’une cible particulière, mais aussi serait suffisamment
compressé dans le temps au voisinage de cette cible ? Autrement dit, la méthode DORT peut-elle
conduire à une focalisation spatio-temporelle ? L’idée de départ consiste simplement à superposer
les signaux harmoniques fournis par la méthode DORT. Toute la question réside alors dans la
synchronisation de ces signaux qui sont définis à une phase fréquentielle près.

Contenu de la première partie
Le premier chapitre reprend intégralement le contenu d’un article soumis [30]. La réponse

proposée consiste à tirer parti de la propriété de symétrie de l’opérateur de diffraction Ŝω qui
nous permet de choisir une SVD particulière, dite symétrique (SSVD). L’idée d’utiliser cette
SSVD est née d’un argument purement heuristique. L’essentiel des travaux réalisés dans la
thèse ont consisté à légitimer ce choix, en s’appuyant sur un modèle asymptotique très utilisé
par les physiciens – le modèle de Foldy–Lax – qui considère des obstacles ponctuels. Différents
arguments théoriques et numériques ont été explorés. Tout d’abord, nous avons montré que les
phases fournies par la SSVD reviennent à minimiser un critère temporel qui compare le signal
mesuré avec le retourné temporel du signal d’entrée réajusté par un facteur multiplicatif. D’autre
part, nous avons comparé les signaux résultant de la SSVD avec ceux obtenus par l’expérience
de retournement temporel décrite précédemment pour une source active en supposant que notre
cible pouvait émettre une courte impulsion. Nous avons alors montré que la SSVD fournit
les mêmes phases que cette expérience, autrement dit qu’elle conduit dans le cas d’obstacles
passifs à la même refocalisation que pour des sources actives. Enfin, de nombreuses expériences
numériques en milieux homogène et diffusif ont permis de confirmer l’effet de focalisation spatio-
temporelle et de le quantifier. Les résultats de ce chapitre font également l’objet d’un acte de
conférence [32].

Le second chapitre revient sur les propriétés de focalisation spatiale (admises au premier
chapitre) des ondes générées par la méthode DORT en régime harmonique. Il tente de donner
un cadre mathématique précis à certaines notions utilisées par les physiciens, notamment les
notions de tache focale, d’obstacles parfaitement découplés ("ideally resolved") et de focalisation
sélective. Nous considérons tout d’abord le cas d’un milieu contenant un seul obstacle. Il est
alors montré que l’amplitude des ondes générées par la méthode DORT se concentre dans un
voisinage de l’obstacle appelé tache focale. Dans un second temps, pour un milieu contenant
plusieurs obstacles, nous étudions les propriétés de focalisation sélective des ondes générées par
la méthode DORT dans le cas idéal d’obstacles parfaitement découplés [95, 97]. Puis, nous
montrons par une étude asymptotique des termes d’interactions que l’on s’approche de cette
situation idéale à faible longueur d’onde, autrement dit lorsque les obstacles sont suffisamment
distants.

Le troisième chapitre illustre par une étude numérique les propriétés de focalisation exhibées
dans les deux chapitres précédents. En régime harmonique, il met en évidence à travers divers
exemples la focalisation spatiale sélective des ondes générées par la méthode DORT. Il en montre
également les limites en présentant notamment les cas pathologiques d’obstacles fortement cou-
plés ou non discernables par le réseau de transducteurs. Dans le cas du régime transitoire, nous
complétons les résultats numériques montrés dans le premier chapitre.
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Enfin, le quatrième chapitre constitue une justification dans le cas d’un milieu bidimensionnel
de différents modèles asymptotiques de diffraction multiple par de petits obstacles. Il s’intéresse
entre autres au modèle de Foldy-Lax que nous avons utilisé tout au long de cette première
partie pour modéliser la réflexion d’une onde sur une famille d’obstacles ponctuels. Il reprend
intégralement le contenu d’un article [31] publié dans la revue Wave-Motion.

Théorie spectrale et principe d’amplitude limite pour un
dioptre composé d’un diélectrique et d’un métamatériau

Contexte
Ces dernières années, les matériaux dits "négatifs" ont pris une place importante dans le

domaine de l’électromagnétisme. Commençons par préciser ce que nous entendons par matériau
négatif. En électromagnétisme, en régime harmonique c’est-à dire à fréquence ω fixée, un maté-
riau linéaire, homogène et dispersif est caractérisé par deux grandeurs physiques : sa permittivité
électrique ε(ω) et sa perméabilité magnétique µ(ω). Nous dirons que le matériau est négatif à
la fréquence ω si au moins un de ces deux paramètres physiques est négatif. Dans la nature, les
métaux constituent, sans doute, l’exemple le plus connu de matériaux négatifs. En effet, leur
permittivité ε(ω) devient négative à basses fréquences. Ce phénomène peut se comprendre en
utilisant le modèle de Drude qui constitue une bonne approximation de la dépendance de ε(ω)
en ω dans un métal (cf. [89]) où il est raisonnable de négliger la dissipation (tout du moins à
fréquences suffisamment élevées). Il stipule que

ε(ω) = ε0

(
1− Ω2

e

ω2

)
,

où les constantes positives ε0 et Ωe désignent respectivement la permittivité du vide et la fré-
quence plasma. Ωe est ici située dans l’ultraviolet (cf. [89]), si bien que ε(ω) est négatif pour les
fréquences du visible et plus généralement pour toute fréquence inférieure à Ωe. Grâce à cette
dernière propriété, des ondes peuvent se propager le long de l’interface entre un métal et un
diélectrique, ce sont les plasmons de surface. Ces derniers constituent désormais un véritable
enjeu technologique dans le domaine des télécommunications. Expliquons brièvement pourquoi.

Les plasmons sont un moyen de transmettre de l’information le long d’une interface entre un
diélectrique et un métal via la propagation d’une onde lumineuse. Cette transmission a la par-
ticularité de pouvoir être réalisée à de très petites échelles (cf. [12, 119, 58]). Ils pourraient donc
être utilisés pour réduire la taille des composants électroniques, ce qui constitue un véritable défi
dans le domaine du numérique. Cependant, les plasmons furent longtemps inexploitables tech-
nologiquement car les appareils de mesure ne pouvaient alors détecter que leur champ lointain.
Or, ce dernier est inexploitable car les ondes plasmoniques ont la particularité d’être exponen-
tiellement décroissantes de part et d’autre de l’interface. Récemment, les progrès effectués dans
les procédés d’observation nous permettent d’avoir accès à leur champ proche [51] ; ceci explique
le nouvel engouement concernant les technologies plasmoniques. Notons enfin que les plasmons
sont très sensibles à la moindre irrégularité de l’interface entre le diélectrique et le métal. On
tente alors de les utiliser pour concevoir des photodétecteurs à l’échelle nanomètrique. Pour plus
de détails concernant la physique des plasmons, nous renvoyons le lecteur à [33].

Si les métaux constituent un premier exemple de matériaux négatifs, ils ont à l’instar de
tous les matériaux naturels une perméabilité magnétique µ(ω) positive à toutes fréquences. La
possibilité de concevoir des matériaux de perméabilité négative a vu le jour avec l’avènement
des médiatiques métamatériaux. Les métamatériaux sont des structures périodiques (cf. figure
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2), diélectriques ou métalliques, qui se comportent comme un matériau homogène n’existant
pas à l’état naturel. Ils sont fabriqués en agençant de façon périodique un motif petit devant la
longueur d’onde à laquelle ils sont excités.

Figure 2 – Exemple de métamatériaux. L’un fut usiné au laboratoire Fresnel à Marseille à
partir d’une plaque d’aluminium (à gauche), l’autre a été construit au laboratoire Ames de
l’université de Duke (à droite).

onde incidente onde incidente

onde réfléchie onde réfléchie

onde réfractée

onde réfractée

n1 > 0 n1 > 0n2 > 0 n2 < 0

θ1 θ1

θ2

θ2

Figure 3 – Réfraction entre deux diélectriques (à gauche) et entre un diélectrique et un métama-
tériau à indice de réfraction négative (à droite). Ces réfractions suivent la loi de Snell-Descartes :
n1 sin(θ1) = n2 sin(θ2).

Dans notre cas, nous nous intéressons plus particulièrement aux métamatériaux à indice
de réfraction négative (NIM acronyme anglais pour "Negative Index Metamaterials") qui se
comportent comme un matériau homogène dont la permittivité électrique ε(ω) et la perméabilité
magnétique µ(ω) sont toutes deux négatives. Ils portent ce nom car le changement de signe de
ε(ω) et de µ(ω) induit un phénomène tout à fait remarquable : l’indice optique du matériau
devient négatif. En effet, le physicien Veselago démontre en 1968 (cf. [110]) à partir des équations
de Maxwell que lorsque ε(ω) et µ(ω) sont tous deux négatifs, l’indice optique n n’est plus défini
comme la racine positive du produit ε(ω)µ(ω), il faut dans cas prendre sa racine négative en
posant n = −

√
ε(ω)µ(ω). Toute onde incidente se propageant dans un diélectrique subit alors

à l’interface avec un NIM une réfraction "dite négative" où le signe de l’angle formé par le rayon
réfracté et la normale à l’interface est l’opposée de celui qu’on obtiendrait dans un processus



Table des matières 7

de réfraction classique (cf. figure 3). En exploitant cette propriété, J. F. Pendry imagine en
2000 (cf. [90]) concevoir des lentilles dites "parfaites" au sens où elles ne sont plus soumises aux
limites de la diffraction. Ces dernières doivent être réalisées à l’aide d’une plaque de NIM dont
l’indice optique est exactement l’opposé de celui du diélectrique dans lequel elles sont insérées.

Une dernière application des métamatériaux concerne l’invisibilité [114, 59, 61] dans la me-
sure où ces derniers offrent la possibilité de construire un matériau homogène de permittivité
ε(ω) et de perméabilité µ(ω) données. En jouant sur ces deux paramètres, on est donc théo-
riquement capable de choisir l’indice optique du milieu, autrement dit de contrôler le trajet
de la lumière. Les physiciens ont ainsi imaginé façonner des capes d’invisibilité pouvant dévier
les rayons lumineux afin de rendre un objet invisible (cf. figure 4). Pour l’instant, il n’y a pas
encore de quoi faire frémir les fans d’Harry Potter puisque de telles expériences n’ont encore
pu être menées. En effet, pour construire de tels matériaux, il faudrait être capable de réaliser
des structures périodiques dont le motif est petit devant les longueurs d’ondes du visible (400 à
800 nanomètres), ce qui est pour l’instant technologiquement hors de portée. Néanmoins, il est
aujourd’hui possible par un tel procédé de rendre un objet invisible pour les micro-ondes dont
la longueur d’onde varie entre 1 millimètre et 1 mètre [102].

Figure 4 – Exemple d’invisibilité : une couche de métamatériau rend ici un objet circulaire
invisible pour une onde plane.

Nous nous arrêtons là pour la présentation des différents matériaux négatifs et pour la
description des technologies dans lesquelles ils sont impliqués. Expliquons maintenant le contexte
scientifique qui a conduit à la problématique de cette seconde partie où nous nous intéressons à
un problème de transmission entre un diélectrique et un matériau négatif.

Ce travail s’inscrit dans le cadre d’un projet ANR (Agence nationale de la recherche) :
”METAMATH” dirigé par Sonia Fliss, enseignante chercheuse au laboratoire POEMS. Il a
pour origine le constat suivant. En régime fréquentiel, du fait des changements de signe de
ε(ω) et/ou µ(ω) à la traversée de l’interface entre un diélectrique et un matériau négatif, les
techniques mathématiques et numériques habituelles ne s’appliquent plus [36, 42]. Dans le cas
d’une interface régulière (sans “coin”), les auteurs de [17, 18] ont démontré que les équations
de propagation en régime périodique sont bien posées sauf si les rapports des valeurs prises par
ε(ω) et µ(ω) de part et d’autre de l’interface sont égaux à −1 (pour plus de détails à ce sujet,
nous renvoyons le lecteur à [35]). Et cette dernière situation est particulièrement importante
puisque c’est, comme nous l’avons vu précédemment, le cas d’application de la lentille parfaite.

Le régime périodique établi est généralement défini comme le comportement asymptotique
en temps d’un système soumis à une excitation périodique, après disparition du “transitoire” lié
à la mise en route de l’excitation. Cette propriété est connue sous le nom de principe d’amplitude
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limite (cf. [47]). Lorsque le régime périodique conduit à un problème mal posé, ce principe ne
peut évidemment pas s’appliquer. Il se pose alors naturellement la question suivante : que se
passe-t-il lorsqu’on excite le système à une telle fréquence ?

La réponse proposée dans cette partie repose sur l’utilisation d’un modèle dispersif simple,
le modèle de Drude, pour lequel ε(ω) et µ(ω) deviennent négatifs à basse fréquence. Le cas d’un
dioptre plan séparant deux demi-espaces occupés respectivement par un milieu diélectrique
classique et un matériau de Drude a été étudié. Dans un tel modèle, sous certaines conditions
physiques, les rapports des valeurs prises par ε(ω) et µ(ω) de part et d’autre de l’interface sont
égaux à −1 pour une unique et même fréquence appelée communément fréquence plasmon.
Cette partie de la thèse permet entre autre de répondre à la question posée : lorsqu’on excite le
système à la fréquence plasmon où le problème fréquentiel est mal posé, le principe d’amplitude
limite n’est pas vérifié. L’onde générée diverge linéairement en temps du fait de l’excitation de
plasmons de surface qui entrent en résonance.

Contenu de la seconde partie
La partie du mémoire consacrée à cette étude comporte quatre chapitres ; un article est en

outre en préparation sur ce travail.
Le premier chapitre donne un cadre physique et mathématique général dans lequel s’inscrit

le problème étudié dans cette seconde partie. Dans ce but, les équations de Maxwell en régime
transitoire sont tout d’abord introduites dans le cas d’un matériau de Lorentz pour se restreindre
ensuite à un dioptre entre un diélectrique et un matériau de Lorentz particulier : le matériau de
Drude. Une décomposition en modes transverse électrique (TE) et transverse magnétique (TM)
est alors effectuée. Après avoir choisi de façon arbitraire de travailler en mode TM, le problème
d’évolution obtenu est finalement reformulé sous forme d’une équation de Schrödinger abstraite.

Le second chapitre introduit la notion de modes. Il a pour but d’établir une famille modale
associée à notre problème de propagation. Les propriétés des différents modes calculés sont
exhibées, on constate notamment la présence d’ondes plasmoniques localisées spatialement à
l’interface entre le diélectrique et le matériau de Drude.

Le troisième chapitre constitue le coeur de cette seconde partie. Une analyse spectrale com-
plète de l’opérateur auto-adjoint non compact qui décrit la dynamique du problème de pro-
pagation est effectuée, ce qui permet de représenter n’importe quelle onde sous forme d’une
superposition d’ondes harmoniques en temps. Cette étude s’inscrit en droite ligne à la suite des
travaux de Ricardo Weder et Calvin Hayden Wilcox [113, 117] pour la propagation dans des
milieux stratifiés. Elle est menée dans le cadre original du modèle de Drude.

Enfin, le dernier chapitre est consacré à l’asymptotique en temps long des solutions de
l’équation de Schrödinger dans le cas d’un second membre périodique en temps. Il a pour
but de démontrer les résultats mis en évidence par Boris Gralak, Daniel Maystre et Adriaan
Tip dans [57, 56]. Nous montrons ici tout d’abord l’existence d’un phénomène de résonance
à la fréquence plasmonique où la solution croît linéairement en temps. Puis, en démontrant
un principe d’absorption limite, nous étudions ensuite pour quelles fréquences d’excitation le
principe d’amplitude limite est vérifié, autrement dit pour quelles fréquences d’excitation la
solution du système transitoire converge vers un régime périodique établi. Une étude numérique
vient illustrer ces résultats.
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Ce chapitre est l’objet d’un article soumis (cf.[30]), dont nous reprenons ici intégralement le
texte.

Abstract : Consider a propagative medium, possibly inhomogeneous, containing some scatte-
rers whose positions are unknown. Using an array of transmit–receive transducers, how can one
generate a wave that would focus in space and time near one of the scatterers, that is, a wave
whose energy would confine near the scatterer during a short time ? The answer proposed in the
present paper is based on the so-called DORT method (French acronym for : decomposition of
the time reversal operator) which has led to numerous applications owing to the related space
focusing properties in the frequency domain, i.e., for time-harmonic waves. This method essen-
tially consists in a singular value decomposition (SVD) of the scattering operator, that is, the
operator which maps the input signals sent to the transducers to the measure of the scattered
wave. By introducing a particular SVD related to the symmetry of the scattering operator, we
show how to synchronize the time-harmonic signals derived from the DORT method to achieve
space–time focusing. We consider the case of the scalar wave equation and we make use of
an asymptotic model for small sound-soft scatterers, usually called the Foldy–Lax model. In
this context, several mathematical and numerical arguments that support our idea are explored.

Keywords : Space–time focusing, Time reversal, DORT method, Singular value decomposition,
Foldy–Lax model.
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1.1 Introduction

1.1.1 General context and objective
Time reversal (TR) techniques have been extensively studied during the last decades, in

particular owing to the related focusing properties. The simplest illustration of these properties
consists in the following classical TR experiment (see, e.g., [50]). In a first step, an acoustic
source emits a sound which propagates in the surrounding medium. The acoustic field is then
measured and recorded by an array of transmit–receive transducers. In a second step, all the
recordings are time-reversed and then used as input signals for the transducers of the array,
generally called a time reversal mirror (TRM) because of this time reversal step. The acoustic
wave emitted by the TRM propagates back in the same medium towards the original source.
If this source fills a small region and if the initial sound is a short pulse, one can observe that
a great part of the acoustic energy of the back-propagating wave will be concentrated near the
original source at a given time. In this sense, space–time focusing is achieved. The focus quality
will be high if the TRM surrounds completely the source (full aperture case) and if the number
of transducers is large enough. On the other hand, the focusing will generally deteriorate if the
number of transducers becomes smaller or if the aperture of the TRM is reduced, that is, if the
angular area occupied by the TRM decreases (partial aperture case).

In such a TR experiment, the source is active in the sense that it emits the original sound
which is then recorded by the TRM. In the present paper, we are no longer concerned by active
sources, but rather by unknown scatterers which behave passively only by their ability to reflect
an incident wave. Hence the way to retrieve some information on the scatterers is to test the
medium by means of the array of transducers which can emit various incident waves and record
the response of the medium. We assume here that we are able to measure the scattered wave,
that is, the perturbation of the incident wave due to the presence of the scatterers. This means
implicitly that we are able to compare the propagation of an acoustic wave in two different
media : on the one hand, a reference medium which is the surrounding medium in the absence
of the scatterers, on the other hand a perturbed medium which is the same medium perturbed
by the presence of the scatterers. In other words, each test of the medium consists actually in
two experiments : for given input signals sent to the transducers, the same incident wave is
emitted by the array in both reference and perturbed media, both responses are then measured
by the array, and finally the former is subtracted from the latter. The operator which maps the
input signals to the difference of both measures will be called here the scattering operator (it is
often referred to as the multi-static response matrix). The question we are interested in is the
following : from the only knowledge of this scattering operator, can one generate a wave which
would focus in both space and time at one of the scatterers ? There is no doubt that a positive
answer to this question could lead to numerous applications in nondestructive testing, medicine,
communication, imaging, etc.

The method we propose is based on the so-called DORT method (French acronym for :
decomposition of the time reversal operator) first developed by Prada and Fink [93, 95, 97]
in the context of ultrasonics. Numerous experimental, numerical and theoretical applications
of this method have been explored for acoustic, elastic or electromagnetic waves. The DORT
method can be seen as an improvement of iterative time reversal in the frequency domain. It
is based actually on a singular value decomposition (SVD) of the above mentioned scattering
operator for time-harmonic waves. It is now well understood that for distant enough and small
scatterers, the number of non-negligible singular values of the scattering operator coincide with
the number of scatterers. Moreover, when these singular values are simple, each corresponding
singular vector generates a wave which focuses selectively on each scatterer. These properties
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were first observed for point-like targets [95, 97] and then confirmed by different theoretical
studies (see, e.g., [65] for acoustic waves and [6] for electromagnetic waves). Numerical results
[3] show that these selective focusing properties hold even when the asymptotic conditions are
not satisfied, that is, for rather close scatterers which are not so small in comparison with the
wavelength.

In short, the DORT method provides us spatial selective focusing in the frequency domain.
This is the starting point of the present paper which addresses the following issue : can we take
advantage of these spatial focusing properties in the frequency domain in order to produce a
time-dependent wave which would also focus in time ? This challenging question was first raised
in [87]. It mainly consists in a phase synchronization issue, since the singular vectors of the
scattering operator are defined up to a phase shift. The same issue was also mentioned in [21]
which presents an extension to the time domain of the so-called MUSIC algorithm (multiple
signal classification) for imaging in random media. To our knowledge, the first proposal of
solution was given in [91] using an approximation by a homogeneous free-space back propagation.
The method we propose does not involve any approximation. It is based on the symmetry of the
scattering operator which allows us to choose a particular SVD, called the symmetric singular
value decomposition (SSVD). The idea of using this particular SVD is not really new : we
discovered recently that it is briefly mentioned in an unpublished report [94], but with no
justification. Our aim is to explore several arguments which show that the use of the SSVD of
the scattering operator yields space–time focusing.

The paper is organized as follows. We begin by describing in §1.1.2 the mathematical for-
mulation of the problem and we introduce the main notations which are used throughout the
paper. Section 1.2 is devoted to space focusing in the frequency domain. As the focusing pro-
perties of the DORT method hold for small scatterers, we make use of an asymptotic model,
usually called the Foldy–Lax model, which considers point-like scatterers. In this context, we
briefly recall the main features of the DORT method and we illustrate them by numerical re-
sults. Section 1.3 constitutes the core of the paper. We first show in §1.3.1 how to reduce the
problem to a phase synchronization issue and introduce the SSVD of the scattering operator.
We then prove in §1.3.2 that the choice of this SSVD is associated with the optimum of a TR
criterion. In §1.3.3, we explore the link between the SSVD and the TR experiment mentioned
above. Finally the numerical results of §1.3.4 illustrate the space–time focusing effect. The focus
quality is evaluated by means of an energy criterion which involves some technical calculations
that are collected in the Appendix.

1.1.2 Mathematical formulation of the problem
In the present paper, we consider a reference medium, possibly inhomogeneous in a bounded

region, filling the whole space Rd (with d > 1). This medium is characterized by a sound velocity
function c = c(x) for x ∈ Rd. We denote by G = G(x, y, t) the time-dependent Green’s function
of the acoustic wave equation, which is solution to

1
c2(x)

∂2G(x, y, t)
∂t2

−∆xG(x, y, t) = δ(x− y)⊗ δ(t),

where δ stands for the Dirac measure at the origin, either in space or time. Moreover G is
assumed to be causal in the sense that G(x, y, t) = 0 for all (x, y) ∈ R2d and t < 0 (which
ensures the uniqueness of G). Recall that for a homogeneous medium, i.e., c ≡ 1, this function
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is given by

Ghom(x, y, t) =


H(t− |x− y|)

2π
√
t2 − |x− y|2

if d = 2,

δ(t− |x− y|)
4π |x− y| if d = 3,

(1.1)

where H is the Heaviside function.
We consider an array of N point-like transducers located at xn for n = 1, . . . , N which can

emit incident waves of the form

vinc(x, t) :=
N∑
n=1

(qn
t
? G(x, xn, ·))(t) =

N∑
n=1

∫
R
qn(t′)G(x, xn, t− t′) dt′ (1.2)

where qin(t) := (q1(t), . . . , qN(t))> represents the vector composed of the input signals which are
applied to the transducers (the symbol > indicates transposition) and t

? denotes the convolution
with respect to time.

We suppose that our reference medium is perturbed by the presence of a family of P sound-
soft scatterers Sp ⊂ Rd for p = 1, . . . , P. In this case, when the same signals qin(t) are sent to the
transducers, we observe instead of the incident wave (1.2) a perturbed wave vinc + vsc where vsc
represents the scattered wave, that is, the part of the wave due to the presence of the scatterers,
which is the causal solution to

1
c2(x)

∂2vsc

∂t2
−∆vsc = 0 in Rd \ ∪Pp=1 Sp,

vsc = −vinc on ∪Pp=1 ∂Sp.

This wave is finally measured by the transducers, which yields a vector composed of N functions
which is denoted by qout(t) := (vsc(x1, t), . . . , vsc(xN , t))>. The linear operator

S : qin 7−→ qout

is called here the scattering operator. Note that this definition differs slightly from the scattering
operator involved in mathematical physics.

In this paper, we use a spectral representation of S, which amounts to representing all time-
dependent signals as superpositions of time-harmonic signals. Thus we introduce the Fourier
transform F with respect to time defined by

f̂(ω) := Ff(ω) :=
∫ +∞

−∞
f(t) e+iωt dt

whose inverse is given by

f(t) = F−1f̂(t) = 1
2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω) e−iωt dω.

Note that in the case where f is real-valued, its Fourier transform satisfies the symmetry property

f(−ω) = f(ω) so that f(t) = 1
π

Re
∫ +∞

0
f̂(ω) e−iωt dω. (1.3)

Define q̂in(ω) := Fqin(ω) = (q̂1(ω), . . . , q̂N(ω))>. For all ω, q̂in(ω) represents the time-
harmonic input signals which emit a time-harmonic incident wave

v̂inc(x, ω) := (Fvinc(x, ·))(ω) =
N∑
n=1

q̂n(ω) Ĝ(x, xn, ω), (1.4)
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where Ĝ = Ĝ(x, y, ω) denotes the Fourier transform of G, that is, the time-harmonic Green’s
function of the reference medium. Its expression is well-known for a homogeneous medium
(c ≡ 1) :

Ĝhom(x, y, ω) =


i
4H

(1)
0 (ω|x− y|) if d = 2,

eiω|x−y|

4π|x− y| if d = 3,
(1.5)

where H(1)
0 is the Hankel function of the first kind and order 0. The interaction of v̂inc(x, ω) with

the scatterers produces a scattered wave v̂sc(x, ω) = (Fvsc(x, ·))(ω) which is finally measured
by the transducers. This yields the time-harmonic scattering operator

Ŝω : q̂in(ω) 7−→ q̂out(ω) := (v̂sc(x1, ω), . . . , v̂sc(xN , ω))>. (1.6)

We can sum up the link between the time-dependent and time-harmonic scattering operators
by the equality

S = F−1 Ŝ F , (1.7)

where Ŝ denotes the operator defined from the family {Ŝω; ω ∈ R} by the simple relation

(Ŝ q̂)(ω) = Ŝω(q̂(ω)).

The question we address in the present paper is the following : from the only knowledge of the
operator S, how can one generate a wave that focuses selectively in space and time on one of
the scatterers ? The answer we propose is the subject of section 1.3. It is based on the DORT
method presented in the next section.

1.2 Space focusing in the frequency domain

1.2.1 The scattering operator for small scatterers
As mentioned in the introduction, the spatial focusing properties related to the DORT

method hold for small enough scatterers. That is why we use in the sequel an asymptotic model
in the frequency domain, which enables us to replace the family {Sp ⊂ Rd; p = 1, . . . , P}
by a family of P point-like scatterers located at y1, . . . , yP . The model we use, often called
the Foldy–Lax model [52], has the advantage to take into account an approximation of the
interactions between the scatterers. It is widely used by physicists. For instance, [80] presents
an application of the MUSIC method for estimating the locations and reflectivities of point-like
inhomogeneities. A mathematical justification of the Foldy–Lax model was recently proposed
in [31] for the two-dimensional problem.

This model is based on the fact that in the case of one single sound-soft scatterer (P = 1)
whose size is small compared to the wavelength, the time-harmonic scattered field v̂sc behaves
like the field emitted by a point source (see [81]). More precisely, one has

v̂sc(x, ω) ≈ σ(ω) v̂inc(y, ω) Ĝ(x, y, ω),

where y ∈ Rd is the location of the scatterer and σ(ω) ∈ C is its reflectivity coefficient. For
instance, in a homogeneous medium (c ≡ 1), if the scatterer is circular (d = 2) or spherical
(d = 3) with radius ε, we have

σ(ω) =
{
−4i/H(1)

0 (ωε) if d = 2,
4πε if d = 3. (1.8)
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For several obstacles (P > 1), the scattered field appears as a superposition of similar behaviours,

v̂sc(x, ω) ≈
P∑
p=1

σp(ω) v̂p(ω) Ĝ(x, yp, ω) (1.9)

where v̂p(ω) represents the exciting field on the p-th scatterer. Choosing v̂p(ω) = v̂inc(yp, ω) as
for a single scatterer amounts to neglecting the interactions between the scatterers. The Foldy–
Lax model consists in correcting the latter choice by adding the waves scattered by all the other
obstacles, i.e.,

v̂p(ω) = v̂inc(yp, ω) +
∑
q 6=p

σq(ω) v̂q(ω) Ĝ(yp, yq, ω) for p = 1, . . . , P.

If we denote by V̂ω and V̂ inc
ω the vectors of CP with components v̂p(ω) and v̂inc(yp, ω) respectively,

this coupling between the exciting fields can be written equivalently as(
I− Ĥω Σω

)
V̂ω = V̂ inc

ω , (1.10)

where Σω is the P × P diagonal matrix composed of the reflectivity coefficients, i.e., (Σω)pp :=
σp(ω), and Ĥω is the P × P matrix defined by

(Ĥω)pq := Ĝ(yp, yq, ω) if p 6= q and (Ĥω)pp := 0.

The use of the Foldy–Lax model yields a simple expression for the time-harmonic scattering
operator (1.6). Indeed, applying (1.9) to x = xn for n = 1 to N yields

q̂out(ω) = Ĝ>ω Σω V̂ω, (1.11)

where Ĝω denotes the P ×N matrix defined by

(Ĝω)pn := Ĝ(xn, yp, ω),

and we recall that the superscript > indicates transposition. Moreover, noticing from (1.4) that
the right-hand side of (1.10) writes as V̂ inc

ω = Ĝω q̂in(ω), we have V̂ω = (I− Ĥω Σω)−1 Ĝω q̂in(ω).
Substituting this expression in (1.11) yields finally

Ŝω = Ĝ>ω (Σ−1
ω − Ĥω)−1 Ĝω. (1.12)

This product of three matrices can be interpreted as the succession of three steps in the scattering
process. First Ĝω represents the propagation of the incident wave from the transducers to
the scatterers. Then (Σ−1

ω − Ĥω)−1 describes the reflection on the scatterers (note that this
matrix reduces to Σω if Ĥω is neglected, which amounts to neglecting the interaction between
the scatterers). And finally Ĝ>ω corresponds to back-propagation from the scatterers to the
transducers.

Remark 1.2.1 It is readily seen that the scattering operator is symmetric (but not hermitian)
in the sense that Ŝω = Ŝ>ω (but Ŝω 6= Ŝ∗ω where Ŝ∗ω is the adjoint matrix, i.e., the conjugate trans-
pose matrix) since both matrices Σω and Ĥω are symmetric. This can be seen as a consequence
of the reciprocity principle.
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1.2.2 The DORT method
The DORT method [93, 95, 97] consists in a singular value decomposition (SVD) of the

scattering operator Ŝω :

Ŝω = V̂ω D̂ω Ŵ∗ω (1.13)

where D̂ω is a N ×N diagonal matrix with nonnegative real numbers on the diagonal, whereas
V̂ω and Ŵω are unitary N ×N matrices. The diagonal entries of D̂ω are known as the singular
values of Ŝω and the columns of V̂ω and Ŵω are called the left and right singular vectors,
respectively.

A real number λ ≥ 0 is a singular value of Ŝω if and only if there exist unit vectors v̂ and ŵ
in CN such that

Ŝωŵ = λ v̂ and Ŝ∗ωv̂ = λ ŵ. (1.14)

Vectors v̂ and ŵ are respectively left and right singular vectors of Ŝω.

Remark 1.2.2 The SVD of Ŝω is not unique (actually D̂ω is unique but not V̂ω and Ŵω). This
is obvious if at least one eigenvalue is degenerate, that is, if the dimension of the associated
space of right (respectively, left) singular vectors is greater than one. On the other hand, for a
simple (or non-degenerate) singular value, the right and left singular vectors are unique up to a
multiplication by a unit complex number. Indeed it is readily seen that if a pair (v̂, ŵ) satisfies
(1.14), then so does (eiφ v̂, eiφ ŵ) for all φ ∈ R.

Remark 1.2.3 The singular values of Ŝω are the square roots of the eigenvalues of the positive
hermitian matrix Ŝ∗ω Ŝω and the right singular vectors of Ŝω coincide with the eigenvectors
of Ŝ∗ω Ŝω. The initial presentation of the DORT method (see, e.g., [95, 97]) consisted in the
diagonalization of the latter matrix, called the time reversal operator because it was derived
from an iterative TR process. The basic loop of this process consists of the following steps :
for given input signals q̂, the array of transducers first emit an incident wave ; the associated
scattered wave in then measured, which yields Ŝω q̂; and finally this measure is time-reversed,
which amounts to a conjugation in the frequency domain (see (1.22)). The time-reversed measure
can then be used to re-emit a new incident wave. The time reversal operator T̂ω describes two
successive iterations of this loop, that is,

T̂ω q̂ := Ŝω Ŝω q̂ = Ŝω Ŝω q̂ so T̂ω = Ŝω Ŝω = Ŝ∗ω Ŝω,

where the last equality follows from the symmetry of Ŝω.

The main interest of the DORT method lies in the selective focusing properties related to the
singular vectors of Ŝω. In our context of point-like scatterers, it is well understood [65, 95, 97]
that if the reference medium is homogeneous and if the scatterers are distant enough from each
other (they are often referred to as ideally resolved in this case), then

1. the number of scatterers P is equal to the number of nonzero singular values of Ŝω (provi-
ded that P ≤ N and that the rank of Ĝω is equal to P, which excludes some exceptional
situations such as scatterers located symmetrically with respect to the array) ;

2. when these singular values are simple, each right singular vector (column of Ŵω) associa-
ted with each nonzero singular value generates a wave which focuses selectively on each
scatterer.
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Figure 1.1 – Modulus of the incident field generated by the right singular vectors of Ŝω as-
sociated with the dominant (left) and second (right) singular values. Case of a homogeneous
medium with ω = 40.

Figure 1.2 – Same as Figure 1.1 in the case of a scattering medium with ω = 40.

Figure 1.3 – Same as Figure 1.2 for ω = 90.
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Figures 1.1 to 1.3 illustrate these results by some numerical experiments in the two-
dimensional case. We first consider the case of a homogeneous medium (i.e., c ≡ 1) filling
the whole plane R2. The part of the plane represented on each figure is the square [0, 2]× [0, 2].
Our array is composed of 128 transducers (N = 128) regularly distributed along the segment
{0} × [0, 2] which corresponds to the left edge of each figure. Two scatterers (P = 2), with
respective diameters 2×10−3 and 10−3, are located at (1.2, 0.3) and (1.7, 1.9) respectively. They
are represented by white disks (not to scale). The time-harmonic scattering operator has two
non-zeros singular values in this case. For the circular frequency ω = 40, that is, a wavelength
λ = 2π/ω ≈ 0.16, Figure 1.1 shows the modulus of the incident field generated by the associated
singular vectors. We clearly see the spatial focusing effect : the field becomes maximal in an
elliptical area centered at each scatterer, generally called the focal spot. If ` denotes the length
of the array (here ` = 2) and d is the distance between the array and the considered scatterer,
the transverse radius of this area is given by λd/` (Rayleigh resolution formula, see, e.g., [22])
provided that λ� `� d. For instance λd/` ≈ 0, 1 for the biggest scatterer, which is consistent
with the observed focal spot though the assumption `� d is not fulfilled.

In Figures 1.2 and 1.3, we consider the case where a scattering medium is located between
the array and the scatterers. Here our scattering medium consists of 500 point-like scatterers
with same diameter 2× 10−4 (represented by black points) randomly displayed in the rectangle
[0.3, 0.8] × [0, 2]. In this situation, the Green’s function of the reference medium appears as a
perturbation of the Green’s function of the homogeneous medium :

Ĝ(x, y, ω) = Ĝhom(x, y, ω) + Ĝsc(x, y, ω) (1.15)

where the perturbation Ĝsc(x, y, ω) can be computed by the Foldy–Lax model described in
section 1.2.1, which requires us to invert the 500 × 500 matrix involved in equation (1.10).
Figure 1.2 represents again the modulus of the incident field generated by the singular vectors
associated with the non-zero eigenvalues of Ŝω for the same circular frequency ω = 40 as in
Figure 1.1. We see that the presence of the scattering medium has damaged considerably the
spatial focusing effect. Focal spots are still observed, but their intensity is reduced significantly,
for the acoustic field seems to be trapped in the scattering medium. Figure 1.3 shows that for
the higher circular frequency ω = 90, spatial focusing is recovered.

The physical notions of ballistic and diffusive regimes (see, e.g., [48]) can help us to interpret
these numerical observations. We have to compare the thickness L of the scattering medium
with the mean free path which is given here by

Lfp := 4ω
N |σ(ω)|2 (1.16)

where N is the number of scatterers per unit surface and σ(ω) is the reflectivity coefficient
defined in (1.8). The so-called ballistic regime corresponds to the case where L � Lfp. In such
a situation, when a plane wave crosses the scattering medium, its direction of propagation is
not much affected and the perturbation of the plane wave essentially consists in the specular
reflections on the scatterers. Higher order successive reflections are negligible. On the other
hand, when L � Lfp, the latter may become significant, which leads to resonant phenomena
inside the scattering medium. In such a diffusive regime, the structure of a wave crossing the
medium is strongly perturbed. In the case of Figure 1.2 (ω = 40), we have Lfp ≈ 0.28 whereas
L = 0.5, which rather corresponds to the diffusive regime. In the case of Figure 1.3 (ω = 90),
we have Lfp ≈ 0.47, which corresponds to an intermediate regime. In particular, resonances are
still observed in the scattering medium. By increasing the frequency further, we would enter the
ballistic regime and the focus quality would improve.
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1.3 Space-time focusing

1.3.1 From frequency domain to time domain
A phase synchronization issue.

We arrive now at the main purpose of the paper, which is to take advantage of the selective
focusing properties of the DORT method in the frequency domain in order to construct a time-
dependent wave which focuses in space and time on one given scatterer chosen as a target.
Suppose that for all frequency ω in a given frequency band [ω1, ω2] (which depends on the
specifications of the transducers), we know a triplet (λ(ω), v̂(ω), ŵ(ω)) of singular elements of
the scattering operator corresponding to our target : λ(ω) > 0 is a singular value, which is
assumed simple for simplicity, and the associated left and right singular vectors v̂(ω) and ŵ(ω)
are unit vectors of CN such that

Ŝωŵ(ω) = λ(ω) v̂(ω) and Ŝ∗ωv̂(ω) = λ(ω) ŵ(ω). (1.17)

The fact that these singular elements correspond to our target means that the time-harmonic
wave generated by the right singular vector ŵ(ω) focuses spatially on this target. As this spatial
focusing occurs for all ω ∈ [ω1, ω2], it holds true for any frequency superposition of these waves.
So if we consider a pair (χ, φ) of real-valued functions defined on [ω1, ω2], the time-dependent
input signal defined by

qφ(t) := 1
π

Re
∫ ω2

ω1
χ(ω) eiφ(ω) ŵ(ω) e−iωt dω (1.18)

generates a time-dependent wave which focuses in space on our target. But can we choose these
functions so that the above superposition of time-harmonic signals yields also time focusing ?
Instead of searching for a pair (χ, φ), we assume here that χ is known and we restrict ourselves
to the determination of the phase function φ : [ω1, ω2] 7→ R (which justifies the fact that χ is not
involved in the notation qφ above). In other words, the issue we are faced with is to synchronize
the singular vectors of Ŝω in order to achieve space–time focusing (recall that eiφ(ω) ŵ(ω) is a
right singular vector of Ŝω whatever φ(ω), see remark 1.2.2).

Continuity assumptions in the frequency domain.

From a practical point of view, the signals qφ(t) we are interested in must have a finite
duration of emission. However this is incompatible with the expression (1.18) of qφ(t). Indeed,
from (1.3), it is clear that the Fourier transform q̂φ of qφ is given by

q̂φ(ω) =


χ(ω) eiφ(ω) ŵ(ω) if ω ∈ [ω1, ω2],
0 if ω ∈ R+ \ [ω1, ω2],
q̂φ(−ω) if ω ∈ R−.

(1.19)

In particular q̂φ has a compact support in the frequency domain, so qφ cannot be compactly
supported in the time domain since it is an entire function of t. However qφ(t) may be close to
0 outside a bounded interval provided that q̂φ(ω) is regular enough (recall that the Riemann–
Lebesgue theorem tells us that if tn qφ(t) ∈ L1(R), then q̂φ(ω) ∈ Cn(R)). In such a case, (1.18)
can be considered as an approximation of a compactly supported signal.

It is then natural to assume at least that q̂φ(ω) ∈ C0(R). This means on the one hand that
χ and φ both belong to C0([ω1, ω2]) and χ(ω1) = χ(ω2) = 0, on the other hand that ŵ(ω)
depends also continuously on ω ∈ [ω1, ω2]. This assumption is not restrictive. Indeed we can
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assume without loss of generality that our family of singular elements is continuous in the sense
that λ(ω), v̂(ω) and ŵ(ω) are continuous functions of ω. One can always find such a family.
This follows from classical arguments of perturbation theory [70] using the fact that Ŝω is a
continuous (even C∞) function of ω (which derives from the regularity of the time-harmonic
Green’s function Ĝ(·, ·, ω)).

A particular singular value decomposition.

The phase choice we propose is related to the symmetry of the scattering operator (see remark
1.2.1). Indeed, this property implies that there exists a particular SVD, called the symmetric
singular value decomposition (SSVD) or Takagi’s factorization [67], which writes as

Ŝω = Ûω D̂ω Û∗ω (1.20)

where D̂ω is the diagonal matrix composed of the singular values and Ûω is unitary. This decom-
position is a particular version of (1.13) with Ŵω = V̂ω = Ûω, i.e., the right and left singular
vectors are conjugate of each other. From a practical point of view, the way to obtain the SSVD
from a given SVD is straightforward, especially for simple singular values. Indeed, as Ŝω is
symmetric, conjugating (1.17) yields

Ŝ∗ωŵ(ω) = λ(ω) v̂(ω) and Ŝωv̂(ω) = λ(ω) ŵ(ω).

This shows that if (v̂(ω), ŵ(ω)) is a pair of left and right singular vectors, then so is (ŵ(ω), v̂(ω)).
For a simple singular value λ(ω), we deduce from remark 1.2.2 that there exists θ(ω) ∈ R such
that

(ŵ(ω), v̂(ω)) = eiθ(ω) (v̂(ω), ŵ(ω)).

As a consequence,

Ŝωŵ(ω) = e−iθ(ω) λ(ω) ŵ(ω).

This relation tells us how to change the phase of our right singular vector in order to obtain a
singular vector of the SSVD (1.20). Indeed by setting

ŵs(ω) := eiθ(ω)/2 ŵ(ω),

we see that

Ŝω ŵs(ω) = λ(ω) ŵs(ω), (1.21)

which means that ŵs(ω) is a singular vector of the SSVD. Note that contrary to the singular
vectors of a SVD (see remark 1.2.2), ŵs(ω) is defined uniquely up to a multiplication by −1.

In the sequel our aim is to show that if we choose this particular singular vector ŵs(ω)
instead of an arbitrary one ŵ(ω) in the definition (1.18) of qφ(t), then the optimal choice for φ
is either φ ≡ 0 or φ ≡ π/2. We begin in the next section by proving that both phase functions
lead to the minimum of a function which describes a time reversal process. But do they yield an
optimal focusing ? A ideal way to give a mathematical answer to this question would be to prove
that these constant phase functions lead to the minimum of a function which would quantify the
focus quality. Unfortunately, we were not able to find such a function. The only mathematical
answer we can give is based on the connection between these constant phase functions and the
time reversal experiment mentioned in the introduction. It is the subject of §1.3.3. We finally
present in §1.3.4 some numerical results which confirm the space–time focusing effect.
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1.3.2 Optimality of a time reversal gap functional
Hereafter we denote by J the time reversal transformation with origin t = 0 : for every

real-valued function f = f(t), function Jf is simply given by Jf(t) := f(−t). Using the Fourier
transform, it is readily seen that FJf(ω) = Ff(ω), or equivalently

J = F−1 Ĵ F where Ĵf̂ := f̂ . (1.22)

This is nothing but the well-known fact that time reversal becomes complex conjugation in the
frequency domain.

Our idea of using the SSVD originates from a heuristic argument which can be explained
as follows. Suppose that the array emits several short pulse waves, respectively at times tj for
j = 1, . . . , J, that propagate along different paths leading to the aimed scatterer. Let Tj denote
the travel time related to the j-th path. After the interaction of these incident waves with the
scatterer, suppose that the associated scattered wave propagate back to the array along the
same respective paths. Thus they will reach the array respectively at times t′j := tj + 2Tj for
j = 1, . . . , J. Obviously, the incident pulse waves will arrive at the same time t∗ on the scatterer
only if tj +Tj = t∗ for all j. In this case, the times of emission and reception become symmetric
with respect to t∗ in the sense that t′j − t∗ = t∗ − tj for all j. More precisely, up to a scaling
factor related to the reflectivity of the scatterer, the input and the output are time-reversed
with respect to the focus time t∗.

This very simple model prompted us to search for phase functions such that this time reversal
property could be nearly satisfied. This is the subject of Theorem 1.3.1 below which leads us to
the SSVD in the case where the aimed focus time is t∗ = 0. Actually the connection between
this time reversal property and the SSVD can be seen directly in the characterization (1.21) of
the singular vectors of the SSVD, which can be written Ŝω ŵs(ω) = λ(ω) Ĵ ŵs(ω). This relation
means that when the input signal sent to the transducers is ŵs(ω), then the measure of the
scattered field is, up to a positive real factor λ(ω), the time reversed input signal. As relation
(1.21) holds for all frequencies ω ∈ [ω1, ω2], all time-harmonic signals are time-reversed with
respect to the same origin t = 0. To a certain extent, this means that working with singular
vectors of the SSVD amounts to synchronizing the time-harmonic emitted waves at time t = 0.
In the above comments, one can replace ŵs(ω) by i ŵs(ω). The only change is that the positive
real factors become negative. These are the two possible choices which yield a synchronization
at t = 0.

Theorem 1.3.1 Suppose that
{

(λ(ω), ŵs(ω)) ∈ R+ × CN ; ω ∈ [ω1, ω2]
}
is a continuous family

of singular elements of the SSVD of Ŝω. Let χ ∈ C0([ω1, ω2]) chosen such that χ(ω1) = χ(ω2) =
0. For all (µ, φ) ∈ R× C0([ω1, ω2]), define

G(µ, φ) := ‖(S− µ J)qφ‖2
Rt;CN :=

∫
R
‖(S− µ J)qφ(t)‖2

CN dt

where ‖ · ‖CN denotes the Euclidean norm in CN and

qφ(t) := 1
π

Re
∫ ω2

ω1
χ(ω) eiφ(ω) ŵs(ω) e−iωt dω.

Then the minimum of G(µ, φ) is reached at (µ+, φ+) and (µ−, φ−) where

µ± := ±
∫ ω2

ω1
λ(ω)χ(ω)2 dω

(∫ ω2

ω1
χ(ω)2 dω

)−1
, φ+ ≡ 0 and φ− ≡

π

2 .
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Proof. Thanks to (1.7) and (1.22), Parseval’s identity yields

G(µ, φ) = 1
2π ‖(Ŝ− µ Ĵ)q̂φ‖2

Rω ;CN = 1
2π

(
aφ µ

2 − 2bφ µ+ cφ
)
, (1.23)

where q̂φ := Fqφ and

aφ := ‖q̂φ‖2
Rω ;CN , bφ := Re(Ŝ q̂φ , Ĵq̂φ)Rω ;CN and cφ := ‖Ŝ q̂φ‖2

Rω ;CN .

Note that the expression of aφ follows from the fact that Ĵ is an isometry. From (1.19) and
(1.21), we deduce

aφ = 2
∫ ω2

ω1
χ(ω)2 dω,

bφ = 2
∫ ω2

ω1
λ(ω)χ(ω)2 cos(2φ(ω)) dω and

cφ = 2
∫ ω2

ω1
λ(ω)2 χ(ω)2 dω.

For a fixed φ, the minimum of the second-order polynomial in the right-hand side of (1.23) is
reached at µφ := bφ/aφ. Moreover

G(µφ, φ) = 1
2π

(
cφ −

b2
φ

aφ

)
.

As aφ and cφ do not actually depend on φ, the minimum of this function is reached for the
maximum of b2

φ, that is, when cos(2φ(ω)) = ±1. Hence φ(ω) = kπ/2 for some integer k. And of
course it is sufficient to consider both cases k = 0 and k = 1 since the other cases correspond
to the same signals qφ(t) or their opposites.

Function G(µ, φ) is a time reversal gap functional since it quantifies the gap between the
measure of the scattered field and the time-reversed input signal rescaled by a real factor. If
λ(ω) was constant in the whole frequency band [ω1, ω2], say λ(ω) = λc, we would have µ± = ±λc
and G(µ±, φ±) = 0. Hence qφ±(t) would be an eigenvector of the operator J S associated with
the eigenvalue ±λc. In this case, the TR property satisfied in the frequency domain holds true
in the time domain : the measure of the time-dependent scattered field is, up to a real factor
±λc, the time-reversed input signal. Theorem 1.3.1 tells us that in the general case, the phase
functions φ+ ≡ 0 and φ− ≡ π/2 bring us as close as possible to this situation : qφ±(t) is close
to some kind of eigenvector of J S. But of course, this is not really an eigenvector since the
time reversal gap ε := G(µ±, φ±) does not vanish in general. It can be interpreted by means of
the notion of pseudospectra [107] : µ± belongs to the ε-pseudospectrum of J S and qφ±(t) is a
corresponding ε-pseudoeigenvector.

1.3.3 Space–time focusing : from active sources to passive scatterers
In the previous section, the link between Theorem 1.3.1 and space–time focusing is only based

on a heuristic argument. The purpose of this section is to reinforce this link by a mathematical
argument : we show that under certain conditions, the optimal signals of Theorem 1.3.1 yield
the same space–time refocusing as the time reversal experiment for active sources which is
mentioned in the introduction.
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Mathematical interpretation of the time reversal experiment.

Suppose that at some point y ∈ Rd, an active point-like source emits a short pulse defined
by

v
(`)
act(x, t) := 1

π
Re

∫ ω2

ω1
χact(ω) (−iω)` Ĝ(x, y, ω) e−iωt dω, (1.24)

where ` ∈ N and χact is a cutoff function chosen as in Theorem 1.3.1. This wave can be seen as a
spectral truncation of a time-derivative of the time-dependent Green’s function since v(`)

act(x, t) =
(∂`/∂t`)G(x, y, t) if (ω1, ω2) = (0,+∞) and χact ≡ 1 (see (1.3)). Except in this latter situation,
v

(`)
act is not causal but it can be considered as an approximation of a causal function for a large
enough frequency band (ω1, ω2). The measure of v(`)

act by the array is then given by

q(`)(t) = 1
π

Re
∫ ω2

ω1
χact(ω) (−iω)` ĝ(ω) e−iωt dω where

ĝ(ω) := (Ĝ(x1, y, ω), . . . , Ĝ(xN , y, ω))>. (1.25)

The idea of the TR experiment consists in using the time-reversed measure

J q(`)(t) = q(`)(−t) = 1
π

Re
∫ ω2

ω1
χact(ω) (iω)` ĝ(ω) e−iωt dω (1.26)

as input signals to emit a new wave

v
(`)
back(x, t) := 1

π
Re

∫ ω2

ω1
χact(ω) (iω)`

(
N∑
n=1

Ĝ(xn, y, ω) Ĝ(x, xn, ω)
)

e−iωt dω.

The fact that this wave propagates back to the original source can be understood easily in
the case of a full aperture spherical array located far enough from the inhomogeneities of the
medium. Assume that the family of points xn is distributed regularly on the surface SR := {z ∈
Rd; ‖z‖ = R}. Hence, in the above formula, the sum can be interpreted as an approximation
of an integral on SR, that is,

N∑
n=1

Ĝ(xn, y, ω) Ĝ(x, xn, ω) ≈ C
∫
SR
Ĝ(z, y, ω) Ĝ(x, z, ω) dS(z),

where C > 0 depends on N and the space dimension d. The asymptotic behaviour of the latter
integral for large R follows from the Helmholtz–Kirchhoff formula [53] :

∫
SR
Ĝ(z, y, ω) Ĝ(x, z, ω) dS(z) R→+∞≈ Ĝ(x, y, ω)− Ĝ(x, y, ω)

2iω for ‖x‖ � R.

As a consequence,

v
(`)
back(x, t) ≈ C

2π Re
∫ ω2

ω1
χact(ω) (iω)`−1

(
Ĝ(x, y, ω)− Ĝ(x, y, ω)

)
e−iωt dω.

Going back to the expression (1.24) of v(`)
act, we conclude that

v
(`)
back(x, t) ≈ C

2
(
(−1)`−1v

(`−1)
act (x, t)− v(`−1)

act (x,−t)
)
.
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In this expression, v(`−1)
act (x, t) approximates a time-derivative of the Green’s function, which is

causal, whereas the other term v
(`−1)
act (x,−t) represents the time-reversed of this function and

then appears as an approximation of an anti-causal function. As a consequence,

v
(`)
back(x, t) ≈


−C2 v

(`−1)
act (x,−t) if t < 0,

(−1)`−1C

2 v
(`−1)
act (x, t) if t > 0.

This means that for t < 0, v(`)
back behaves like a converging wave which propagates towards the

initial source y and refocuses at this point at time t = 0, whereas for t > 0, v(`)
back diverges from

y. This gives us a mathematical interpretation of the TR experiment.

Back to passive scatterers.

Let us now come back to our problem and suppose for simplicity that there is only one
scatterer located at y. In this case, the expression (1.12) of the time-harmonic scattering operator
simplifies as

Ŝω = σ(ω) ĝ(ω) ĝ(ω)>, (1.27)

where σ(ω) is the reflectivity coefficient of the scatterer (see (1.8)) and ĝ(ω) is defined in (1.25).
This shows in particular that the rank of Ŝω is 1. Moreover,

Ŝω ei arg(σ(ω))/2 ĝ(ω) = |σ(ω)| ‖ĝ(ω)‖2
CN

(
ei arg(σ(ω))/2 ĝ(ω)

)
,

which means that

λ(ω) := |σ(ω)| ‖ĝ(ω)‖2
CN and ŵs(ω) := e−i arg(σ(ω))/2 ĝ(ω)

‖ĝ(ω)‖CN

are singular elements of the SSVD of Ŝω. From (1.8), we infer that arg(σ(ω)) either vanishes
(if d = 3) or is small (if d = 2 : the asymptotic of H(1)

0 for small arguments shows that
arg(σ(ω)) = O((ln ε)−1)). Hence ŵs(ω) ≈ ĝ(ω)/‖ĝ(ω)‖CN . Thus the respective behaviours of
the optimal signals of Theorem 1.3.1 are given by

qφ±(t) ≈ 1
π

Re
∫ ω2

ω1
χ(ω) eiφ± ĝ(ω)

‖ĝ(ω)‖CN
e−iωt dω,

where we recall that φ+ ≡ 0 and φ− ≡ π/2. Comparing the latter formula with (1.26), we see
that if both cutoff functions χ and χact satisfy

χ(ω) = χact(ω)ω` ‖ĝ(ω)‖CN ,

then, up to a change of sign, qφ+(t) (respectively, qφ−(t)) behaves like q(`)(−t) for even ` (res-
pectively, odd `). We conclude that the wave emitted by an optimal signal of Theorem 1.3.1
is similar to the back-propagating wave produced by the TR experiment when the initial wave
is some spectral truncation of a time-derivative of the Green’s function. In short, our method
for passive scatterers yields some kind of optimal space–time focusing. This is justified above
for one single scatterer. Using similar arguments as in [65], it is easy to see that this holds true
for distant enough scatterers. The next section illustrates these results and also shows that the
focus quality decreases if the scatterers become close.
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1.3.4 Numerical results

Figure 1.4 – In the case of a homogeneous medium, modulus of the field generated by the
optimal signal qφ+(t) of Theorem 1.3.1 at times t = −2.0, −1.4, −1.0, −0.6, 0.0 and 0.4 (the
field is rescaled so that its modulus belongs to [0, 1]).
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Figure 1.5 – Same as Figure 1.4 in the case of a scattering medium.

We finally present some numerical experiments which confirm the space–time focusing effect
related to the optimal signals of Theorem 1.3.1. We consider the same geometrical configuration
as in section 1.2.2. We use the family of singular vectors of the SSVD of Ŝω associated with the
dominant eigenvalue (which focus in space on the biggest scatterer, located at (1.2,0.3)). The
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cutoff function we have chosen is a truncated Gaussian function given by

χ(ω) = 1[ω1,ω2](ω) exp
(

(ω − ω0)2

2γ2

)

where [ω1, ω2] = [20, 100], ω0 = 60 and γ = 10. Note that strictly speaking, this function is not
continuous at ω1 and ω2 as assumed in Theorem 1.3.1. However the Gaussian function is very
small at these points (about 3× 10−4).

Figures 1.4 and 1.5 show the evolution of the wave generated by the optimal signal qφ+(t)
of Theorem 1.3.1. From (1.2), (1.3) and (1.4), this wave can be expressed as

vinc(x, t) = 1
π

Re
∫ ω2

ω1

{
N∑
n=1

q̂n(ω) Ĝ(x, xn, ω)
}

e−iωt dω

where q̂1(ω), . . . , q̂N(ω) are the components of q̂φ+(ω) = Fqφ+(ω) = χ(ω) ŵs(ω). The above
frequency integral is approximated by a standard Simpson rule and vinc(x, t) is computed at
various times on a regular x-grid covering the square [0, 2]× [0, 2] represented on each picture.

In Figure 1.4, we first consider the case of a homogeneous medium. The space–time focu-
sing appears very clearly : the array seems to emit an angular portion of a radial wave which
propagates towards the target and concentrates near it at time t = 0. In this situation, the
structure of the signal is very simple : Figure 1.6 (left) shows that all the transducers emit
approximatively the same signal starting at different times which only depend on the distances
between the transducers and the target.

Figure 1.5 illustrates the influence of the same scattering medium as in section 1.2.2, i.e.,
500 point-like scatterers randomly displayed in the rectangle [0.3, 0.8]× [0, 2]. Again space–time
focusing is confirmed. The focal spot observed at time t = 0 is even slightly smaller than in the
homogeneous case, which is the well-known super-resolution effect of a scattering medium (see,
e.g., [9, 20]). On the other hand, the structure of the wave is strongly perturbed. Resonance
phenomena are observed inside the scattering medium, which slow down the propagation of the
wave. In order to compensate these effects, a part of the wave is emitted earlier so that the
various components meet at the same time t = 0 near the target. This is shown in Figure 1.6
(right) where we recognize a main front whose shape is similar to the homogeneous case, but
which is now preceded by an unstructured contribution.

The above comments remain valid if we use the optimal signal qφ−(t) of Theorem 1.3.1
instead of qφ+(t). Actually the differences between both cases are not so easy to detect. Figure
1.7 shows a zoom on the focal spots observed at t = 0 in the case of a homogeneous medium.
We see that both focal spots are about the same size. They seem to be shifted by a quarter
wavelength, which is consistent with the fact that in the frequency domain, both signals are in
phase quadrature.

In order to quantify the focus quality, we propose an energy criterion which simply consists
in comparing the acoustic energy concentrated in a given vicinity of the target with the total
energy emitted by the array of transducers. Let u = u(x, t) denote the wave emitted in the
reference medium by the array for some input signal q(t) (see (1.2)). For a given box B ⊂ Rd

around our target, we define a focus quality function by

QB(t) := EB(t)
Etot

where EB(t) := 1
2

∫
B

(
∂u

∂t
(x, t)

)2

+ |∇u(x, t)|2 dx (1.28)

represents the local acoustic energy contained in B at time t (see (1.30)) and Etot stands for
the total energy emitted by the array. As our array consists of point-like transducers, the fact
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Figure 1.6 – Representation of the optimal signal qφ+(t) of Theorem 1.3.1 (rescaled in [−1,+1])
in the homogeneous medium (left) and in the presence of the scattering medium (right). The
horizontal coordinate is time and the vertical one is the transducer’s number.

Figure 1.7 – In the case of a homogeneous medium, zoom in the box [1.0, 1.4]× [0.18, 0.42] of
the focal spots obtained at time t = 0 with the optimal signals qφ+(t) (left) and qφ−(t) (right)
of Theorem 1.3.1.

Figure 1.8 – Representation of the focus quality function QB(t) for t ∈ [−2,+2] and the box
B of Figure 1.7 in three configurations : the homogeneous medium of Figure 1.4 (left), the
scattering medium of Figure 1.5 (middle) and the same scattering medium with the second
scatterer moved at point (0.5, 1.6) (right). For each case, the dashed line corresponds to the
optimal signal qφ+(t) of Theorem 1.3.1 and the solid line, the signal (1.26) of the TR experiment
with ` = 0 and χact = χ.
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that Etot is finite is not obvious. As a matter of fact, we show in the appendix that during the
emission, this energy is infinite, but becomes finite as soon as the transducers become silent
(provided that the input signals are regular enough). A suitable expression of Etot is given in
Proposition 1.4.1.

Figure 1.8 compares the focus quality functions computed for two signals : on the one hand,
the optimal signal qφ+(t) of Theorem 1.3.1 and on the other hand, the signal (1.26) of the TR
experiment with ` = 0 and χact = χ. On the left, we consider the same configuration as in Figure
1.4, that is, the case of the homogeneous medium. We see that both curves coincide, which is
consistent with the results of section 1.3.3. The maximum of QB(t) is reached at time t = 0
with 44% of the total energy concentrated in the box represented in Figure 1.7. Note that in
our model, the array emits the same wave on both sides, so QB(t) cannot exceed 50%. The case
of the scattering medium of Figure 1.5 is represented in the middle part. Both curves nearly
coincide, which confirms again the results of section 1.3.3, but here the maximum of QB(t) is
only 19%, which shows that a great part of the energy is ‘lost’ in the scattering medium. Finally,
in the right part, we consider again the scattering medium but the second obstacle is moved
closer to the target. Of course, QB(t) is unchanged for the signal of the TR experiment since it
does not depend on the second obstacle. On the other hand, the focus quality decreases for the
optimal signal qφ+(t) (maximum at 15%). This is a well-known effect of the DORT method,
which maximizes the energy of the scattered wave and then leads to illuminate all obstacles
when they are close to each other.

1.4 Conclusion
In the present paper, we have shown that the use of the symmetric singular value decom-

position (SSVD) of the time-harmonic scattering operator allows us to synchronize its singular
vectors in the frequency domain in order to achieve space–time focusing. We have developed
several theoretical and numerical arguments which support this assertion. In particular, we have
seen that for distant enough scatterers, the choice of the SSVD for unknown passive scatterers
yields the same refocusing as time reversal for an active source, which can be considered as an
optimal refocusing. Nevertheless two criticisms can be made.

On the one hand, from a practical point of view, the principle of DORT method is based
on the measure of the scattered wave. As mentioned in the introduction, this means that one
has to measure separately the incident and the perturbed waves (that is, in the absence and
in the presence of the target) and compute their difference. In many situations, it is impossible
to make this double measure. However when the medium is weakly inhomogeneous and when
the array is located on one side of the medium (open aperture case), only a tiny part of the
incident wave propagates back to the array so that one can consider that one measures directly
the scattered field.

On the other hand, from a mathematical point of view, it is quite frustrating to be unable
to relate the use of the SSVD to a mathematical criterion which should evaluate the quality
of space–time focusing. The energy criterion proposed in section 1.3.4 seems very natural. But
can we affirm that according to this criterion or another focusing criterion, the best signals are
those of Theorem 1.3.1 ? The question remains open.
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Appendix : Energy emitted by point sources
Let Ω be a domain of Rd, bounded or not, with boundary Γ and u = u(x, t) a causal solution

to the acoustic wave equation

∂2u

∂t2
−∆u = f in Ω× R,

for a given causal function f = f(x, t). By multiplying this equation by ∂u/∂t and integrating
over Ω, we deduce classically from Green’s formula the energy conservation law :

d
dtEΩ(t) = PΩ(t) + FΓ(t), (1.29)

where EΩ(t) denotes the acoustic energy at time t, PΩ(t) is the power produced by the source f
and FΓ(t) is the incoming energy flux across Γ, which are defined respectively by

EΩ(t) := 1
2

∫
Ω

(
∂u

∂t
(x, t)

)2

+ |∇u(x, t)|2 dx, (1.30)

PΩ(t) :=
∫

Ω
f(x, t) ∂u

∂t
(x, t) dx and (1.31)

FΓ(t) :=
∫

Γ

∂u

∂ν
(x, t) ∂u

∂t
(x, t) dγx, (1.32)

where ν is the unit normal on Γ pointing outside Ω. Formula (1.29) holds provided that u is
regular enough so that the definitions above make sense, for instance if f ∈ L2(Ω × R). The
purpose of this appendix is to deal with the case where f represents the excitation produced by
point sources located at xn for n = 1, . . . , N, i.e.,

f(x, t) =
N∑
n=1

qn(t) δ(x− xn),

where functions qn are assumed causal. In this case, definitions (1.30)–(1.32) are not adapted.
Indeed, because of the singular behaviour of u near the sources, the integrals on Ω diverge, which
means that the usual acoustic energy is infinite for point sources. However we show below that
this energy becomes finite as soon as the sources become silent. Our aim is to exhibit an explicit
expression of this energy. Surprisingly, we did not succeed in finding one in the literature !

We consider only the cases of dimensions 2 and 3. Formula (1.2) provides us the field produced
by point sources. Thanks to the expression (1.1) of the Green’s function in a homogeneous
medium, it can be written more explicitly as

u =
N∑
n=1

un where (1.33)

un(x, t) :=



∫ max{t,|x−xn|}

|x−xn|

qn(t− τ)
2π
√
τ 2 − |x− xn|2

dτ if d = 2,

qn(t− |x− xn|)
4π|x− xn|

if d = 3.
(1.34)

We see here that if qn is regular enough, then un has a similar regularity outside a vicinity of xn.
Hence, outside a collection of small balls Bn(ε) := {x ∈ Rd; |x− xn| ≤ ε}, energy conservation
(1.29) holds. We shall use an integrated version of this equation :

EΩ(ε)(t) =
∫ t

0
FΓ(ε)(s) ds, (1.35)
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where Ω(ε) := Rd \ ∪n=1,NBn(ε) and Γ(ε) := ∂Ω(ε) = ∪n=1,N∂Bn(ε) (note that PΩ(ε)(t) = 0
since f vanishes in Ω(ε)). The following proposition tells us that we can pass to the limit ε→ 0
in this equation when the sources become silent.

Proposition 1.4.1 Suppose that all functions qn belong to C2(R) and have a compact support
contained in [0, T ] for some T > 0. Then for all t > T, the limit limε→0 EΩ(ε)(t) exists and is
independent of t. It is given by

Etot =
N∑
n=1

N∑
m=1
Enm where

Enn :=


∫ T

0

∫ T

τ
q′n(s− τ) qn(s) ds dτ

2π τ if d = 2,∫ T

0

q′n(s)2

4π ds if d = 3,

Enm :=
∫ T

0
qn(s) ∂um

∂t
(xn, s) ds for n 6= m.

Remark 1.4.2 Using Parseval’s identity, these expressions are easily converted to the frequency
domain. We obtain

Enn :=


−1
2π

∫ T

0

1
τ

d
dτ

(
F−1

(
|q̂n|2

))
(τ) dτ if d = 2,

1
4π2

∫ +∞

0
|ωq̂n(ω)|2 dω if d = 3,

Enm := − 1
π

Re
∫ +∞

0
iωĜ(xm, xn, ω) q̂m(ω) q̂n(ω) dω for n 6= m.

In the above formulas, Enn represents the energy produced by the source located at xn if
it was alone, whereas the other terms Enm for n 6= m stand for the interactions between the
sources. In order to prove Proposition 1.4.1, we need to know the behaviour of un near xn, which
is summarized in the following lemma.

Lemma 1.4.3 Suppose that qn ∈ C2(R) is causal. Then un ∈ C2((Rd \ Bn(ε)) × R) for all
ε > 0. Moreover, when ε tends to 0, the following asymptotic expansions hold uniformly for
x ∈ ∂Bn(ε) and t ∈ [0, T ] for any given T > 0 :

∂un
∂t

(x, t) =


1

2π

(∫ max{t,ε}

ε

q′n(t−τ)
τ 2

√
τ 2−ε2 dτ + q′n(t)

)
+O(ε) if d = 2,

q′n(t)
4πε −

q′′n(t)
4π + o(1) if d = 3,

∂un
∂ν

(x, t) =


qn(t)
2πε +O(1) if d = 2,
qn(t)
4πε2 +O(1) if d = 3.

Moreover, if d = 2, the integral involved in the expression of ∂un/∂t is O(| log ε|).
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Proof. The case d = 3 is easy. From (1.34), we see that un ∈ C2((R3 \ Bn(ε)) × R) and for
x ∈ ∂Bn(ε), we have

∂un
∂t

(x, t) = q′n(t− ε)
4πε and ∂un

∂ν
(x, t) = q′n(t− ε)

4πε + qn(t− ε)
4πε2 .

Using a Taylor expansion of qn(t− ε) and q′n(t− ε), the conclusion follows.
The case d = 2 is more intricate. The C2-regularity of un is easily deduced from its expression

(1.34), which shows in addition that for x ∈ ∂Bn(ε),

∂un
∂t

(x, t) = 1
2π

∫ tε

ε

q′n(t− τ)
ρε(τ) dτ

where ρε(τ) :=
√
τ 2 − ε2 and tε := max{t, ε}. Noticing that ρ′ε(τ) = τ/ρε(τ) and integrating by

part, we deduce that

∂un
∂t

(x, t) = 1
2π

∫ tε

ε

(
q′n(t− τ)

τ 2 + q′′n(t− τ)
τ

)
ρε(τ) dτ. (1.36)

The first term in the integral yields the dominant contribution, which is O(| log ε|) because∣∣∣∣∣
∫ tε

ε

q′n(t− τ)
τ 2 ρε(τ) dτ

∣∣∣∣∣ ≤ sup
τ∈[0,t]

|q′n(τ)|
∫ tε

ε

dτ
τ
,

since ρε(τ) ≤ τ for all τ ≥ ε. To evaluate the second one, rewrite it as
∫ tε

ε

q′′n(t− τ)
τ

ρε(τ) dτ =
∫ tε

ε
q′′n(t− τ) dτ +

∫ tε

ε
q′′n(t− τ)

(
ρε(τ)
τ
− 1

)
dτ.

The first integral of the right-hand side is equal to q′n(t− ε) = q′n(t) +O(ε) whereas the second
one is O(ε) since |ρε(τ)/τ − 1| ≤ ε2/τ 2. This gives the asymptotic behaviour of ∂un/∂t.

We proceed similarly for ∂un/∂ν starting from an expression of un(x, t) similar to (1.36)
(with q′n and q′′n replaced by qn and q′n, respectively). Taking the normal derivative and using
again an integration by parts, it is easily seen that

∂un
∂ν

(x, t) = ε

2π

∫ tε

ε

(
3 qn(t− τ)

τ 4 + 3 q′n(t− τ)
τ 3 + q′′n(t− τ)

τ 2

)
ρε(τ) dτ.

By the same argument as above, the last term in the integral yields a contribution O(ε| log ε|)
whereas the second one is O(1). The dominant contribution is given by the first term. Indeed
we have ∫ tε

ε

3qn(t−τ)
τ 4 ρε(τ) dτ = qn(t)

∫ tε

ε

3ρε(τ)
τ 4 dτ+

∫ tε

ε

3(qn(t−τ)−qn(t))
τ 4 ρε(τ) dτ,

where the last integral is O(ε−1) (since |qn(t− τ)− qn(t)| ≤ C τ for some C > 0) and
∫ tε

ε

3 ρε(τ)
τ 4 dτ =

∫ tε

ε

d
dt

(
ρε(τ)3

ε2τ 3

)
dτ = 1

ε2 +O(1).

This completes the proof.
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Proof of Proposition 1.4.1. From (1.33) and the definition (1.32) of the energy flux, the energy
conservation law (1.35) writes as

EΩ(ε)(t) =
N∑

n,m,p=1
Epnm(t, ε) where

Epnm(t, ε) :=
∫ t

0

∫
∂Bp(ε)

∂un
∂ν

(x, s) ∂um
∂t

(x, s) dγx ds.

Lemma 1.4.3 shows that if p 6= n and p 6= m, then Epnm(t, ε) = O(εd−1). Moreover if n 6= m, then
Emnm(t, ε) = O(ε) if d = 3 (respectively, Emnm(t, ε) = O(ε| log ε|) if d = 2) whereas

Ennm(t, ε) =
∫ t

0
qn(s) ∂um

∂t
(xn, s) ds+O(ε).

Finally, if n = m, in the three-dimensional case, we have

Ennn(t, ε) =
∫ t

0

(
qn(s) q′n(s)

4πε − qn(s) q′′n(s)
4π + o(1)

)
ds

= qn(t)2

8πε +
∫ t

0

q′n(s)2

4π ds− qn(t) q′n(t)
4π + o(1).

Thus we see that for all time t such that qn(t) 6= 0, this quantity diverges as O(ε−1) when ε
tends to 0. On the other hand, when qn(t) = 0, it has a finite limit given by the second term.

Similarly, in the two-dimensional case, Lemma 1.4.3 shows that

Ennn(t, ε) =
∫ t

ε

∫ s

ε

q′n(s−τ) qn(s)
2π τ 2 ρε(τ) dτ ds+

∫ t

0

q′n(s) qn(s)
2π ds+O(ε| log ε|).

The second integral of the right-hand side is equal to qn(t)2/(4π). The first one can be rewritten
as ∫ t

ε

(∫ t

τ
(q′n(s− τ)− q′n(s)) qn(s) ds+ qn(t)2 − qn(τ)2

2

)
ρε(τ)
2π τ 2 dτ.

Hence this quantity diverges as O(| log ε|) if qn(t) 6= 0, since
∫ t

ε

ρε(τ)
τ 2 dτ =

∫ t

ε

d
dt

(
−ρε(τ)

τ
+ log(ρε(τ) + τ)

)
dτ = − log ε+O(1).

On the other hand, when qn(t) = 0, Lebesgue’s dominated convergence theorem shows that it
tends to ∫ t

0

(∫ t

τ
(q′n(s− τ)− q′n(s)) qn(s) ds− qn(τ)2

2

)
dτ

2π τ ,

which can be rewritten in the simpler form shown in the proposition.



CHAPITRE DEUX

FOCALISATION SPATIALE EN RÉGIME
HARMONIQUE

Sommaire
2.1 Description de la tache focale pour un milieu contenant un seul

obstacle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.1.1 Cas idéal d’un réseau sphérique à grande distance . . . . . . . . . . . 36
2.1.2 Cas d’un réseau plan ouvert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.2 Focalisation dans un milieu contenant plusieurs obstacles . . . . . 44
2.2.1 Propriétés algébriques de l’opérateur de diffraction Ŝω . . . . . . . . . 45
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Dans le chapitre précédent, nous avons pris comme point de départ les propriétés de focali-
sation spatiale des ondes générées par la méthode DORT en régime harmonique. Ce chapitre a
pour but de les comprendre et de les expliquer. Nous conservons le formalisme et les notations
décrits dans le premier chapitre que nous rappelons ici très brièvement.

Dans un milieu de référence remplissant l’espace Rd (d = 2 ou d = 3), nous disposons d’un
réseau composé de N transducteurs ponctuels (successivement émetteurs et récepteurs) placés
en x1, ..., xn. A fréquence fixée ω, ce réseau est capable d’émettre des ondes incidentes v̂inc de la
forme

v̂inc(x, ω) =
N∑
n=1

q̂n(ω)Ĝ(xn, x, ω).

où Ĝ et q̂n(ω) représentent respectivement la fonction de Green harmonique du milieu (cf. (1.5))
et le signal d’entrée complexe placé sur le nième transducteur (utilisé en tant qu’émetteur).
Supposons maintenant que ce milieu soit perturbé par la présence d’une famille d’obstacles
ponctuels parfaitement mous 1 dont les positions respectives y1, ..., yP sont inconnues. Nous
cherchons alors à émettre des ondes incidentes v̂inc venant focaliser sélectivement sur l’un de ces
obstacles . Dans ce but, nous allons utiliser le réseau de transducteurs pour sonder le milieu par
le processus suivant. Celui-ci émet dans un premier temps une onde incidente v̂inc. Cette onde
est alors réfléchie par les obstacles qui génèrent une onde diffractée v̂sc. L’onde diffractée v̂sc
est finalement mesurée sur les transducteurs (utilisés en tant que récepteurs). Nous avons ainsi
accès à l’opérateur de diffraction Ŝω (défini en (1.6)) qui à une distribution de signaux d’entrée
q̂in(ω) = (q̂1(ω), . . . , q̂N(ω))> associe la mesure q̂out(ω) =: (v̂sc(x1, ω), . . . , v̂sc(xN , ω))>.

1. Traduction française du terme "sound soft obstacles".

35
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La méthode DORT consiste à effectuer une SVD de cet opérateur

Ŝω = V̂ω D̂ω Ŵ∗ω

(cf. (1.2.2)). Notre but est ici d’expliquer les propriétés suivantes (énoncées au chapitre précé-
dent). Lorsque les obstacles sont suffisamment distants :

– Le nombre d’obstacles P coïncide avec le nombre de valeurs singulières non nulles de D̂ω.

– Si ces valeurs singulières sont simples, chaque vecteur singulier à droite, associé à une
telle valeur singulière, génère une une onde qui focalise sélectivement sur un des obstacles
du milieu.

Nous cherchons ici à comprendre quelles sont les ondes générées par la méthode DORT :
on va notamment constater que sous certaines conditions, leur amplitude se concentre en un
lieu qu’on appelle tache focale. Nous considérons, dans un premier temps, que le milieu ne
contient qu’un seul obstacle (P = 1). Nous mettrons alors en évidence la présence de la tache
focale dans le cas idéal d’un réseau de transducteurs sphérique entourant l’obstacle et à grande
distance de celui-ci. Puis, nous nous intéresserons à un cas plus réaliste, celui d’un réseau plan
ouvert (c’est-à-dire un segment pour d = 2 ou un rectangle pour d = 3) en ne faisant aucune
hypothèse sur la distance entre le réseau et l’obstacle. Enfin, nous reviendrons sur les propriétés
de focalisation sélective des ondes générées par la méthode DORT pour un milieu contenant
plusieurs obstacles.

2.1 Description de la tache focale pour un milieu contenant
un seul obstacle

2.1.1 Cas idéal d’un réseau sphérique à grande distance
Nous considérons une distribution de transducteurs équirépartie xn, n = 1, ..., N sur la

sphère SR := {z ∈ Rd; |z| = R} entourant l’obstacle et située à grande distance de celui-ci.
Notre but est alors d’étudier dans ce cas idéal, la décroissance spatiale de l’onde générée par
un signal construit à l’aide de la méthode DORT. Notons que le raisonnement qui va suivre est
classique au sens où on peut le trouver sous diverses formes dans la littérature. A cette fin, nous
renvoyons par exemple le lecteur à [19, 65].

y

O

R

x1
xN

xn

Figure 2.1 – Cas idéal d’un réseau sphérique entourant l’obstacle y.
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Le milieu ne contenant qu’un seul obstacle y, l’opérateur de diffraction a pour expression
(cf.(1.27)) :

Ŝω = σ(ω) ĝ(ω) ĝ(ω)> où ĝ(ω) = (Ĝ(x1, y, ω), ..., Ĝ(xN , y, ω))>

et σ(ω) représente le coefficient de réflexion de l’obstacle y (cf. (1.8)). Cet opéra-
teur est clairement de rang 1. Il est alors facile de vérifier (cf. (1.14)) que le couple
(σ(ω) ĝ(ω))/(|σ(ω)| ‖ĝ(ω)‖CN ), ĝ(ω)/ ‖ĝ(ω)‖CN ) est un couple de vecteurs propres singuliers
associé à l’unique valeur singulière non nulle : |σ(ω)| ‖ĝ(ω)‖2

CN .
Notons qu’un vecteur singulier à droite associé à la valeur singulière |σ(ω)| ‖ĝ(ω)‖2

CN est
ici nécessairement de la forme ŵ(ω) = ei φ(ω) ĝ(ω)/ ‖ĝ(ω)‖CN . Le coefficient de phase fréquen-
tielle ei φ(ω) n’ayant aucune importance, si on se limite comme dans ce chapitre à l’étude de la
méthode DORT en régime harmonique, nous le fixons arbitrairement à 1. De même le facteur
de normalisation par 1/ ‖ĝ(ω)‖2

CN ne modifie pas l’allure de l’onde incidente. Nous l’oublierons
donc par la suite. Ainsi, en choisissant, comme distributions de signaux d’entrée le vecteur ĝ(ω),
le réseau émet l’onde incidente suivante :

v̂inc(x, ω) =
N∑
n=1

Ĝ(xn, y, ω) Ĝ(xn, x, ω). (2.1)

qui peut être approchée pour un nombre de transducteurs N élevé par

v̂inc(x, ω) N→+∞≈ CN

∫
SR
Ĝ(z, y, ω) Ĝ(x, z, ω) dS(z),

où CN est une constante dépendant du nombre de transducteurs, de la dimension d. Pour un
milieu dont les hétérogénéités sont localisées dans un domaine borné, la relation de Helmholtz–
Kirchhoff (cf. [53]) nous permet d’interpréter le comportement asymptotique de cette intégrale
lorsque R→∞ :

∫
SR
Ĝ(z, y, ω) Ĝ(x, z, ω) dS(z) R→+∞≈ Ĝ(x, y, ω)− Ĝ(x, y, ω)

2iω .

Cette dernière relation relie donc le signal émis à la partie imaginaire de la fonction de Green
Ĝ(·, y, ω). Ainsi dans le cas d’un milieu homogène (cf. 1.1), on obtient :

Ĝ(x, y, ω)− Ĝ(x, y, ω)
2iω =

J0(ω |x− y|)
4ω si d=2 ,

sinc(ω |x− y|)
4π si d=3 .

(2.2)

où les fonctions J0 et sinc désignent ici respectivement la fonction de Bessel d’ordre 0 et le sinus
cardinal défini par sinc(x) = sin(x)/x dont les courbes sont représentées dans la figure 2.2.

L’expression (2.2), nous permet alors de décrire l’allure de l’onde incidente (2.1). Celle-ci est
radiale dans le sens où elle ne dépend que de la distance du point d’observation x à l’obstacle
y. Il est d’ailleurs usuel de définir en optique le rayon r0 de la tache focale à partir du premier
zéro de la fonction de Bessel J0 pour d = 2 ou de la fonction sinus cardinal pour d = 3. Ainsi
dans notre cas :

r0 '
2.4
ω

= 1.2λ
π

si d=2 et r0 = π

ω
= λ

2 si d=3 .

Effectuons quelques commentaires sur cette dernière expression :
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– Remarquons d’abord que r0 diminue lorsque λ décroit. On retrouve donc ici un phénomène
classique en imagerie et en problèmes inverses : l’amélioration de la focalisation à faibles
longueurs d’ondes (celles-ci détectant mieux l’obstacle).

– Notons ensuite qu’à longueur d’onde λ fixée, le coefficient r0 = λ/2, obtenu pour un réseau
de transducteurs sphérique à grande distance, est communément appelé en physique la
résolution maximale au sens où l’on ne peut pas focaliser en-dessous de cette limite dans
le cas d’un réseau fermé entourant l’obstacle (cf. [28]).

– Constatons enfin que si r0 est légèrement plus petit en dimension 2, la décroissance spatiale
de la tache focale est plus rapide en dimension 3 (cf. figure 2.2). En effet, quand |x− y| →
∞, on a (cf.[1]) :

J0(ω |x− y|) = O

 1√
|x− y|

 et sinc(ω |x− y|) = O

(
1

|x− y|

)
.

Figure 2.2 – Graphique de la fonction J0 (à gauche) et sinc (à droite).

2.1.2 Cas d’un réseau plan ouvert
Des études ont été réalisées pour caractériser la tache focale des ondes générées par la

méthode DORT lorsque l’on ne se trouve plus dans le cadre idéal du réseau de transducteurs
sphérique à grande distance. Que devient-elle, par exemple, quand le réseau est ouvert, c’est-
à-dire qu’il n’entoure plus l’obstacle ? A ce titre, les auteurs de [65] ont montré, à l’aide d’un
modèle fondé sur une approximation en champ lointain, que dans le cas d’un milieu homogène
tridimensionnel et d’un réseau de transducteurs continu placé à l’infini l’amplitude des ondes
générées par la méthode DORT décroît comme l’inverse de la distance à l’obstacle. Dans [20],
on s’intéresse au cas d’un réseau plan placé dans un milieu aléatoire où la propagation des ondes
vérifie l’approximation paraxiale. Il est alors prouvé que la grandeur caractéristique de la tache
focale transverse est définie par le critère de Rayleigh décrit au chapitre précédent.

Dans ce paragraphe, nous complétons une étude effectuée dans mon stage de master [29].
Nous traitons le cas d’un réseau de transducteurs ouvert, placé dans un milieu homogène, dont la
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distance à l’obstacle n’est pas nécessairement grande. Nous supposerons par souci de simplicité
qu’il s’agit d’un réseau plan ouvert (cf. figure 2.3) : un segment (en deux dimensions) ou un
rectangle (en trois dimensions) mais d’autres formes géométriques pourraient être traitées de
façon similaire. Notons que nous ne serons ici ni dans une approximation champ lointain, ni
dans un régime paraxial.

La relation de Helmholtz–Kirchhoff, utilisée précédemment pour décrire la tache focale,
n’étant pas vérifiée pour un réseau ouvert en champ proche, nous allons adopter un autre point
de vue : regarder, en un point x fixé, la décroissance de l’onde incidente lorsque l’on diminue
la longueur d’onde, ou de façon équivalente lorsqu’on augmente la fréquence ω. Il s’agit donc
ici de caractériser le point de focalisation plutôt que la tache focale. En effet, nous verrons que
l’obstacle y est le point où cette décroissance est la moins rapide.

Nous considérons une distribution de transducteurs équirépartie xn, n = 1, ..., N sur le
rectangle Γ := {z = (z1, z2, 0), z1 ∈ [a, b] et z2 ∈ [c, d]} pour d = 3 ou le segment
Γ := {z = (z1, 0), z1 ∈ [a, b]} pour d = 2 (cf. figure 2.3). Nous supposons de plus que l’obstacle
s n’appartient pas à l’hyperplan Hz contenant le réseau de transducteurs (c’est-à-dire au plan
z3 = 0 pour d = 3 et à la droite z2 = 0 pour d = 2) car le réseau ne peut pas focaliser sur de
tels obstacles.

y

x1

xN

xn

Figure 2.3 – Cas d’un réseau plan ouvert : un rectangle ou un segment.

Pour un nombre de transducteurs N élevé, nous pouvons encore approcher l’onde incidente
(2.1) en un point x /∈ Γ par :

v̂inc(x, ω) N→+∞≈ CN

∫
Γ
Ĝ(z, y, ω) Ĝ(x, z, ω) dS(z), (2.3)

où CN dépend ici seulement du nombre de transducteurs et de la dimension d. Pour regarder le
comportement de v̂inc(x, ω) en hautes fréquences, nous allons ici utiliser un théorème de phase
stationnaire sur la fonction de Green Ĝ. Nous devons à cette fin distinguer les cas d = 2 et
d = 3.

Cas d’un réseau rectangulaire

En dimension 3, la fonction de Green d’un milieu homogène Ĝ est définie par :

Ĝ(z, x, ω) = eiω|z−x|

4π|z − x| .
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Le comportement asymptotique en hautes fréquences de v̂inc (cf. (2.3)) sera donc défini par celui
de l’intégrale

I(x,y)(ω) =
∫

Γ
Ĝ(z, y, ω) Ĝ(x, z, ω) dS(z) = 1

16 π2

∫
[a,b]×[c,d]

eiω(|z−x|−|z−y|)

|z − y| |z − x|
dz1 dz2.

Remarquons d’abord que I(x,y)(ω) ne dépend que de la distance des points x et y avec les points
z de Γ. Ainsi en notant alors xs et ys les symétriques de x et y par rapport à Hz, on a

I(x,y)(ω) = I(xs,y)(ω) = I(x,ys)(ω) = I(xs,ys)(ω). (2.4)

On peut donc, sans perte de généralités, supposer que les points x = (x1, x2, x3) et y = (y1, y2, y3)
sont du même côté du réseau : par exemple que x3 ≥ 0 et y3 > 0. Constatons ensuite que lorsque
x = y, l’intégrale

I(y,y)(ω) = 1
16 π2

∫
[a,b]×[c,d]

1
|z − y|2

dz1 dz2

ne dépend pas de ω. Par contre, pour x 6= y, c’est une intégrale oscillante dont l’asymptotique
haute fréquence découlera du théorème de phase stationnaire suivant (cf. [118]) :

Théorème 2.1.1 Soient A et φ deux fonctions de C∞ ([a, b]× [c, d]). Supposons que φ n’admet
qu’un nombre fini de points stationnaires (points où le gradient s’annule) qui sont non dégénérés
(c’est-à-dire de Hessienne définie positive ou définie négative), alors∫

[a,b]×[c,d]
A(z1, z2) ei ω φ(z1,z2) dz1 dz2 = O(ω−1), quand ω →∞.

Nous voulons appliquer ce théorème aux fonctions Ax,y(z1, z2) = 1/(‖z − y‖ ‖z − x‖) et
φx,y(z1, z2) = |z − x| − |z − y| C∞ sur [a, b] × [c, d]. Il faut donc en vérifier les hypothèses,
c’est-à-dire caractériser les points stationnaires de φx,y. Ceci est l’objet du

Lemme 2.1.2 Soit la fonction φx,y : [a, b]× [c, d] 7→ R définie par

φx,y(z1, z2) = |z − x| − |z − y| et z = (z1, z2, 0)

où le point d’observation x = (x1, x2, x3) et l’obstacle y = (y1, y2, y3) sont distincts, n’appar-
tiennent pas à Γ et vérifient x3 ≥ 0 et y3 > 0 (c’est-à-dire qu’ils sont du même côté du réseau).
Notons (xy) la droite passant par les points x et y. Les points stationnaires de φx,y sont alors
caractérisés par les deux assertions suivantes :

1. Si (xy)∩Γ = {(z1, z2, 0)}, φx,y admet pour unique point stationnaire (z1, z2) et il n’est pas
dégénéré.

2. Si (xy) ∩ Γ = ∅, φx,y n’a aucun point stationnaire.

Preuve. Calculons le gradient de φx,y en un point (z1, z2)

∂φx,y((z1, z2))
∂z1

= z1 − x1

|z − x|
− z1 − y1

|z − y|
et

∂φx,y((z1, z2))
∂z2

= z2 − x2

|z − x|
− z2 − y2

|z − y|
Ainsi,

∇φx,y(z1, z2) = 0 ⇐⇒


z1 − x1

|z − x|
= z1 − y1

|z − y|
z2 − x2

|z − x|
= z2 − y2

|z − y|
(2.5)
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Montrons en fait que sous l’hypothèse : y3 > 0 et x3 ≥ 0,

∇φx,y(z1, z2) = 0 ⇐⇒ z − x
|z − x|

= z − y
|z − y|

.

L’implication directe découle immédiatement de (2.5). Démontrons la réciproque. Supposons
que ∇φx,y(z1, z2) = 0. Soit P la projection orthogonale sur le plan z3 = 0, il vient alors avec
(2.5) :

∇φx,y(z1, z2) = 0⇒ P

(
z − x
|z − x|

)
= P

(
z − y
|z − y|

)

⇒ ∃α ∈ R tel que z − x
|z − x|

= z − y
|z − y|

+ α e3, (2.6)

où (e1, e2, e3) désigne la base canonique de R3. Nous allons prouver que α = 0. En prenant la
norme au carré de l’égalité (2.6), on obtient :

1 = (z1 − y1)2 + (z2 − y2)2 + (−y3 + α |z − y|)2

|z − y|2
.

Soit après simplification :
(−y3)2 = (−y3 + α |z − y|)2. (2.7)

Or, d’après l’équation (2.6), on a :
−y3

|z − y|
+ α = −x3

|z − x|
≤ 0.

Ainsi −y3 et −y3 + α |z − y| sont de même signe (négatif), on tire alors de (2.7) que −y3 =
−y3 + α |z − y| et on conclut finalement que :

α = 0 car y /∈ Γ.

On a donc prouvé que la fonction φx,y admet un point stationnaire (z1, z2) si et seulement si les
points x, y et z = (z1, z2, 0) sont alignés. Ainsi, soit l’intersection de Γ et de la droite (xy) est vide
et φx,y n’admet aucun point stationnaire, soit cette intersection est un singleton {z = (z1, z2, 0)}
et φx,y a pour unique point stationnaire (z1, z2). Montrons alors dans ce dernier cas que le point
stationnaire de φx,y : (z1, z2) n’est pas dégénéré. A cette fin, calculons la Hessienne au point
(z1, z2) sachant qu’il vérifie la condition d’alignement : (z− x)/ |z − x| = (z− y)/ |z − y|. Après
un petit calcul, on trouve que :

∂2φx,y((z1, z2))
∂z2

1
=
(

1
|z − x|

− 1
|z − y|

)(
1

|z − x|

)2 [
(z2 − x2)2 + y2

3

]
,

∂2φx,y((z1, z2))
∂z2

2
=
(

1
|z − x|

− 1
|z − y|

)(
1

|z − x|

)2 [
(z1 − x1)2 + y2

3

]
,

et
∂2φx,y((z1, z2))

∂z2∂z1
= −

(
1

|z − x|
− 1
|z − y|

)(
1

|z − x|

)2

[(z1 − x1)(z2 − x2)] .

En posant : αx,y =
(

1
|z − x|

− 1
|z − y|

)(
1

|z − x|

)2

6= 0, la Hessiene Hx,y s’écrit :

Hx,y = αx,y

(
(z2 − x2)2 + x2

3 −(z1 − x1)(z2 − x2)
−(z1 − x1)(z2 − x2) (z1 − x1)2 + x2

3

)
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et son déterminant vérifie :

det(Hx,y) = α2
x,y

[(
(z2 − x2)2 + x2

3

) (
(z1 − x1)2 + x2

3

)
− (z1 − x1)2(z2 − x2)2

]
≥ α2y4

p3 > 0

Ainsi, Hx,y a deux valeurs propres non nulles et du même signe. Elle est donc selon le signe de
αx,y, définie positive ou définie négative.

Nous venons de démontrer que φx,y possède au plus un point stationnaire qui, lorsqu’il existe,
est non dégénéré. L’utilisation du théorème de phase stationnaire 2.1.1, nous permet alors de
conclure sur la décroissance de l’intégrale I(x,y)(ω) avec la

Proposition 2.1.3 Le comportement fréquentiel des intégrales Ix,y(ω) pour un point d’obser-
vation x /∈ Γ est donné par les assertions suivantes :

– Si x ∈ {y, ys} alors l’intégrale Ix,y(ω) ne dépend pas de la fréquence ω :

I(x,y)(ω) = 1
16 π2

∫
[a,b]×[c,d]

1
|z − y|2

dz1 dz2.

– Si x /∈ {y, ys} alors
I(x,y)(ω) = O

(
ω−1

)
quand ω →∞.

D’après cette proposition, on constate qu’à un nombre de transducteurs N élevé, l’obstacle y
peut être caractérisé par la décroissance fréquentielle de l’onde incidente v̂inc. En effet, en dehors
des points y et ys (symétrique de y par rapport à Hz) où v̂inc ne dépend pas de ω, v̂inc décroît
au moins en ω−1. Ainsi, lorsque la fréquence ω tend vers l’infini, on focalise parfaitement sur
l’obstacle y et son symétrique ys (puisque le réseau de transducteurs, inclus dans Hz, ne peut
les discerner).

Cas d’un réseau linéique

En dimension 2, la fonction de Green est définie par :

Ĝ(x, z, ω) = i
4H

(1)
0 (ω|z − x|).

En utilisant l’asymptotique de la fonction de Hankel H(1)
0 pour de grands arguments z ∈ R+∗

(cf.[1]) :

H
(1)
0 (z) =

√
2
πz
ei(z−

π
4 ) +O(z− 3

2 ), (2.8)

on obtient quand ω →∞ :

Ix,y(ω) =
∫

Γ
Ĝ(z, y, ω) Ĝ(x, z, ω) dS(z) = 1

8πω

∫
[a,b]

eiω(|z−x|−|z−y|)

(|z − x| |z − y|) 1
2

dz1 +O
( 1
ω2

)
. (2.9)

Pour étudier le comportement hautes fréquences de l’intégrale oscillante :
∫

[a,b]

eiω(|z−x|−|z−y|)

(|z − x| |z − y|) 1
2

dz1,

nous allons encore utiliser un théorème de phase stationnaire (cf. [37]).



2.1. Description de la tache focale pour un milieu contenant un seul obstacle 43

Théorème 2.1.4 Soient A et φ deux fonctions C∞ ([a, b]) :

– Si φ n’admet pas de point stationnaire alors∫
[a,b]

A(z)ei ω φ(z)dx = O(ω−1), quand ω →∞.

– Si φ admet un nombre fini strictement positif de points stationnaires qui sont non dégé-
nérés, alors il existe C ∈ C tel que∫

[a,b]
A(z)ei ω φ(z)dx = C ω−1/2 +O(ω−1), quand ω →∞. (2.10)

– Si φ admet un unique point stationnaire z0 non dégénéré tel que A(z0) 6= 0 alors la
constante C dans (2.10) est non nulle.

Remarque 2.1.5 Dans l’asymptotique hautes fréquences des intégrales oscillantes, les contri-
butions prépondérantes sont données par les termes de bord issus d’une intégration par parties et
les points où la phase stationne. En dimension 3, les termes de bord et les points stationnaires
non dégénérés interviennent au même ordre : en ω−1 dans cet asymptotique. Par contre, en
dimension 2, c’est la présence de points stationnaires qui va définir l’ordre de décroissance de
ces intégrales.

Pour décrire, l’asymptotique haute fréquence de l’intégrale I(x,y)(ω), nous cherchons à ap-
pliquer ce théorème aux fonctions C∞ ([a, b]) : Ax,y(z1) = 1/(|z − x| |z − y|) 1

2 et φx,y(z1) =
|z − x| − |z − y|. Dans ce but, nous devons encore déterminer les points stationnaires de φ.
L’égalité (2.4) (qui exprime le fait que notre problème est symétrique par rapport à Hz) permet
encore de limiter cette étude à des points x et y du même côté du réseau, c’est-à-dire vérifiant
par exemple x2 ≥ 0 et y2 > 0.

Lemme 2.1.6 Soit la fonction φ : [a, b] 7→ R définie par

φx,y(z1) = |z − x| − |z − y| et z = (z1, 0)

où le point d’observation x = (x1, x2) et l’obstacle y = (y1, y2) sont distincts, n’appartiennent
pas à Γ et vérifient x2 ≥ 0 et y2 > 0 (c’est-à-dire qu’ils sont du même côté du réseau). Notons
(xy) la droite passant par les points x et y. Les points stationnaires de φ sont alors caractérisés
par les deux assertions suivantes :

1. Si (xy)∩Γ = {(z1, 0)}, φx,y admet pour unique point stationnaire z1 et il n’est pas dégénéré.
2. Si (xy) ∩ Γ = ∅, φx,y n’a aucun point stationnaire.

Preuve. La preuve est ici analogue à celle du lemme 2.1.2.

L’existence d’un point stationnaire de φx,y étant liée à une condition d’alignement entre un point
z de Γ, le point d’observation x et l’obstacle y ou son symétrique ys (par rapport à la droite
z2 = 0), nous définissons l’ensemble Cy des x ∈ R2 où cette condition est vérifiée par :

Cy =
⋃
z∈Γ

]z, y) ∪
⋃
z∈Γ

]z, ys)
 \ {y, ys} , (2.11)

(la notation ]z, y) désignant la demi-droite [z, y) privée du point z). La conjonction du lemme
précédent, du théorème de phase stationnaire (2.1.4) et de la relation (2.9), nous amènent à la
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Proposition 2.1.7 Le comportement fréquentiel des intégrales Ix,y(ω) pour un point d’obser-
vation x /∈ Γ est donné par les assertions suivantes :

– Si x ∈ {y, ys} alors

I(x,y)(ω) =
∫

[a,b]

1
8πω |z − y| dz1 +O(ω−2).

– Si x ∈ Cy alors il existe une constante C ∈ C∗ telle que

I(x,y)(ω) = C ω−3/2 +O(ω−2) quand ω →∞.

– Si x /∈ (Cy ∪ {y, ys}) alors

I(x,y)(ω) = O(ω−2) quand ω →∞.

De (2.3), on tire alors le schéma récapitulatif suivant.

Cy

Cy Cy

Cy

O(ω−2)

O(ω−3/2)

O(ω−1)

Γ
yys

Figure 2.4 – Décroissance fréquentielle de v̂inc en fonction du point d’observation.

Le point de focalisation : l’obstacle y est encore caractérisé comme le point où la décroissance
fréquentielle de l’onde incidente v̂inc est la plus faible. A la différence de la dimension 3, on
observe par contre une décroissance fréquentielle plus lente de v̂inc pour les points x appartenant
à Cy. Physiquement, l’ensemble Cy peut être interprété comme le cône d’émission du réseau, c’est-
à-dire l’ensemble des points par lesquels se propagent les rayons focalisant sur l’obstacle y (ou
son symétrique ys).

2.2 Focalisation dans un milieu contenant plusieurs obs-
tacles

Nous allons maintenant considérer le cas où le milieu contient plusieurs obstacles (P > 1)
et essayer de comprendre les propriétés de focalisation sélective liées aux ondes générées par la
méthode DORT. Pour pouvoir focaliser sélectivement sur tous les obstacles du milieu à l’aide de
cette méthode, il faut au moins qu’il y ait autant de valeurs singulières non nulles que d’obstacles,
c’est-à-dire que l’opérateur de diffraction Ŝω soit de rang(P ). Nous caractériserons donc, dans
un premier temps, le rang de cet opérateur. Puis, nous présenterons ensuite une situation idéale
décrite dans [95, 97] où les obstacles du milieu sont parfaitement découplés. Dans ce cadre, il est
aisé de comprendre de façon analytique la propriété de focalisation sélective des ondes générées
par la méthode DORT. Enfin, par une étude des termes d’interactions entre les obstacles, nous
étudierons les situations où l’on s’approche de ce cas idéal d’obstacles parfaitement découplés.
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2.2.1 Propriétés algébriques de l’opérateur de diffraction Ŝω
Rappelons d’abord brièvement l’expression de l’opérateur de diffraction (cf. (1.12))

Ŝω = Ĝ>ω (Σ−1
ω − Ĥω)−1 Ĝω.

La matrice de propagation P ×N : Ĝω est définie par

(Ĝω)pn := Ĝ(xn, yp, ω).

Quant aux matrices carrées de taille P : Ĥω et Σω constituant l’opérateur de réflexion (Σ−1
ω −

Ĥω)−1 dans le cadre du modèle de Foldy-Lax, elles sont décrites respectivement par :

(Ĥω)pq := Ĝ(yp, yq, ω) si p 6= q et (Ĥω)pp := 0,

(Σω)pq := 0 si p 6= q et (Σω)pp = σp(ω).

Pour focaliser sélectivement sur P obstacles à l’aide de la méthode DORT, il faut que l’opé-
rateur Ŝω possède au moins P valeurs singulières non nulles. Une première étape consiste donc
à caractériser l’image et le noyau de cet opérateur.

Proposition 2.2.1 Soient ĝp(ω) = (Ĝ(x1, yp, ω), ..., Ĝ(xN , yp, ω))> pour p = 1..., P , les P

colonnes de l’opérateur de rétro-propagation Ĝ>ω . Alors l’image et le noyau de Ŝω vérifient :

Im(Ŝω) ⊂ vect(ĝ1(ω), ..., ĝP (ω)) et vect(ĝ1(ω), ..., ĝP (ω))⊥ ⊂ Ker(Ŝω). (2.12)
De plus, on a l’équivalence suivante :

rang(Ĝω) = P ⇐⇒ rang(Ŝω) = P.

Notons enfin que dans le cas où rang(Ĝω) = P (autrement dit si la famille (ĝP (ω))p∈{1,...,P} est
libre), les inclusions (2.12) deviennent des égalités.

Preuve. L’inclusion
Im(Ŝω) ⊂ vect(ĝ1(ω), ..., ĝP (ω)) (2.13)

découle immédiatement de la relation Im(Ĝ>ω (Σ−1
ω −Ĥω)−1 Ĝω) ⊂ Im(Ĝ>ω ). Concernant le noyau

Ker(Ŝω), la symétrie de Ŝω (Ŝω = Ŝ>ω ) entraine l’égalité suivante :

Ker(Ŝω) = Im(Ŝω)⊥. (2.14)

Il vient alors avec (2.13) que

vect(ĝ1(ω), ..., ĝP (ω))⊥ ⊂ Ker(Ŝω).

Supposons maintenant que la matrice Ĝ>ω est de rang P . Sous cette hypothèse, l’opérateur
Ĝ>ω est injectif et l’opérateur Ĝω est surjectif, il s’ensuit que

rang(Ŝω) = rang(Ĝ>ω (Σ−1
ω − Ĥω)−1 Ĝω) = rang(Ĝ>ω ) = P.

Réciproquement si Ŝω est de rang P alors d’après (2.13), la famille (ĝ1(ω), ..., ĝP (ω)) est libre,
rang(Ĝω) = P , et

Im(Ŝω) = vect(ĝ1(ω), ..., ĝP (ω)).
On conclut alors finalement avec (2.14) que

Ker(Ŝω) = vect(ĝ1(ω), ..., ĝP (ω))⊥.
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On déduit immédiatement de ce petit résultat algébrique l’équivalence

rang(Ĝω) = P ⇐⇒ Ŝω possède P valeurs singulières non nulles. (2.15)

Lorsque la matrice de propagation Ĝω n’est pas de rang P , l’opérateur de diffraction possède un
nombre de valeurs singulières non nulles strictement inférieur au nombre d’obstacles P . Il est
donc impossible de focaliser sélectivement sur tous les obstacles du milieu. C’est par exemple le
cas lorsque le nombre de transducteurs N est strictement inférieur au nombres d’obstacles, ce
qui se traduit par rang(Ĝω) ≤ min(P,N) < P .

Quand N est supérieur ou égal à P , la condition rang(Ĝω) = P est généralement vérifiée
sauf dans des cas dégénérés de symétries qui brisent la liberté de la famille (ĝP (ω))p∈{1,...,P}.
Citons à ce titre le cas de deux obstacles y1 et y2 symétriques par rapport à un réseau linéique
(cf. figure 2.5) où la matrice Ĝω est clairement de rang 1. Pour d’autres exemples moins triviaux,
nous renvoyons le lecteur à [80].

y1

x1

xn

xN

y2

Figure 2.5 – Cas pathologique de deux obstacles symétriques par rapport au réseau.

2.2.2 Obstacles parfaitement découplés
Revenons dans ce paragraphe sur une situation idéale présentée dans [95, 97] où les obs-

tacles du milieu peuvent être considérées comme totalement découplés. Les auteurs de [95, 97]
considèrent un modèle où l’on néglige les réflexions entre les obstacles. Cette hypothèse se tra-
duit algébriquement par Ĥω = 0 dans (1.12) 2. L’opérateur de diffraction s’exprime alors de la
manière suivante :

Ŝω = Ĝ>ω Σω Ĝω =
P∑
p=1

σp(ω) ĝp(ω) ĝp(ω)>. (2.16)

Dans un tel cadre, ils ont mis en évidence que découpler totalement les obstacles revenait à
supposer que la famille (ĝP (ω))p∈{1,...,P} était orthogonale, ce qui est reformulé dans la

Proposition 2.2.2 Si la famille (ĝP (ω))p∈{1,...,P} est orthogonale, les valeurs singulières non
nulles de l’opérateur Ŝω (défini en (2.16)) sont explicitement données par

λp(ω) = |σp(ω)| ‖ĝp(ω)‖2
CN , p = 1, ..., P.

2. En effet, en hautes fréquences c’est-à-dire lorsque les obstacles sont suffisamment distants, la matrice
d’interactions entre les obstacles Ĥω devient négligeable devant le terme Σ−1

ω . Ainsi l’opérateur de réflexion
(Σ−1

ω − Ĥω)−1 est équivalent à Σω et on peut ne prendre en compte que la première réflexion sur chaque obstacle
en remplaçant (Σ−1

ω − Ĥω)−1 par Σω dans (1.12).
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A chaque λp(ω), on peut alors associer le couple de vecteurs singuliers suivant(
σp(ω)ĝp(ω)

|σp(ω)| ‖ĝp(ω)‖CN
,

ĝp(ω)
‖ĝp(ω)‖CN

)
.

Preuve. La famille (ĝP (ω))p∈{1,...,P} étant orthogonale, elle est à fortiori libre et
donc rang(Ĝω) = P . On déduit alors de (2.15) que l’opérateur Ŝω a exactement
P valeurs singulières non nulles. Pour tout p ∈ {1, ..., P}, le couple de vecteurs
((|σ(ω)p| ĝp(ω))/(σp(ω) ‖ĝp(ω)‖CN ), ĝp(ω)/ ‖ĝp(ω)‖CN ) vérifie :

Ŝω
ĝp(ω)

‖ĝp(ω)‖CN
= (|σp(ω)| ‖ĝp(ω)‖2

CN ) σp(ω) ĝp(ω)
|σp(ω)| ‖ĝp(ω)‖CN

,

et
Ŝ∗ω

σp(ω) ĝp(ω)
|σp(ω)| ‖ĝp(ω)‖CN

= (|σp(ω)| ‖ĝp(ω)‖2
CN ) ĝp(ω)
‖ĝp(ω)‖CN

.

Il s’agit donc (cf. (1.14)) d’un couple de vecteurs singuliers associés à la valeur singulière :
|σp(ω)| ‖ĝp(ω)‖2

CN .

Lorsque la famille (ĝP (ω))p∈{1,...,P} est orthogonale, nous dirons que les obstacles sont parfai-
tement découplés 3. Sous cette hypothèse, les valeurs singulières non nulles λp(ω) ne dépendent
que de la réflectivité de l’obstacle yp et de sa distance à chacun des transducteurs composant
le réseau. Dans ce cadre idéal, lorsque les valeurs singulières λp(ω) sont simples, la focalisation
sélective des ondes générées par la méthode DORT s’explique par le fait qu’un vecteur singulier
à droite ŵp(ω) associé à la valeur singulière λp(ω) est de la forme

ŵp(ω) = eiφp(ω) ĝp(ω)
‖ĝp(ω)‖CN

où eiφp(ω) ∈ C,

il génère donc une onde focalisant sélectivement sur l’obstacle yp (cf. partie 2.1).

Remarque 2.2.3 Notons ici que nous perdons la propriété de focalisation sélective pour un
obstacle yp dont la valeur singulière λp(ω) n’est pas simple. Pour le comprendre, considérons par
exemple le cas d’une valeur singulière λp(ω) double. Il existe alors q 6= p, tel que λp(ω) = λq(ω).
Ainsi, un vecteur singulier à droite associé à λp(ω) est de la forme :

wp(ω) = A(ω) ĝp(ω)
‖ĝp(ω)‖CN

+B(ω) ĝq(ω)
‖ĝq(ω)‖CN

où A(ω), B(ω) ∈ C et A(ω)2 +B(ω)2 = 1.

Il génère donc des ondes qui focalisent sur les obstacles yp et yq dès lors que les coefficients A(ω)
et B(ω) sont différents de zéro. En pratique, il n’est alors pas possible à l’aide de la méthode
DORT de focaliser sélectivement sur yp et yq, car ne connaissant pas leurs positions, nous
n’avons pas accès aux vecteurs singuliers particuliers wp(ω) = ĝp(ω)/ ‖ĝp(ω)‖CN et wq(ω) =
ĝq(ω)/ ‖ĝq(ω)‖CN décrits par la proposition 2.2.2.

Ainsi, la focalisation sélective des ondes générées par la méthode DORT sur tous les obstacles
du milieu suppose d’une part que les obstacles yp sont assez éloignés les uns des autres pour
que l’on se rapproche de la situation idéale d’obstacle parfaitement découplés et d’autre part
que les P valeurs singulières λp(ω) qui leur sont associées sont simples. Nous nous proposons ici

3. Traduction française du terme "ideally resolved scatterers" utilisé dans [95, 97].
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d’examiner sous quelles conditions on se rapproche de la situation idéale d’obstacles parfaitement
découplés. Dans un tel cadre, il paraît logique, comme le suggèrent les auteurs de [95, 97], que
pour p 6= q, le produit scalaire

Ipq(ω) =
(

ĝp(ω)
‖ĝp(ω)‖CN

,
ĝq(ω)

‖ĝq(ω)‖CN

)
CN

(2.17)

mesure les interactions entre les obstacles p et q. Les obstacles étant alors faiblement couplés
lorsque le terme Ip,q(ω) est petit devant 1 pour chaque paire d’obstacles (yp, yq) du système.
Nous nous proposons ici d’étudier, pour un milieu homogène, la dépendance de Ipq en ω dans le
cas du réseau plan tronqué Γ en dimension d défini dans le paragraphe 2.1.2. Nous montrerons
en particulier que l’on s’approche asymptotiquement d’obstacles parfaitement découplés lorsque
la fréquence ω tend vers l’infini (ce qui revient à supposer que la distance entre les obstacles est
suffisamment grande pour que l’on puisse négliger les termes de couplages).

Étude asymptotique et numérique des termes de couplage

Soient yp et yq deux obstacles n’appartenant pas à l’hyperplan Hz et tels que yq 6= yps (yps
étant le symétrique de yps par rapport à Hz) 4. Pour un nombre de transducteurs N élevé, le
terme de couplage Ipq(ω) peut être approché de la manière suivante

Ipq(ω) N→+∞≈ C

∫
Γ
Ĝ(z, y, ω) Ĝ(x, z, ω) dS(z)∥∥∥Ĝ(·, yp, ω)

∥∥∥
L2(Γ)

∥∥∥Ĝ(·, yq, ω)
∥∥∥
L2(Γ)

, (2.18)

où la constante C ne dépend que de la dimension d. On déduit alors aisément de l’étude effectuée
au paragraphe 2.1.2 la

Proposition 2.2.4 L’asymptotique hautes fréquences de Ipq(ω) est donnée pour d = 3 par

Ip,q(ω) = O(ω−1) quand ω →∞.

Pour d = 2, il dépend de la position de l’obstacle yq :
– Si yq ∈ Cyp (où le cône d’émission Cyp est défini en (2.11)) alors il existe une constante
C ∈ C∗ telle que

Ip,q(ω) = C ω−1/2 +O(ω−1) quand ω →∞.

– Si yq /∈ Cyp,
Ip,q(ω) = O(ω−1) quand ω →∞.

Preuve. Les asymptotiques hautes fréquences en dimension deux et trois de l’intégrale oscil-
lante : ∫

Γ
Ĝ(z, y, ω) Ĝ(x, z, ω) dS(z),

sont ici respectivement données par les propositions (2.1.7) et (2.1.3). Quant au termes de
normalisation,

∥∥∥Ĝ(·, yj, ω)
∥∥∥
L2(Γ)

pour j = p ou q, il ne dépendent pas de la fréquence pour
d = 3 : ∥∥∥Ĝ(·, yj, ω)

∥∥∥
L2(Γ)

=
(∫

[a,b]×[c,d]

1
16π2 |z − yj|2

) 1
2

dz1 dz2,

4. Notons que pour yq = yps , le réseau ne discerne plus les obstacles (cf. figure 2.5).
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et vérifie d’après la relation (2.8) pour d = 2 :

∥∥∥Ĝ(·, yj, ω)
∥∥∥
L2(Γ)

=
(∫

[a,b]

1
8πω |z − yj|

dz1

) 1
2

+O
( 1
ω2

)
, quand ω →∞.

A partir de ces différents asymptotiques, on obtient alors par définition de Ipq(ω) (cf. (2.18)) les
résultats énoncés.

Les termes de couplage du système tendent donc vers 0 lorsque la fréquence ω tend vers
l’infini. On se rapproche donc de la situation idéale d’obstacles parfaitement découplés lorsque
la fréquence est suffisamment élevée. Notons qu’en dimension 2, la vitesse de convergence vers
0 du terme de couplage Ipq(ω) est ralentie lorsque l’obstacle yq appartient au cône d’émission
Cyp . Nous nous proposons d’illustrer ce phénomène à l’aide d’un exemple numérique.

y1 y2

x1

xn

xN

y2

x1

xn

xN

y1

Figure 2.6 – Schéma des deux situations traitées : y2 /∈ Cy1 (à gauche) et y2 ∈ Cy1 (à droite).

Nous considérons dans la figure 2.7 le cas d’un milieu homogène remplissant le plan R2

et d’un réseau linéique dont la distribution de transducteurs est équirépartie sur le segment
{0}× [0, 1]. Le milieu est ici perturbé par la présence de deux obstacles y1 et y2. Dans la colonne
de gauche, les obstacles y1 et y2 sont placés respectivement en (1.3, 1.1) et (1.6, 1.1) de telle
sorte que l’obstacle y2 n’appartienne pas au cône d’émission Cy1 . Dans la colonne de droite au
contraire, les positions respectives des deux obstacles y1 et y2 : (1.3, 0.9) et (1.6, 0.9) font que
y2 appartient à Cy1 . Ces situations sont représentées par les deux schémas de la figure 2.6.

Dans le premier et le deuxième couple d’images de la figure 2.7, le terme de couplage I12 est
tracé en fonction de la fréquence ω respectivement pour un nombre de transducteurs N = 100
et N = 300. En comparant ces simulations verticalement, on remarque que si l’on augmente
fortement la fréquence sans avoir suffisamment de transducteurs, le couplage entre deux obs-
tacles oscille fortement. Cette situation se produit dans chaque cas lorsque la distance entre les
transducteurs est voisine de la longueur d’onde 2π/ω. Numériquement, cela justifie le passage
à la limite mathématique N → ∞ pour obtenir un réseau continu avant de faire tendre la fré-
quence ω vers l’infini. Notons également qu’en confrontant ces simulations horizontalement, on
constate que le terme de couplage I12 semble converger plus lentement vers 0 à droite, dans le
cas où y2 ∈ Cy1 , ce qui est bien accord avec la proposition 2.2.4.

Dans le dernier couple d’images de la figure 2.7, nous représentons en échelle logarithmique
la vitesse de convergence du terme I12 en fonction de la fréquence (courbe rouge) pour un réseau
de 2000 transducteurs qui est alors une bonne approximation d’un réseau continu. Quant à la
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droite bleue, elle représente la fonction ω 7→ ω−1 à gauche et la fonction ω 7→ ω−
1
2 à droite. Les

ordres de convergence prédits par la proposition 2.2.4 sont ainsi vérifiés.

Figure 2.7 – Terme de couplage I12 en fonction de ω dans les cas où y2 /∈ Cy1 (à gauche) et
y2 ∈ Cy1 (à droite).
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Nous cherchons ici à illustrer numériquement les propriétés de focalisation exhibées dans les
deux chapitres précédents pour un milieu bidimensionnel. Dans un premier temps, nous présen-
tons des simulations en régime harmonique en nous intéressant tout d’abord au cas d’un milieu
de référence homogène. Dans ce cadre, nous montrons à travers divers exemples la focalisation
spatiale sélective des ondes générées par la méthode DORT. Nous en décrivons également les
limites en présentant notamment les cas pathologiques d’obstacles fortement couplés ou non
discernables par le réseau de transducteurs. Puis, dans le cas d’un milieu diffusif, en jouant sur
le nombre de diffuseurs du milieu, nous illustrons l’impact des différents régimes de diffusion :
balistique et diffusif (introduits au chapitre un) sur la propagation des ondes générées par la
méthode DORT. Enfin, dans le cas du régime transitoire, nous complétons l’étude numérique
entreprise dans le premier chapitre.

3.1 Simulation numérique en régime harmonique
La méthode numérique en régime fréquentiel consiste, dans un premier temps, à construire

l’opérateur de diffraction Ŝω à l’aide du modèle de Foldy-Lax (cf. paragraphe 1.2.1). Puis, il
faut exhiber une base de vecteurs singuliers à droite de l’image de cet opérateur. Chacun de ces
vecteurs singuliers fournit alors une distribution de signaux complexes : (q̂1(ω), q̂2(ω), ..., q̂N(ω))
à appliquer aux transducteurs qui émettent une onde incidente

v̂inc(x, ω) =
N∑
n=1

q̂n(ω)Ĝ(xn, x, ω),

dont nous représentons le module sur une grille qui maille une partie du plan Ω. Notons que dans
le cas où le milieu de référence est un milieu diffusif modélisé par un milieu homogène perturbé
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par la présence de D petits diffuseurs parfaitement mous, la fonction de Green Ĝ est elle-même
calculée numériquement à l’aide du modèle de Foldy-Lax en résolvant en chaque point de la
grille un système de taille D (cf. (1.15)).

3.1.1 La méthode DORT en milieu homogène
Le cas idéal d’un obstacle entouré d’un réseau circulaire

Décrivons la situation représentée par la figure 3.1 qui met en évidence l’évolution de la
tache focale en fonction de l’ouverture angulaire du réseau de transducteurs. Nous considérons
ici un milieu homogène perturbé par la présence d’un seul obstacle de diamètre 2.10−3 placé en
(1, 1) 1. Ce dernier est représenté par un rond blanc (nous conserverons cette convention dans les
prochaines simulations). Le réseau utilisé est un arc de cercle (de couleur noire sur les images)
de rayon R = 0.9 dont le centre est placé sur l’obstacle. Son ouverture angulaire, à densité de
transducteurs constante : 30 par radian, varie d’une simulation à l’autre avec un pas de π/3.
L’opérateur de diffraction Ŝω possède dans chaque cas une unique valeur singulière non nulle.
Nous représentons ici sur le domaine Ω = [0, 2]× [0, 2] pour la fréquence ω = 30 l’onde générée
par un vecteur propre singulier à droite qui lui est associé.

Sur la première figure, la tache focale est elliptique. Le réseau de faible ouverture angulaire :
π/3 se comporte ici plutôt comme un réseau linéique. Si l’on désigne par d = 0.9 la distance entre
l’obstacle et le réseau et par l = 0.9π/3 la longueur du réseau, on vérifie alors que la taille de la
tache focale transverse (à l’axe de symétrie du réseau) suit le critère de Rayleigh : λ d/l ≈ 0.2.
Avec l’augmentation de l’ouverture angulaire, cette grandeur diminue pour atteindre dans la
troisième figure (ouverture angulaire de π) la valeur limite 1.2λ/π ≈ 0.08 mise en évidence par
le petit calcul du paragraphe 2.1.1. Dans les quatrième et cinquième figure, c’est la taille de la
tache focale longitudinale qui s’affine. On obtient finalement pour un réseau circulaire (sixième
figure) une tache focale dont le rayon est une bonne approximation de la résolution maximale
1.2λ/π ≈ 0.08.

Obstacles faiblement couplés

Nous nous intéressons dans la figure 3.2 à un milieu homogène contenant deux obstacles de
diamètre 2.10−3 et 10−3 respectivement placés en (1.2, 0.3) et (1.7, 1.9). Le réseau, ici linéique,
est composé de 128 transducteurs équirépartis sur le segment {0}×[0, 2]. L’opérateur Ŝω possède
deux valeurs singulières non nulles. Nous représentons successivement pour les fréquences ω = 3,
ω = 30 et ω = 100 les ondes générées par les vecteurs singuliers à droite associés à ces deux
valeurs singulières.

Dans le premier couple de figures où ω = 3, la distance entre les obstacle et le réseau est
voisine de 0.6λ pour le plus gros obstacle et de 0.8λ pour le plus petit. Les oscillations des
ondes générées par le réseau sont donc du même ordre de grandeur que la distance entre les
obstacles et le réseau, ces ondes sont donc incapables de focaliser sur les obstacles.

Pour le deuxième couple d’images ω = 30, on a donc multiplié par 10 la longueur d’onde par
rapport à la situation précédente. Les obstacles, étant distants d’environ 8λ, sont faiblement
couplés. On observe alors la focalisation sélective des ondes générées par la méthode DORT.
La taille de la tache focale transverse suit encore le critère de Rayleigh : λd/l. Ce rapport est
approximativement égal à 0.13 pour l’obstacle le plus proche et à 0.18 pour le plus éloigné.
Enfin, on distingue que l’intensité du champ incident est plus importante dans une zone de
forme conique. Il s’agit en fait du cône d’émission, décrit au chapitre précédent. Notons à ce

1. Le diamètre d’un obstacle intervient dans l’expression de son coefficient de réflexion σ(ω) (cf. 1.8).
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titre que chaque obstacle n’appartient pas au cône d’émission de l’autre, ce qui diminue leur
interaction (cf. proposition 2.2.4).

Dans le dernier couple de figures de 3.2 où la fréquence ω = 100, les deux obstacles, distants
d’environ 27λ sont pratiquement parfaitement découplés. Ceci peut s’observer numériquement
en examinant le graphique gauche de la figure 3.4 où l’on trace le terme de couplage

I12 =
(

ĝ1(ω)
‖ĝ1(ω)‖CN

,
ĝ2(ω)

‖ĝ2(ω)‖CN

)
CN

(défini en (2.17)) en fonction de la fréquence ω. A ω = 100, ce terme est inférieur à 0.05, les
vecteurs ĝ1(ω)/ ‖ĝ1(ω)‖CN et ĝ2(ω)/ ‖ĝ2(ω)‖CN sont donc presque orthogonaux. Notons ensuite
que la qualité de la focalisation s’est nettement améliorée ; on constate par exemple que la taille
de la tache focale transverse qui suit toujours le critère de Rayleigh, a été divisée par 3. On
observe aussi qu’en dehors du cône d’émission de chaque obstacle, l’intensité de l’onde incidente
est voisine de zéro. En effet, nous avons constaté au chapitre précédent que la décroissance
fréquentielle de v̂inc(x, ω) était plus importante pour des points x en dehors de ce cône (cf.
figure 2.4).

Obstacles fortement couplés

Dans la figure 3.3, le réseau de transducteurs, le nombre et la taille des obstacles, ainsi que
le domaine Ω représenté sont semblables à ceux de la figure 3.2. Cependant, la position des
obstacles a changé : ils sont ici plus proches. Le plus gros obstacle est désormais positionné en
(1.1, 1.3) et le plus petit en (1.4, 1.4). L’opérateur de diffraction possède toujours deux valeurs
singulières non nulles dont nous représentons les ondes incidentes associées par la méthode
DORT pour les fréquences ω = 30, ω = 100 et ω = 200.

Lorsque ω = 30 (premier couple d’images), la distance entre les obstacles est d’environ 1.5λ.
Les obstacles sont donc fortement couplés. Les vecteurs singuliers à droite, dont la propriété
est de maximiser l’énergie diffractée sur le réseau, ont alors tendance à illuminer les deux obs-
tacles. On perd donc la propriété de focalisation sélective des ondes générées par la méthode
DORT. Pour ω = 100 (deuxième couple de figures), les obstacles sont distants d’environ 5λ. La
focalisation s’est nettement améliorée, mais elle n’est pas totalement sélective. En effet, dans
chaque cas, une partie non négligeable de l’énergie de l’onde incidente est encore envoyée sur le
second obstacle. Ceci s’explique par le fait que chaque obstacle appartient au cône d’émission de
l’autre, le couplage entre les deux obstacles décroit ainsi moins vite en fonction de la fréquence
(cf. proposition 2.2.4) que dans la disposition associée à la figure 3.2 (cf. figure 3.4). Enfin, pour
ω = 200 (dernier couple d’images), on peut parler de focalisation sélective. Néanmoins, le cône
d’émission de chaque obstacle reste encore perturbé par la présence du second (ce phénomène
est notamment très visible sur l’onde incidente focalisant sur le plus petit obstacle).

Obstacles non discernables

Nous traitons dans la figure 3.5 un cas pathologique étudié dans [97] où le réseau n’est
plus capable de discerner les obstacles en raison de la forte symétrie du problème. Dans cette
simulation, le réseau, le nombre d’obstacles, ainsi que le domaine Ω sont identiques à ceux des
figures 3.2 et 3.3. C’est ici le rayon et la position des obstacles qui ont changé. Les deux obstacles
sont désormais de tailles identiques : 2.10−3 et leur position respective est (1.2, 0.5) et (1.2, 1.5).
On remarque alors que la disposition du système (réseau plus obstacles) est symétrique par
rapport à la droite y = 1.

Dans le premier couple d’images, nous représentons, à la fréquence ω = 100, les ondes
générées par deux vecteur singuliers à droite associés aux deux valeurs singulières non nulles



54 Chapitre 3. Résultats numériques

de Ŝω. Nous perdons ici totalement la propriété de focalisation sélective car les ondes focalisent
sur les deux obstacles (cette focalisation est même symétrique par rapport à la droite y = 1).
Les auteurs de [97] ont par contre constaté que lorsqu’on choisit une combinaison particulière
de ces deux vecteurs singuliers, on peux focaliser sélectivement sur chacun des obstacles, ce qui
est vérifié numériquement dans le second couple d’images de cette figure. Notons par contre
que comme les valeurs singulières λ1(ω) et λ2(ω) sont généralement distinctes, les vecteurs ainsi
formés ne sont pas des vecteurs singuliers à droite de l’opérateur Ŝω. Nous sortons donc ici du
cadre de la méthode DORT.

Cette situation, très particulière, est en fait "pire" que la situation de la figure 3.3 dans
le sens où l’augmentation de la fréquence n’améliore pas la focalisation sélective. En effet, le
problème n’est pas ici relié à la promiscuité des obstacles, mais à celle des deux valeurs singulières
non nulles : λ1(ω) et λ2(ω) (λ1(ω) étant supérieure à λ2(ω)) de Ŝω. Ce phénomène est illustré
par la courbe 3.6 où l’on trace pour un nombre de transducteurs élevé N = 3000, la courbe
(λ1(·)−λ2(·))/λ1(·) en fonction de la fréquence ω. On constate que cette différence semble tendre
vers 0 lorsque ω →∞, tout en s’annulant en certaines fréquences pour lesquelles λ1(ω) = λ2(ω).
Expliquons ce phénomène dans le cas où l’opérateur de diffraction Ŝω est de la forme :

Ŝω = Ĝ>ω Σω Ĝω =
2∑
p=1

σ(ω) ĝp(ω) ĝp(ω)>, (3.1)

autrement dit lorsqu’on néglige les réflexions entre les obstacles 2. Dans ce cas, pour un nombre
de transducteurs élevé et en hautes fréquences, les vecteurs (ĝP (ω))p∈{1,...,P} sont presque or-
thogonaux (cf. proposition 2.2.4). Or, si l’on suppose cette orthogonalité, l’opérateur Ŝω, défini
en (3.1), admet pour une unique valeur singulière non nulle |σ(ω)| ‖ĝ1(ω)‖2

CN (cf. proposition
2.2.2) qui est ici double, car la symétrie du problème impose que

|σ(ω)| ‖ĝ1(ω)‖2
CN = |σ(ω)| ‖ĝ2(ω)‖2

CN .

Dans ce cas, d’après la remarque 2.2.3, les vecteurs singuliers à droite ŵ(ω) (d’une SVD quel-
conque) associés à cette valeur singulière sont une combinaison linéaire des vecteurs orthogonaux
ĝ1(ω)/ ‖ĝ1(ω)‖CN et ĝ2(ω)/ ‖ĝ2(ω)‖CN et focalisent donc sur les deux obstacles. Pour obtenir
la focalisation sélective, il faut choisir une SVD dont les vecteurs singuliers à droite sont à un
coefficient complexe de module un près ces deux derniers vecteurs, ce qui n’est pas possible en
pratique car on ne connaît pas la position des obstacles.

3.1.2 La méthode DORT en milieu diffusif
Nous considérons ici le cas où le milieu de référence n’est plus homogène, mais diffusif. Par

diffusif, nous entendons qu’il s’agit d’un milieu homogène perturbé par des petits diffuseurs
parfaitement mous de même rayon r . Dans un tel cadre, nous modélisons la diffraction d’une
onde incidente à l’aide du modèle de Foldy-Lax, décrit dans le paragraphe 1.2.1 (une étude
approfondie de ce modèle asymptotique sera effectuée dans le chapitre 4). Ce modèle présuppose
que la taille des obstacles reste petite devant la longueur d’onde. Dans un tel contexte, le libre
parcours moyen (cf. [27, 48]), est donné par la formule (1.16)

Lfp := 4ω
N |σ(ω)|2 , (3.2)

où σ(ω) = 4i/(H(1)
0 (ω r)) désigne ici le coefficient de réflexion associé aux diffuseurs par le

modèle de Foldy-Lax.
2. Les obstacles étant de même taille, ils ont la même réflectivité σ(ω).
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Plaçons nous ici avec le même jeu de paramètres numériques que celui des figures 1.2 et
1.3 du chapitre 1, c’est-à-dire une situation semblable à celle décrite dans la figure 3.3 où nous
avons remplacé le milieu homogène par un milieu contenant 500 diffuseurs de rayon r = 10−4

aléatoirement répartis dans le domaine [0.3, 0.8] × [0, 2]. Nous avions alors étudié l’influence
de l’augmentation de la fréquence ω sur les ondes incidentes générées par la méthode DORT
et avions notamment constaté que la qualité de la focalisation augmentait en haute fréquence.
Outre le fait que le réseau détecte mieux les obstacles dans un tel régime fréquentiel, une raison
de cette amélioration était l’augmentation du libre parcours moyen avec la fréquence, ce que
nous visualisons dans la figure 3.7. Nous avions alors mis en évidence un régime plutôt diffusif
pour la figure 1.2 et un régime intermédiaire pour la figure 1.3.

Néanmoins, la croissance du libre parcours moyen en fonction de la fréquence étant plutôt
lente dans les intervalles de fréquence considérés (cf. figure 3.7), nous nous proposons ici d’exa-
miner ce que deviennent les ondes générées par la méthode DORT lorsqu’on le fait varier de
façon importante. A cette fin, nous allons ici jouer sur un autre paramètre dans la formule (3.2) :
la densité de diffuseurs du milieu N (la fréquence ω étant ici fixée à 50).

Dans le premier couple d’images de la figure 3.8, la densité de diffuseurs est de 50 par
unité d’aire. Le libre parcours moyen Lfp ≈ 3.2 est grand devant l’épaisseur du milieu diffusif
L = 0.5, nous sommes donc en régime balistique. Les ondes générées par la méthode DORT
focalisent sélectivement sur les obstacles tout en subissant quelques réflexions spéculaires dans
le milieu diffusif. Les taches focales sont ici pratiquement semblables à celle obtenues dans
un milieu homogène. Dans le second couple d’images où la densité de diffuseurs est de 500
par unité d’aire, le libre parcours moyen Lfp ≈ 0.32 est donc divisé par dix par rapport à la
situation précédente. Il est ici inférieur à L. Nous sommes donc dans un régime plutôt diffusif.
Cette situation est semblable à celle observée dans la figure 1.2. La qualité de la focalisation
s’est dégradée. Une grosse partie de l’énergie de l’onde incidente reste piégée par les réflexions
dans le milieu diffusif où l’on observe des phénomènes de résonance. Néanmoins, la taille de la
tache focale semble réduite par rapport au cas précédent. En effet, la présence de diffuseurs a
pour conséquence d’accroître la résolution du réseau en augmentant son ouverture angulaire (cf.
[9, 20]). Enfin, dans le dernier couple d’images où la densité de diffuseurs est désormais de 2000
par unité d’aire, le libre parcours moyen Lfp ≈ 0.08 est petit devant L. Nous sommes ici dans un
régime très diffusif. Les ondes incidentes, générées par la méthode DORT, ne focalisent plus les
obstacles. La quasi-totalité de leur énergie reste piégée par les réflexions dans le milieu diffusif
qui joue ici le rôle d’"un mur infranchissable" pour ces ondes.
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Figure 3.1 – Évolution de la tache focale en fonction de l’ouverture angulaire.



3.1. Simulation numérique en régime harmonique 57

Figure 3.2 – Évolution de la tache focale en fonction de la longueur d’onde pour des obstacles
faiblement couplés.
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Figure 3.3 – Évolution de la tache focale en fonction de la longueur d’onde pour des obstacles
fortement couplés.
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Figure 3.4 – Terme de couplage I12 en fonction de la fréquence dans la situation décrite par la
figure 3.2 (à gauche) et par la figure 3.3 (à droite) .

Figure 3.5 – Cas pathologique de deux obstacles indiscernables.
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Figure 3.6 – Courbe : (λ1(·)− λ2(·))/λ1(·) en fonction de la fréquence ω.

Figure 3.7 – Libre parcours moyen en fonction de la fréquence dans le cadre du modèle de
Foldy-Lax pour une densité de 500 diffuseurs, de diamètre 2.10−4, par unité d’aire.
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Figure 3.8 – Tache focale des ondes générées par la méthode DORT en fonction du régime
de diffusion : balistique (premier couple d’images), intermédiaire (deuxième couple) et diffusif
(dernier couple).
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3.2 Focalisation en régime transitoire
Dans le premier chapitre (cf. paragraphe 1.3.1), nous avons montré comment superposer

fréquentiellement les vecteurs singuliers à droite de la méthode DORT afin de construire des
signaux temporels générant des ondes qui focalisent sélectivement en espace mais aussi en temps
au voisinage des obstacles du milieu. Nous avons mis en évidence les propriétés de ces signaux et
donné quelques exemples numériques illustrant la focalisation. Nous cherchons ici à compléter
par de nouvelles simulations l’étude numérique entreprise dans le premier chapitre.

3.2.1 La focalisation sélective
En régime harmonique, un grand avantage de la méthode DORT est de focaliser sélectivement

tous les obstacles du milieu lorqu’ils sont suffisamment découplés. Observons ici numériquement
ce phénomène en régime transitoire. A cette fin, montrons la focalisation sur le second obstacle
pour la configuration géométrique et les paramètres physiques utilisés dans la figure 1.5. Cet
obstacle étant plus éloigné du réseau et de plus petite taille, il est associé sur toute la bande
fréquentielle (ici [20, 100]) à la plus petite valeur singulière non nulle de Ŝω.

Dans la figure 3.9, nous représentons l’onde incidente générée par le signal qφ+ du théorème
1.3.1. Celle-ci focalisent à t = 0 sur le second obstacle. Cet obstacle étant plus éloigné du réseau,
la tache focale est ici légèrement plus étendue que dans la figure 1.5. Concernant la propagation
de l’onde, on observe ici les mêmes phénomènes. Le front d’onde est encore perturbé par les
réflexions dans le milieu diffusif qui ont tendance à ralentir sa propagation. Pour tenir compte
de ces réflexions, une partie de l’onde est émise suffisamment tôt (ceci est visible au temps
t = −3.2) afin que ses diverses composantes se concentrent à t = 0 sur l’obstacle.

Dans la figure 3.10, on compare la qualité de la focalisation à l’aide du critère énergétique
(1.28) pour le signal qφ+ du théorème 1.3.1 à celui obtenu par l’expérience de retournement
temporel pour l = 0 et χact = χ (cf. équation (1.26)). La boîte rectangulaire choisie pour calculer
l’énergie acoustique locale à un instant t fixé (cf. (1.28)) est ici donnée par B = [1.5, 1.9] ×
[1.76, 2.04]. A gauche, nous considérons le cas d’un milieu homogène. On observe, à l’instar
de la figure 1.8, que les deux courbes coïncident. Ceci confirme numériquement les résultats
obtenus dans le paragraphe 1.3.3 qui affirment que ces deux courbes sont très voisines dans
le cas d’obstacles suffisamment découplés. Leur maximum est atteint au temps de focalisation
t = 0. Celui-ci est de 43%, ce qui est très légèrement inférieur au résultat obtenu pour le premier
obstacle. A droite, dans le cas d’un milieu diffusif, les deux courbes sont encore très proches,
ce qui conforte encore les résultats du paragraphe 1.3.3. Là aussi, leur maximum est atteint en
t = 0. Il est seulement de 18% car une grande partie de l’énergie est perdue par réflexions dans
le milieu diffusif. De nouveau, nous sommes très voisins du ratio d’énergie de 19% obtenu pour
le premier obstacle.

3.2.2 Tache focale et bande passante de la gaussienne
Dans ce paragraphe, nous nous proposons de regarder l’impact de la fonction de troncature

sur la forme de la tache focale à l’instant de focalisation t = 0. A cette fin, nous allons modifier
la valeur moyenne µ et la variance γ de la fonction de troncature gaussienne du signal qφ+ :

χ(ω) = 1[ω1,ω2](ω) exp
(

(ω − ω0)2

2γ2

)
.

Notons qu’à l’exception de µ et γ, nous conservons le même jeu de paramètres que dans la
simulation associée à la figure 3.9. La bande fréquentielle du signal est toujours donnée par
l’intervalle [µ− 4γ, µ+ 4γ].
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Dans la figure 3.11, on représente la tache focale de l’onde générée par le signal qφ+ du
théorème 1.3.1 à l’instant t = 0 sur le domaine Ω = [0.18, 0.42] × [1, 1.4]. La fonction de
troncature χ est de moyenne µ = 50 (à gauche) et µ = 100 (à droite). Sa variance γ = 10
est constante entre les deux simulations. La bande fréquentielle du signal est donc l’intervalle
[10, 90] (à gauche) et [60, 140] (à droite). On constate que la focalisation spatiale est meilleure
dans le cas de la figure de droite où le régime fréquentiel est plus élevé. Entre ces deux figures, si
la taille de la tache focale longitudinale reste inchangée, la taille de la tache focale transverse est
ici divisée par deux. Il semble qu’elle soit proportionnelle à la fréquence moyenne µ du signal.

Dans la figure 3.12, il s’agit ici de modifier, à valeur moyenne constante µ = 100, la variance
du signal qφ+ dont la valeur est γ = 10 (à gauche) et γ = 20 (à droite). La bande fréquentielle
de qφ+ est donc l’intervalle [60, 140] (à gauche) et [20, 180] (à droite). Il apparait ici qu’une
augmentation de la variance entraîne une diminution du temps d’émission du réseau. C’est une
conséquence logique d’un phénomène bien connu qui consiste à dire que l’élargissement de la
bande fréquentielle d’un signal induit sa compression temporelle. Ce phénomène est également
visible dans la figure 3.13 qui représente la tache focale au temps t = 0 des ondes générées par ces
signaux. En effet, si la tache focale transverse reste ici inchangée, la tache focale longitudinale
a nettement diminué dans le cas de l’image de droite qui correspond au signal dont la fonction
de troncature χ est de variance γ = 20.

3.2.3 Effet super résolutif du milieu diffusif
Nous cherchons maintenant à comparer dans les figures 3.14 et 3.15, la tache focale obtenue

dans un milieu homogène et un milieu diffusif. Nous avons conservé les paramètres physiques
et numériques relatifs à la figure 1.4 dans le cas du milieu homogène et à la figure 1.5 dans
le cas du milieu diffusif à l’exception de ceux concernant le réseau de transducteurs. Celui-ci
est désormais formé de N = 64 transducteurs équirépartis sur le segment {0} × [0.5, 1.5]. Sa
longueur a donc été divisée par deux tout en conservant la distance entre les transducteurs.
L’effet super résolutif d’un milieu diffusif apparaît alors de façon nette (cf. [9, 20]), la tache
focale au temps de focalisation t = 0 est clairement plus petite dans le cas du mileu diffusif
qui augmente l’ouverture angulaire du réseau par le biais des multiples réflexions de l’onde à la
traversée de ce milieu. Notons que ce phénomène était moins marqué entre les figures 1.4 et 1.5
car l’ouverture angulaire du réseau était déjà élevée.

3.2.4 Focalisation avec un transducteur
La simulation présentée dans ce paragraphe est le fruit d’une discussion avec Rémi Carminati

et Sylvain Gigan, tous deux membres de l’institut Langevin. Ils affirmaient qu’il était possible
pour un milieu diffusif de focaliser sur un obstacle à l’aide d’un réseau constitué d’un seul
transducteur (N = 1) si la bande fréquentielle du signal émis par le réseau était suffisamment
grande. En effet, l’opérateur de diffraction Ŝω étant un scalaire, la focalisation ne peut être
réalisée que si les vecteurs singuliers fournis par la méthode DORT sont synchronisés sur une
large bande fréquences.

Nous avons essayé d’observer numériquement ce phénomène dans la figure 3.16. Le réseau
est ici constitué d’un seul transducteur placé en (0, 1), l’emplacement des 500 diffuseurs est
similaire à celui de la figure 1.5. Numériquement, pour que la focalisation soit observable, il faut
que le milieu soit plus diffusif que dans la situation décrite par la figure 1.5, nous avons donc
multiplié par 5 le diamètre des diffuseurs, il est désormais de 10−3. Quant à l’obstacle, il est
situé en (0.3, 1.5) et est de diamètre 5.10−3, il est donc cinq fois plus gros que les diffuseurs.
Enfin, la fonction de troncature gaussienne χ a pour moyenne µ = 70 et variance γ = 20. La
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bande fréquentielle utilisée [µ − 3γ, µ + 3γ] = [10, 130] est plus large que celle considérée dans
la figure 1.5.

Nous traçons ici le module de l’onde générée par le signal qφ+ du théorème 1.3.1 au temps
t = −6, −1.6, −1, −0.2, 0, 0.2. On observe que l’onde focalise sur l’obstacle à l’instant t = 0. Le
milieu étant plus diffusif que dans la figure 1.5, l’émission du signal débute dès le temps t = −6
afin que les diverses composantes de cette onde viennent se rencontrer en t = 0 sur l’obstacle.
Notons par contre que la majeure partie de l’énergie de l’onde est ici perdue par réflexion dans
le milieu diffusif. 3

3. L’échelle n’est ici pas renormalisée par le maximum du champ au cours du temps de simulation comme dans
toutes les autres figures présentées car le champ est beaucoup intense dans le milieu diffusif que sur l’obstacle à
t = 0. Elle est volontairement saturée à la valeur 0.12.
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Figure 3.9 – Onde incidente, générée par le signal qφ+ du théorème 1.3.1, au temps t =
−4.8, −3.2, −1.8, −1.2, −0.6, 0. dans le cas du milieu diffusif de la figure 1.5.
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Figure 3.10 – Représentation du critère de focalisation QB(t) pour des temps t ∈ [−2,+2] et
une boîte B = [1.5, 1.9]× [1.76, 2.04] dans le cas du milieu homogène de la figure 1.4 et du milieu
diffusif de la figure 1.5. Dans chaque configuration, la courbe brisée correspond au signal qφ+

du théorème 1.3.1, tandis que l’autre courbe utilise le signal (1.26), obtenu par l’expérience de
retournement temporel pour l = 0 et χact = χ.

Figure 3.11 – Représentation de la tache focale de l’onde générée par le signal qφ+ du théorème
1.3.1 à l’instant t = 0 dans le cas du milieu homogène de la figure 1.4. La fonction de troncature
χ de ce signal est une gaussienne centrée en µ = 50 (à gauche) et en µ = 100 (à droite). Sa
variance γ = 10 est ici identique dans les deux cas.
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Figure 3.12 – Représentation du signal qφ+ (rééchelonné sur [−1, 1]) du théorème 1.3.1 dans le
cas du milieu homogène de la figure 1.4. Sa fonction de troncature χ est une gaussienne centrée
en µ = 100 de variance γ = 10 (à gauche) et γ = 20 (à droite). L’axe des ordonnées décrit ici le
numéro du transducteur (le réseau étant indexé de bas en haut) et l’axe des abscisses le temps.

Figure 3.13 – Représentation de la tache focale dans le cas du milieu homogène de la figure
1.4. La fonction de troncature χ est une gaussienne centrée en µ = 100 de variance γ = 10 (à
gauche) et γ = 20 (à droite).
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Figure 3.14 – Onde incidente, générée par le signal qφ+ du théorème 1.3.1, au temps t =
−3, −1.4, −0.8, −0.4, 0, 0.4 dans le cas du milieu homogène de la figure 1.4. Le réseau est
formé ici de N = 64 transducteurs équirépartis sur le segment {0} × [0.5, 1.5].
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Figure 3.15 – Onde incidente, générée par le signal qφ+ du théorème 1.3.1, au temps t =
−3, −1.4, −0.8, −0.4, 0, 0.4 dans le cas du milieu diffusif de la figure 1.5. Le réseau est formé
ici de N = 64 transducteurs équirépartis sur le segment {0} × [0.5, 1.5].
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Figure 3.16 – Module de l’onde incidente, générée par le signal qφ+ du théorème 1.3.1, au
temps t = −6, −1.6, −1, −0.2, 0, 0.2. Le milieu est ici diffusif et le réseau utilisé ne contient
q’un seul transducteur (N = 1) placé en (0, 1).
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Ce chapitre est l’objet d’un article publié (cf. [31]) dans la revue Wave Motion que nous
reprenons ici tel qu’il a été publié.

Abstract : We are concerned with a two-dimensional problem which models the scattering of a
time-harmonic acoustic wave by an arbitrary number of sound-soft circular obstacles. Assuming
that their radii are small compared to the wavelength, we propose a mathematical justification
of different levels of asymptotic models available in the physical literature, including the so-
called Foldy–Lax model.

Keywords : Asymptotics, Multiple scattering, Foldy–Lax model, Point scatterers.

4.1 Introduction
We consider the scattering of an acoustic time-harmonic wave by an arbitrary number of

sound-soft obstacles located in a homogeneous medium. When the size of the obstacles is small
compared with the wavelength, the numerical simulation of such a problem by classical methods
(e.g., integral equation techniques or methods based on a Dirichlet-to Neumann map) can be-
come highly time-consuming, particularly when the number of scatterers is large. In this case,
the use of an asymptotic model may reduce considerably the numerical cost. Such a model was
introduced by Foldy [52] in the middle of the last century to study multiple isotropic scattering

71
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in a medium which contains randomly distributed small scatterers. Its use was extended by Lax
in [74, 75] to anisotropic or inelastic scattering. Their asymptotic model is based on the fact
that the scattered wave can be approximated by a wave emitted by point sources placed at the
centers of the scatterers ; the amplitudes of the sources are calculated by solving a linear system
which represents the interactions between the scatterers (see [81] for an overview). The same
system can be derived formally from the usual first-kind integral equation associated with the
scattering problem [98].

Nowadays, the Foldy–Lax model is widely used in the community of physicists to approxi-
mate scattered waves in numerous physical and numerical applications. These applications
concern on one hand deterministic media – see, e.g., [7] (evaluation of the scattering amplitude
of a cluster of small obstacles), [60] (attenuation, dispersion and anisotropy caused by multiple
scattering), [68] (multiple scattering between an extended scatterer and small obstacles), [80]
(localization of targets using time-reversal techniques) – and on the other hand random media
– see, e.g., [8] (generalization of well-established derivations of the radiative transfer equation
from first principles), [79] (effective wavenumber in a dilute random array of identical scatterers),
[108] (higher order Foldy-Lax models). Surprisingly, to our knowledge, there is no mathematical
justification of the Foldy–Lax model. The case of one single small scatterer is well understood.
As shown in [81] for sound-soft or sound-hard obstacles, using a simple dilation, it can be derived
from the low-frequency behavior [71] of the wave scattered by a (non small) obstacle (see also
[4] for the case of a small inhomogeneity). To a certain extent, the Foldy–Lax model provides
us the path from single scattering to multiple scattering. Our purpose is to propose a rigorous
justification of this model and to obtain local error estimates for the two-dimensional problem
in the case of circular obstacles. This assumption allows us to represent the scattered wave by
Fourier series, which yields explicit and simple proofs. Other more involved techniques (based
on matched asymptotic expansions or multiple scale methods) have been developed in a slightly
different context and could probably be adapted to our problem for non circular obstacles.
For instance, the Laplace equation in a bounded domain with small inclusions (with Dirichlet
boundary conditions) is dealt with in [84, 88] for the two-dimensional case and [83] for three-
dimensional case. Note that in [83], the authors consider two-scale asymptotic expansions by
assuming that the size of the obstacles as well as the distance between them are both small
parameters. We also refer to [16] which studies the case of a Neumann boundary condition on
two small and close obstacles for the Laplace equation.

The paper is organized as follows. In section 4.2, we show the equations of our scattering
problem and follow a physical point of view to introduce different levels of asymptotic models
including the Foldy–Lax model. We end this section with the statement of the main result of
this paper, which concerns local error estimates between the exact solution and its different
levels of approximation. In section 4.3, we adopt an asymptotic point of view : starting from
a representation of the exact solution by means of Fourier series, we derive in a formal way
the same asymptotic models. This approach is well adapted to the mathematical justification
of the asymptotic models, which is the subject of section 4.4. For the sake of clarity, some
general properties and technical lemmas used in the latter section are collected in section 4.5.
We conclude in section 4.6 by some comments about the possible generalizations of the work
proposed in the present paper.

4.2 A physical point of view
We are concerned with a two-dimensional problem which models the scattering of a given

time-harmonic acoustic wave of circular frequency ω by a family of P disjoint small circular
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sound-soft obstacles Oε1, . . . ,OεP located in a homogeneous medium filling the whole plane R2.
We denote by s1, . . . , sP their respective centers and rε1, . . . , r

ε
P their respective radii. For the

sake of simplicity, we consider non-dimensional equations, which amounts to choosing a constant
celerity c = 1 in the propagative medium. We suppose that the radii of the obstacles are small
compared to the wavelength 2π/ω and are all of the same order of magnitude represented by a
small positive parameter ε, i.e.,

ωrεp = O(ε) for p = 1, . . . , P. (4.1)

Let w be a given incident field, solution to

∆w + ω2w = 0 in R2. (4.2)

The associated scattered field uε is the solution to

∆uε + ω2uε = 0 in R2 \ ⋃Pp=1Oεp, (4.3)
uε = −w on ⋃P

p=1 ∂Oεp, (4.4)

which satisfies the usual Sommerfeld radiation condition
∂uε

∂|x|
− iω uε = O(|x|−3/2) as |x| → ∞. (4.5)

In order to approximate the solution to the above system of equations, we define below a
family of asymptotic models which are based on the fact that in the case of one single small
scatterer (P = 1), the scattered field is similar to the field emitted by a point source. More
precisely, uε can be approximated (see [81]) by

uε(x) ≈ σε1 w(s1)G(x− s1),

where G(x) = H
(1)
0 (ω |x|) /4i is the outgoing Green’s function of the Helmholtz equation (H(1)

0 is
the Hankel function of the first kind and order 0, see [1]) and σε1 is the reflection coefficient of the
scatterer, which is given by σε1 := −4i/H(1)

0 (ωrε1) for a circular obstacle. Indeed it is readily seen
that the above function satisfies (4.3) and (4.5), as well as the boundary condition uε = −w(s1)
on ∂Oε1, which actually approximates (4.4) since w(x)−w(s1) = O(ε) for all x ∈ ∂Oε1 by virtue
of our assumption (4.1).

For several obstacles (P > 1), we can consider different levels of approximation
uε,0, uε,1, . . . , uε,∞ of uε which consist in superpositions of the form

uε,k(x) :=
P∑
p=1

σεp w
ε,k
p G(x− sp) where σεp := −4i/H(1)

0 (ωrεp) (4.6)

and wε,kp represents different approximations of an “exciting field” on the p-th scatterer. In the
simplest model (k = 0), we choose

wε,0p := w(sp) for p = 1, . . . , P,

which amounts to the well-known Born approximation [80] where the interactions between the
obstacles are neglected, since in this case, uε,0 is nothing but a superposition of single scattering
approximations. The case k = ∞ corresponds to the so-called Foldy–Lax model [52, 74, 75],
which takes into account these interactions. In this case, the exciting field for one given obstacle
is the superposition of the incident field and the waves scattered by all the other obstacles, i.e.,

wε,∞p := w(sp) +
∑
q 6=p

σεq w
ε,∞
q G(sp − sq) for p = 1, . . . , P. (4.7)
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If we denote by W ε,∞ and W the vectors of CP with components wε,∞p and w(sp) respectively,
this coupling between the exciting fields can be written equivalently as

(I + Mε)W ε,∞ = W, (4.8)

where Mε is the P × P matrix defined by

Mε
pq := −σεq G(sp − sq) if q 6= p and Mε

pp := 0.

Between the cases k = 0 and k =∞, one can consider intermediate models which take into
account the successive reflections between the scatterers. Indeed, instead of (4.7), the exciting
field is defined recursively by

wε,k+1
p := w(sp) +

∑
q 6=p

σεqw
ε,k
q G(sp − sq) for p = 1, . . . , P.

It is readily seen that this relation amounts to approximating the inverse of operator I + Mε

involved in (4.8) by a truncated Neumann series, so that we can summarize these different
models by the formula

W ε,k :=
k∑
`=0

(−Mε)`W for k = 0, 1, . . . ,∞. (4.9)

The aim of this paper is to prove the following error estimates between the solution uε of our
initial problem (4.3)–(4.5) and the different levels of approximations uε,k given by (4.6) and
(4.9).

Theorem 4.2.1 For every compact subset K of R2 \ ⋃Pp=1{sp} and every s ≥ 0, there exists a
constant CK,s > 0 independent of ε such that for ε small enough,

∥∥∥uε − uε,k∥∥∥
Hs(K)

≤



∣∣∣∣∣CK,slog ε

∣∣∣∣∣
k+2

if k ∈ N,

CK,s ε

|log ε| if k =∞,

where ‖ · ‖Hs(K) denotes the norm of the usual Sobolev space Hs(K).

This result tells us that for the Foldy–Lax model (k = ∞), the magnitude of the approxi-
mation error is the same as for the single scattering problem (see, e.g. [81]), whereas for the
intermediate models (k ∈ N), it corresponds to the first neglected reflections between the scat-
terers, that is, the reflections of order k+ 1. For instance, if k = 1, the wave scattered by one of
the scatterer is O((log ε)−1) so that the first reflections of this wave by the other scatterers are
O((log ε)−2) and the magnitude of the approximation error is O((log ε)−3) which corresponds
to second-order reflections. However it is important to notice that the constant CK,s involved
in these estimates depends on the layout of the scatterers. In particular, CK,s is likely to be an
increasing function of the scatterer density. For a high density, CK,s may be large, which means
that the Foldy–Lax approximation will be valid for very small scatterers. To a certain extent,
the above theorem only tells us that the Foldy–Lax model becomes efficient for small enough
scatterers, but it does not give us a quantitative interpretation of the expression “small enough”.
Unfortunately, we did not find a quantitative estimate of the CK,s parameter with respect to the
layout of the scatterers. This is a challenging but open question. Maybe the two-scale approach
developed in [83] in a different context could be used for our problem.
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4.3 An asymptotic point of view
In this section, we revisit the asymptotic models defined by (4.6) and (4.9) by a more rigorous

approach which will allow us to prove Theorem 4.2.1 in section 4.4. The idea is to rewrite the
initial problem (4.3)–(4.5) in an equivalent form using standard tools for multiple scattering
and Fourier series.

4.3.1 Rewriting the scattering problem
In a first step, we consider a representation of uε which transforms our multiple scattering

problem into a family of P coupled single scattering problems. This representation consists in
splitting uε as follows (see [10]) :

uε =
P∑
p=1

uεp, (4.10)

where uε1, uε2, . . . , uεP are the outgoing (in the sense of (4.5)) solutions to

∆uεp + ω2uεp = 0 in R2 \ Oεp, (4.11)
uεp = −w −

∑
q 6=p

uεq on ∂Oεp, (4.12)

for p = 1, . . . , P. This representation of uε makes clear the notion of exciting field introduced in
the previous section. Indeed each function uεp represents the wave scattered by the p-th obstacle
illuminated by the exciting field w +∑

q 6=p u
ε
q.

The next step consists in taking advantage of the particular shape of the scatterers by using
Fourier series expansions of the single scattering fields uεp.We briefly recall here the main results ;
all details can be found in [81]. We equip R2 with a Cartesian coordinate system (O, e1, e2) and
define for each p = 1, . . . , P the local polar coordinates by (ρp, θp) where ρp := |x − sp| and
θp ∈ [0, 2π) is the angle between e1 and x−sp.We denote by x(ρp, θp) or simply (ρp, θp) (if there
is no ambiguity) a point of R2 defined by its local polar coordinates, so that a function of x can
be considered equivalently as a function of (ρp, θp) without change of notation.

As uεp is an outgoing solution to the homogeneous Helmholtz equation outside Oεp, it has a
modal decomposition on the Hankel functions H(1)

m (see [1]) :

uεp(x) =
∑
m∈Z

cεp,m

H
(1)
m (ωrεp)

Hp,m(x) for all x ∈ R2\ Oεp where cεp,m := 1
2π

∫ 2π

0
uεp(rεp, θp) e−imθp dθp

(4.13)
is the m-th Fourier coefficient of uεp(rεp, ·) and Hp,m(x) denotes the local outgoing cylindrical
wave-functions associated with the p-th scatterer defined by

Hp,m(x) := H(1)
m (ωρp) eimθp for x 6= sp.

Similarly, w is a solution to the homogeneous Helmholtz equation (4.2), thus it has an analogous
modal decomposition on the Bessel functions Jm [1]. We shall use such a decomposition by
choosing r0 > 0 such that ωr0 is smaller than the smallest zero of J0 (which ensures that
Jm(ωr0) 6= 0 for all m ∈ Z). Then we have

w(x) =
∑
m∈Z

dp,m
Jm(ωr0) Jm(ωρp) eimθp for all x ∈ R2 where dp,m := 1

2π

∫ 2π

0
w(r0, θp) e−imθp dθp

(4.14)
is the m-th Fourier coefficient of w(r0, ·).
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The idea is to use the Fourier coefficients cεp,m as new unknowns, more precisely to express the
coupling boundary condition (4.12) by means of the above decompositions (4.13) and (4.14),
which yields the relation between cεp,m and the Fourier coefficients dp,m of the incident field.
Thanks to the Graf’s addition formula [1]

Hq,m(x) =
∑
n∈Z
Hq,m−n(sp) Jn(ωρp)einθp for p 6= q and ρp < |sp − sq| , (4.15)

condition (4.12) becomes∑
m∈Z

cεp,m e
imθp +

∑
q 6=p

∑
m∈Z

cεq,m

H
(1)
m (ωrεq)

∑
n∈Z
Hq,m−n(sp) Jn(ωrεp) einθp = −

∑
m∈Z

dp,m
Jm(ωr0) Jm(ωrεp) eimθp ,

(4.16)
for all θp ∈ [0, 2π). Interchanging the order of summation in the second term of the left-hand
side (which will be justified in the next section, see Remark 4.4.2) and using the fact that a
Fourier series vanishes for all θp ∈ [0, 2π) if and only if all the Fourier coefficients vanish, this
equation writes equivalently as

cεp,m + Jm(ωrεp)
∑
q 6=p

∑
n∈Z

Hq,n−m(sp)
H

(1)
n (ωrεq)

cεq,n = −
Jm(ωrεp)
Jm(ωr0) dp,m for all m ∈ Z,

which can be expressed in a more concise form as

(I + Kε) cε = f ε, (4.17)

where cε is the vector (cε1, . . . , cεP )> whose components cεp are the sequences of Fourier coefficients
(cεp,m)m∈Z. Moreover Kε can be defined in matrix form by

Kε :=



0 Kε
12 . . . Kε

1P

Kε
21 0 . . . Kε

2P
... . . .

. . . ...

Kε
P1 Kε

P2 . . . 0


where each term Kε

pq, for p 6= q, is an operator which represents the action of the q-th obstacle
on the p-th obstacle, defined by

Kε
pq cq :=

∑
n∈Z

Kε
pq,mn cq,n


m∈Z

where Kε
pq,mn :=

Hq,n−m(sp) Jm(ωrεp)
H

(1)
n (ωrεq)

.

Finally the right-hand side f ε of (4.17) is the vector (f ε1 , . . . , f εP )> whose components f εp are the
sequences

f εp =
(
f εp,m

)
m∈Z

:= −
(
Jm(ωrεp)
Jm(ωr0) dp,m

)
m∈Z

.

Note that f εp is the sequence of Fourier coefficients of −w(rεp, ·). Indeed from (4.14), we have

− w(rεp, θp) =
∑
m∈Z

f εp,m e
imθp . (4.18)

Thanks to (4.13) and (4.14), the linear equation (4.17) is clearly equivalent to the family of
P coupled problems (4.11)–(4.12), hence also to our initial problem (4.3)–(4.5). It provides us a
numerical strategy for multiple scattering (see [5] for a detailed analysis). Here we shall use this
equivalent formulation to derive the asymptotic models exhibited in section 4.2 and to prove
Theorem 4.2.1.
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4.3.2 Asymptotic models
Using the asymptotic behavior (4.28) of Bessel and Hankel functions for small arguments

and the fact that w(sp) = dp,0/J0(ωr0) (which follows from (4.14)), it is easy to see that for
p 6= q,

Kε
pq,mn =


Hq,0(sp)
H

(1)
0 (ωrεq)

+O

(
ε2

log ε

)
= O

(
1

log ε

)
if (m,m) = (0, 0),

O(ε) else,

and

f εp,m =

 −w(sp) +O(ε2) if m = 0,

O(ε) else.

So the dominant coefficients of Kε
pq and f εp are reached respectively for (m,n) = (0, 0) and

m = 0. As a consequence, a formal approximation of order ε of (4.17) is given by

(I + K̃ε) cε = f 0, (4.19)

where K̃ε and f 0 are defined as Kε and f ε by replacing Kε
pq,mn and f εp,m by

K̃ε
pq,mn := δm,0 δn,0

Hq,0(sp)
H

(1)
0 (ωrεq)

and f 0
p,m := −δm,0w(sp) = −δm,0

1
J0(ωr0) dp,0.

The above approximate system (4.19) is equivalent to the Foldy–Lax model (4.8). Indeed,
following the notations introduced in section 4.2, let cε,k, for k ∈ N, denote the approximation
of the solution to (4.19) obtained by a truncated Neumann series of the inverse of I + K̃ε, and
cε,∞, the exact solution, i.e.,

cε,k :=
k∑
`=0

(−K̃ε)` f 0 for k = 0, 1, . . . ,∞,

which shows in particular that cε,kp,m = 0 for all p and m 6= 0 in view of the above definition of
K̃ε and f 0. The acoustic field associated with these Fourier coefficients by (4.13) is then given
by

uε,k(x) :=
P∑
p=1

cε,kp,0

H
(1)
0 (ωrεp)

H
(1)
0 (ω|x− sp|) for k = 0, 1, . . . ,∞. (4.20)

This expression is nothing but the field (4.6) obtained by the physical approach, which is readily
verified by noticing that K̃ε

pq,00 = Mε
pq and f 0

p,0 = −Wp (thanks to the definitions of the reflection
coefficients σεp and of the Green’s function), thus cε,kp,0 = −W ε,k

p .

4.4 A mathematical point of view

4.4.1 Functional framework
As we shall see in the sequel, the natural function space for each component cεp of the solution

cε to (4.17) is `2(Z), that is, the Hilbert space composed of the sequences cp = (cp,m)m∈Z such
that ∑m∈Z |cp,m|2 <∞, equipped with the following inner product and associated norm :

(cp, c′p)`2(Z) :=
∑
m∈Z

cp,m c′p,m and ‖cp‖`2(Z) =
{

(cp, cp)`2(Z)
}1/2

.
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Moreover, for s > 0, we denote by hs(Z) the subspace of `2(Z) composed of the sequences
cp = (cp,m)m∈Z such that ‖cp‖2

hs(Z) := ∑
m∈Z(1 +m2)s|cp,m|2 is finite.

Proposition 4.4.1 On the assumption that the scatterers are disjoint, Kε is a compact operator
in `2(Z)P .

Proof. Let us first prove that Kε ∈ L(`2(Z)P ), i.e., that Kε is a bounded operator in `2(Z)P .
It is enough to verify that each operator Kε

pq is bounded in `2(Z). Instead of working with Kε
pq,

we define its formal adjoint by

Lεqp cp :=
∑
n∈Z

Lεqp,mn cp,n


m∈Z

with Lεqp,mn := Kε
pq,nm =

Hq,m−n(sp) Jn(ωrεp)

H
(1)
m (ωrεq)

.

Let cp ∈ `2(Z) and m ∈ Z. Using the Cauchy-Schwarz inequality, we have
∣∣∣∣∣∣
∑
n∈Z

Lεqp,mn cp,n

∣∣∣∣∣∣
2

≤
∑
n∈Z

∣∣∣Hq,m−n(sp) Jn(ωrεp)
∣∣∣2∣∣∣H(1)

m (ωrεq)
∣∣∣2 ‖cp‖2

`2(Z) . (4.21)

The main advantage of working with Lεqp instead of Kε
pq lies in the observation that the sum

in the right-hand side is nothing but the sum of the squared moduli of the Fourier coefficients
which appear in the Graf’s addition formula (4.15) for x = (rεp, θp). Hence the Parseval identity
yields

∑
n∈Z

∣∣∣Hq,m−n(sp) Jn(ωrεp)
∣∣∣2 =

∥∥∥Hq,m(rεp, ·)
∥∥∥2

L2(0,2π)
:= 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣Hq,m(rεp, θp)
∣∣∣2 dθp.

Summing over m ∈ Z in (4.21), we obtain

∥∥∥Lεqp cp∥∥∥2

`2(Z)
≤

∑
m∈Z

∥∥∥Hq,m(rεp, ·)
∥∥∥2

L2(0,2π)∣∣∣H(1)
m (ωrεq)

∣∣∣2
 ‖cp‖2

`2(Z) . (4.22)

We prove in section 4.5 (see Lemma 4.5.2) that for disjoints obstacles, the series in the right-
hand side is convergent, so Lεqp ∈ L(`2(Z)). This justifies the fact that Lεqp and Kε

pq are adjoint
to each other, so Kε

pq is also bounded in `2(Z).
Using the same arguments, we can verify that for all s > 0, Lεqp is bounded from `2(Z) to

the space hs(Z) defined above. Indeed, instead of (4.22), we obtain

∥∥∥Lεqp cp∥∥∥2

hs(Z)
≤

∑
m∈Z

(1 +m2)s
∥∥∥Hq,m(rεp, ·)

∥∥∥2

L2(0,2π)∣∣∣H(1)
m (ωrεq)

∣∣∣2
 ‖cp‖2

`2(Z) ,

where Lemma 4.5.2 tells us that the series in the right-hand side is convergent. As hs(Z) is
compactly embedded in `2(Z), the compactness of Lεqp follows. Hence its adjoint is also compact
in `2(Z).

Remark 4.4.2 It is easy to see that the convergence of the series which appears in (4.22) allows
us to interchange the order of summation of the double series in (4.16).
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Proposition 4.4.3 On the assumption that the scatterers are disjoint, the multiple scattering
problem (4.17) as well as the Foldy–Lax approximation (4.19) are well-posed in `2(Z)P .

Proof. Proposition 4.4.1 tells us that (4.17) is a Fredholm equation in the space `2(Z)P (note
that the right-hand side f ε belongs to `2(Z)P since each f εp is the sequence of Fourier coefficients
of −w(rεp, ·), see (4.18)). By virtue of Fredholm’s alternative, the well-posedness of this equation
follows from the uniqueness of the solution to our initial problem (4.3)–(4.5). Indeed, it is well-
known that this problem has a unique solution uε ∈ H1

loc(Ωε) where Ωε := R2\⋃Pp=1Oεp. Suppose
then that cε ∈ `2(Z)P is a solution to (I + Kε) cε = 0. We have seen in the proof of Proposition
4.4.1 that Kε is bounded from `2(Z)P to hs(Z)P . Hence cε = −Kε cε belongs to hs(Z)P for all
s > 0. This shows that the associated function uε defined by (4.10) and (4.13) is a smooth
solution to (4.3)–(4.5) with w = 0. So uε = 0, which implies that cε = 0.

For the Foldy–Lax approximation (4.19), the proof is very different. As mentioned in section
4.3.2, this equation is equivalent to the finite dimensional system (4.8). Noticing that

∣∣∣H(1)
0 (·)

∣∣∣
is decreasing on (0,+∞) (which can be easily deduced from formula (4.31)), we infer that

∣∣∣Mε
pq

∣∣∣ =
∣∣∣σεq G(sp − sq)

∣∣∣ =

∣∣∣H(1)
0 (ω|sp − sq|)

∣∣∣∣∣∣H(1)
0 (ωrεq)

∣∣∣ < 1 for all p, q ∈ {1, . . . , P} with p 6= q.

As a consequence, ‖Mε‖∞ := supp,q ∈{1,...,P}
∣∣∣Mε

pq

∣∣∣ < 1, thus I + Mε is invertible.

4.4.2 Error analysis
The proof of Theorem 4.2.1 is mainly based on the following error estimates.

Proposition 4.4.4 There exits a constant C > 0 such that for ε small enough,

‖Kε‖L(`2(Z)P ) ≤
C

|log ε| , (4.23)∥∥∥Kε − K̃ε
∥∥∥
L(`2(Z)P )

≤ C ε , (4.24)∥∥∥f ε − f 0
∥∥∥
`2(Z)P

≤ C ε. (4.25)

Proof. For inequality (4.23), we follow the same approach as in the proof of Proposition 4.4.1.
The announced estimate simply results from (4.22) and Lemma 4.5.3.

To prove formula (4.24), we use similar arguments. First notice that the adjoint of the finite
rank operator K̃ε

pq is clearly the operator L̃εqp of L(`2(Z)) defined by

L̃εqp cp :=

δm,0 Hq,0(sp)
H

(1)
0 (ωrεq)

cp,0


m∈Z

.

Hence, for cp ∈ `2(Z), we have∥∥∥(Lεqp − L̃εqp
)
cp
∥∥∥2

`2(Z)
=

∑
|m|>0

∣∣∣(Lεqp cp)m∣∣∣2 +
∣∣∣((Lεqp − L̃εqp) cp

)
0

∣∣∣2 .
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On one hand, following the same lines as in the proof of Proposition 4.4.1 and using Lemma
4.5.3, we obtain

∑
|m|>0

∣∣∣(Lεqp cp)m∣∣∣2 ≤
 ∑
|m|>0

∥∥∥Hq,m(rεp, ·)
∥∥∥2

L2(0,2π)∣∣∣H(1)
m (ωrεq)

∣∣∣2
 ‖cp‖2

`2(Z) ≤ C ε2 ‖cp‖2
`2(Z) ,

for ε small enough. On the other hand, applying the Cauchy-Schwarz inequality, we get

∣∣∣((Lεqp − L̃εqp) cp
)

0

∣∣∣2 ≤ ∑
|n|>0

∣∣∣Hq,−n(sp) Jn(ωrεp)
∣∣∣2 +

∣∣∣(J0(ωrεp)− 1)Hq,0(sp))
∣∣∣2∣∣∣H(1)

0 (ωrεq)
∣∣∣2 ‖cp‖2

`2(Z) .

Again thanks to the Graf’s addition formula (4.15) and the Parseval identity, we see that the
numerator of the fraction in the right-hand side is nothing but

∥∥∥Hq,0(rεp, ·)−Hq,0(sp)
∥∥∥2

L2(0,2π)
.

As Hq,0(x) is a smooth function near x = sp, this quantity is O(ε2) for small ε. Noticing that
H

(1)
0 (ωrεq) = O(| log ε|) (see (4.28)), we conclude that

∣∣∣((Lεqp − L̃εqp) cp
)

0

∣∣∣2 ≤ C ε2 |log ε|−2 ‖cp‖2
`2(Z) .

which completes the proof of (4.24).
It remains to prove (4.25). From the respective definitions of f εp and f 0

p , we have
∥∥∥f εp − f 0

p

∥∥∥2

`2(Z)
=
∑
m∈Z

Aεp,m |dp,m|
2 ,

where

Aεp,0 :=
∣∣∣∣∣J0(ωrεp)− 1
J0(ωr0)

∣∣∣∣∣
2

and Aεp,m :=
∣∣∣∣∣Jm(ωrεp)
Jm(ωr0)

∣∣∣∣∣
2

if m 6= 0.

Using the asymptotic behaviors of Jm for small arguments (see (4.28)) and for large orders (see
(4.29)), we infer that there exists C > 0 independent of m such that

Aεp,0 ≤ C

(
rεp
r0

)4

and Aεp,m ≤ C

(
rεp
r0

)2m

if m 6= 0.

This shows that the dominant coefficient is obtained for m = 1, so supm∈ZAεp,m ≤ C ε2. As a
consequence, ∥∥∥f εp − f 0

p

∥∥∥2

`2(Z)
≤ C ε2 ‖dp‖2

`2(Z) ,

where ‖dp‖`2(Z) is finite since dp is the sequence of Fourier coefficients of w(r0, ·) (see (4.14)).

Corollary 4.4.5 There exits a constant C > 0 such that for ε small enough,

∥∥∥cε − cε,k∥∥∥
`2(Z)P

≤


∣∣∣∣∣ Clog ε

∣∣∣∣∣
k+1

if k ∈ N,

C ε if k =∞.
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Proof. The case k = ∞ is a consequence of Proposition 4.4.4 using standard approximation
results [72, Theorem 10.1]. The case k ∈ N then follows by noticing that∥∥∥cε − cε,k∥∥∥

`2(Z)P
≤ ‖cε − cε,∞‖`2(Z)P +

∥∥∥cε,∞ − cε,k∥∥∥
`2(Z)P

where ‖cε − cε,∞‖`2(Z)P ≤ C ε

and

∥∥∥cε,∞ − cε,k∥∥∥
`2(Z)P

=

∥∥∥∥∥∥
∞∑

`=k+1
(−K̃ε)` f 0

∥∥∥∥∥∥
`2(Z)P

≤
∞∑

`=k+1

∥∥∥K̃ε
∥∥∥`
L(`2(Z)P )

∥∥∥f 0
∥∥∥
`2(Z)P

≤ C ′
∣∣∣∣∣ Clog ε

∣∣∣∣∣
k+1

,

where the last inequality derives from (4.23) and (4.24).

We are now able to prove Theorem 4.2.1. We first deal with the case s = 0, that is, local
L2 error estimates. Let K be a compact subset of R2 \

(⋃
p=1,P{sp}

)
and k ∈ N ∪ {∞}. For a

given p ∈ {1, . . . , P}, there exists ρ∗ > 0 and ρ∗ > ρ∗ such that K is contained in the domain
Ξp := {x ∈ R2; ρ∗ ≤ |x− sp| ≤ ρ∗} . Moreover for ε small enough, the obstacle Oεp is outside
Ξp. Thanks to formulas (4.13) and (4.20) (recall that cε,kp,m = 0 for all p and m 6= 0), Parseval
identity yields

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣uεp(ρp, θp)− uε,kp (ρp, θp)
∣∣∣2 dθp =

∑
m∈Z

∣∣∣cεp,m − cε,kp,m∣∣∣2
∣∣∣∣∣∣H

(1)
m (ωρp)

H
(1)
m (ωrεp)

∣∣∣∣∣∣
2

for all ρp ∈ (ρ∗, ρ∗).

Using the same arguments as in the proof of Lemma 4.5.3, it is easy to see that there exists
some positive constant C such that for ε small enough, we have∣∣∣∣∣∣H

(1)
m (ωρp)

H
(1)
m (ωrεp)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C | log ε|−2 for all m ∈ Z and ρp ∈ (ρ∗, ρ∗).

Hence,
∥∥∥uεp − uε,kp ∥∥∥2

L2(K)
≤
∫ ρ∗

ρ∗

∫ 2π

0

∣∣∣uεp(ρp, θp)− uε,kp (ρp, θp)
∣∣∣2 ρp dθp dρp ≤ C | log ε|−2

∥∥∥cεp − cε,kp ∥∥∥2

`2(Z)
,

which shows finally that

∥∥∥uε − uε,k∥∥∥
L2(K)

≤
P∑
p=1

∥∥∥uεp − uε,kp ∥∥∥
L2(K)

≤ C | log ε|−1
∥∥∥cε − cε,k∥∥∥

`2(Z)P
.

The conclusion then follows from Corollary 4.4.5.
In order to deal with the case s > 0, we simply have to use some classical interior regularity

results for second order elliptic equations (see, e.g., [49, Theorem 2, p. 314]). Indeed, noticing
that

∆(uε − uε,k) + ω2(uε − uε,k) = 0 in K,
we infer that for any compact set K ′ contained in the interior of K, uε− uε,k belongs to Hs(K)
for all s > 0 and there exists Cs > 0 (depending only of s, K and K ′) such that :∥∥∥uε − uε,k∥∥∥

Hs(K′)
≤ Cs

∥∥∥uε − uε,k∥∥∥
L2(K)

.

This completes the proof of Theorem 4.2.1.
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4.5 Technical lemnas
We collect in this section different results about Bessel functions which are used in the paper.

First recall some well-known properties (see, e.g., [1]) :
– Symmetry relations : for all n ∈ N,

J−n(x) = (−1)n Jn(x) for x ∈ R and H
(1)
−n(x) = (−1)nH(1)

n (x) for x ∈ (0,+∞).
(4.26)

– Recurrence formulas : for all n ∈ Z,

H
(1)
n+1(x) = 2n

x
H(1)
n (x)−H(1)

n−1(x) for x ∈ (0,+∞). (4.27)

– Asymptotic behaviors for small arguments : when n ∈ N is fixed (see (4.26) if n < 0) and
x↘ 0,

Jn(x) =

 1 +O(x2) if n = 0,

O(xn) else,
and H(1)

n (x) =


2i
π

log
(
x

2

)
+O(1) if n = 0,

(n− 1)!
iπ

(
x

2

)−n
+O(x−n+1) else.

(4.28)
– Asymptotic behaviors for large orders : when n→ +∞ (see (4.26) for n→ −∞),

Jn(x) = xn

2n n!

(
1 +O

( 1
n

))
uniformly on compact subsets of [0,+∞), (4.29)

H(1)
n (x) = 2n (n− 1)!

iπ xn

(
1 +O

( 1
n

))
uniformly on compact subsets of (0,+∞). (4.30)

The following apparently non usual inequality plays an essential role in our estimates.

Lemma 4.5.1 For all integer n ≥ 2 and x ∈ (0, 1), we have∣∣∣∣∣ 1
H

(1)
n (x)

∣∣∣∣∣ ≤ 2xn−2

n!
∣∣∣H(1)

2 (x)
∣∣∣ .

Proof. First notice that for all n ∈ N and x ∈ (0,+∞), we have∣∣∣H(1)
n (x)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣H(1)
n+1(x)

∣∣∣ ,
which can be easily derived from the following formula (see [111, p. 444]) :

∣∣∣H(1)
n (x)

∣∣∣2 = 8
π2

∫ ∞
0

K0(2x sinh t) cosh(2nt) dt where K0(x) :=
∫ ∞

0
e−x cosh s ds (4.31)

is the modified Bessel function of order 0. Hence, from the recurrence relation (4.27), we deduce
∣∣∣H(1)

n (x)
∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣2n− 2

x
H

(1)
n−1(x)

∣∣∣∣− ∣∣∣H(1)
n−2(x)

∣∣∣ ≥ n

x

∣∣∣H(1)
n−1(x)

∣∣∣ for n ≥ 3 and x ∈ (0, 1).

Applying this inequality recursively, the conclusion follows.
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The following lemmas concern the convergence and the order of magnitude of the series
involved in (4.22).

Lemma 4.5.2 For a fixed ε > 0, if the obstacles Oεp and Oεq are disjoint, then for all s ≥ 0,

∑
m∈Z

(1 +m2)s
∥∥∥Hq,m(rεp, ·)

∥∥∥2

L2(0,2π)∣∣∣H(1)
m (ωrεq)

∣∣∣2 <∞.

Proof. Thanks to the symmetry relation (4.26), we can consider the series for m ∈ N. The
asymptotic behavior (4.30) shows that for a fixed ε > 0, when m→ +∞,

1∣∣∣H(1)
m (ωrεq)

∣∣∣2 = O


{
ωrεq

}2m

22m (m− 1)!2

 , (4.32)

∥∥∥Hq,m(rεp, ·)
∥∥∥2

L2(0,2π)
= 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣H(1)
m

(
ω|x(rεp, θp)− sq|

)∣∣∣2 dθp

= O

 22m (m− 1)!2{
ω
(
|sp − sq| − rεp

)}2m

 , (4.33)

where the last equality follows from the fact that |x(rεp, θp)−sq| ≥ |sp−sq|−rεp for all θp ∈ (0, 2π).
As a consequence

(1 +m2)s
∥∥∥Hq,m(rεp, ·)

∥∥∥2

L2(0,2π)∣∣∣H(1)
m (ωrεq)

∣∣∣2 = O

m2s
(

rεq
|sp − sq| − rεp

)2m
 as m→ +∞.

Hence the series is convergent since rεp + rεq < |sp − sq| (for the obstacles are disjoint).

Lemma 4.5.3 Let N ∈ N and p 6= q. For ε > 0 small enough, we have

∑
|m|≥N

∥∥∥Hq,m(rεp, ·)
∥∥∥2

L2(0,2π)∣∣∣H(1)
m (ωrεq)

∣∣∣2 =

 O (| log ε|−2) if N = 0,

O
(
ε2N

)
else.

Proof. We proceed as in the proof of Lemma 4.5.2. We denote by

hm(ε) =

∥∥∥Hq,m(rεp, ·)
∥∥∥2

L2(0,2π)∣∣∣H(1)
m (ωrεq)

∣∣∣2
the term of order m of the above series. On one hand, formula (4.32) is no more valid for small
ε since (4.30) cannot be used for small arguments. We use instead Lemma 4.5.1 as well as the
asymptotic behavior (4.28) of H(1)

2 for small arguments, which shows that there exists C > 0
and ε0 > 0 such that

1∣∣∣H(1)
m (ωrεq)

∣∣∣2 ≤ C

{
ωrεq

}2m

m!2 for all m ≥ 2 and ε ≤ ε0.
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On the other hand, formula (4.33) holds. Noticing that |sp − sq| − rεp ≥ |sp − sq|/2 for small
enough ε, say ε ≤ ε1, we infer that there exists C ′ > 0 and M ≥ 2 such that

∥∥∥Hq,m(rεp, ·)
∥∥∥2

L2(0,2π)
≤ C ′

42m (m− 1)!2

{ω |sp − sq|}2m for all m ≥M and ε ≤ ε1.

As a consequence,

hm(ε) ≤ C ′′

m2

(
4rεq

|sp − sq|

)2m

for all m ≥M and small enough ε.

This shows that ∑∞m=M hm(ε) = O
(
ε2M

)
. Moreover, from the asymptotic behavior (4.28) of

H(1)
n for small arguments, we have

h0(ε) ≤ C0 | log ε|−2 and hm(ε) ≤ Cm ε2m for 0 < m < M.

This completes the proof.

4.6 Conclusion
We have proposed in this paper a justification of different levels of asymptotic models avai-

lable in the physical literature, including the Foldy-Lax model, for the two-dimensional scatte-
ring of an acoustic wave by an arbitrary number of sound-soft circular obstacles. In the models
considered here, each obstacle has an isotropic behavior in the sense that in the series (4.13)
which describes the wave scattered by one obstacle, we only keep the dominant contribution,
associated with m = 0, which does not depend on θp. As shown in [108], the method we have
presented can be seen as the first order of a more general approach which allows higher order
approximations that take into account the angular dependence of the field scattered by each
obstacle. Instead of keeping only the radial component (m = 0) in the series (4.13), we simply
have to truncate this series at |m| = ` for some ` ≥ 1 : the new unknowns are the Fourier
coefficients cεp,m for p = 1, . . . , P and m = −`, . . . ,+`. Instead of (4.19), we are then led to
an approximation of order ε`+1 of (4.17) which amounts to a linear system of size P (2` + 1).
Using the same arguments as in section 4.4, we will obtain an error estimate similar to that of
Theorem 4.2.1 (for k = ∞) where ε/| log ε| will be replaced by ε`+1/| log ε|. Such an improved
Foldy-Lax model may become useful when the scatterer density is high. Moreover, a numerical
comparison between the original Foldy-Lax model and a high order approximation could help
us to quantify the value of CK,s in Theorem 4.2.1.

What about the possible generalizations of our study ? First notice that our approach should
also apply for other boundary conditions on circular scatterers (Neumann or Robin) as well as
for penetrable obstacles, since the scattered wave can still be represented by means of Fourier
series. However, for such boundary conditions, the asymptotic behavior of each scatterer is no
more isotropic : higher order terms in the multipole expansion of the scattered field must be
kept. Hence the implementation of a Foldy–Lax model in such situations is similar to the higher
order approximations mentioned above. In the three-dimensional case for spherical obstacles,
the same ideas apply using spherical harmonics expansions instead of Fourier series. The main
difference lies in the fact that the asymptotic expansions will only involve powers of ε whereas
the expansions considered in the present paper also involve powers of | log ε|. Let us finally
mention that if we consider non-circular or non-spherical scatterers, the results we have obtained
are likely to hold, but the method we have used does no longer apply, for the scattered wave
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can no longer be represented by Fourier series. Other techniques such as matched asymptotic
expansions, multiple scale methods or layered potentials representation [84, 83, 88, 34] should
be used.
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Ce premier chapitre a pour but de situer dans un cadre physique et mathématique général le
problème traité dans cette seconde partie. Il s’organise de la manière suivante. Nous commençons
par décrire les particularités des équations de Maxwell dans les matériaux de Lorentz pour nous
restreindre par la suite à un dioptre, milieu composé d’un diélectrique classique et d’un matériau
de Lorentz particulier : le matériau de Drude. Puis, nous introduisons dans un tel milieu la
décomposition classique des équations de Maxwell en systèmes TE (Transverse Électrique) et
TM (Transverse Magnétique). Enfin, après avoir choisi de façon arbitraire de travailler avec le
système TM, nous le modélisons comme une équation d’évolution de Schrödinger dont nous
allons étudier les propriétés mathématiques (essentiellement d’un point de vue spectral) dans
les chapitres suivants.

5.1 Équations de Maxwell dans les matériaux de Lorentz

5.1.1 Lois constitutives des matériaux
Nous considérons ici un matériau de Lorentz homogène non dissipatif occupant un ouvert

O de l’espace R3 (des modèles de matériaux de Lorentz dissipatifs sont présentés dans [55]).
Pour un point x ∈ O et un instant t, nous désignons par :

−E(x, t) le champ électrique, −D(x, t) l’induction électrique,

−H(x, t) le champ magnétique, −B(x, t) l’induction magnétique.

89



90 Chapitre 5. Cadre physique et mathématique

De manière classique en l’absence de terme source, ces champs vérifient les équations de Maxwell

∂tD −RotH = 0,

∂tB + RotE = 0.
(5.1)

Les matériaux de Lorentz sont caractérisés par leurs relations constitutives qui relient respective-
ment l’induction électrique au champ électrique et l’induction magnétique au champ magnétique.
Elles sont plus facilement formulables en régime fréquentiel :

D(x, ω) = ε(ω) E(x, ω),

B(x, ω) = µ(ω)H(x, ω)
(5.2)

où ω ∈ R et D, E , B et H désignent respectivement les transformées de Fourier en temps de
D, E, B et H . Les fonctions ε et µ représentent la permittivité diélectrique et la perméabilité
magnétique du matériau. Leur dépendance en ω exprime le caractère dispersif du matériau.
Pour les matériaux de Lorentz, cette dépendance est rationnelle (cf. [56, 76]) :

ε(ω) = ε0

(
1− Ω2

e

ω2 − ω2
e

)
et µ(ω) = µ0

(
1− Ω2

m

ω2 − ω2
m

)
, (5.3)

où d’une part Ωe, Ωm, ωe et ωm sont des constantes réelles positives et d’autre part ε0 et µ0 sont
des réels strictement positifs. Effectuons quelques commentaires sur les relations constitutives
décrites par les équations (5.2) et (5.3) :

– Tout d’abord, lorsque Ωe et Ωm sont nulles, on retrouve les lois constitutives d’un diélec-
trique classique dont les matériaux de Lorentz sont une généralisation dès que Ωe et Ωm

sont non nulles.
– Ensuite, le fait que les fonctions ε et µ sont à valeurs réelles exprime ici le caractère non
dissipatif du milieu.

– Puis, on constate que
lim
ω→∞

ε(ω) = ε0 et lim
ω→∞

µ(ω) = µ0.

Ces matériaux sont donc peu dispersifs à hautes fréquences, régime où ils se comportent
comme des diélectriques classiques.

– Enfin, la principale particularité de ces matériaux est qu’il existe des intervalles fréquentiels
pour lesquels ε(ω) ou µ(ω) sont négatifs. Plus précisément :

ε(ω) < 0 ⇐⇒ |ω| ∈ ]ωe, ωe,+[ où ωe,+ :=
√
ω2
e + Ω2

e,

µ(ω) < 0 ⇐⇒ |ω| ∈ ]ωm, ωm,+[ où ωm,+ :=
√
ω2
m + Ω2

m.

Les intervalles fréquentiels où ε(ω) et µ(ω) < 0 sont très importants du point de vue des
applications physiques (cf. intro). De plus, il existe un couple de fréquences particulières où
le rapport ε(ω)/ε0 ou µ(ω)/µ0, appelé respectivement permittivité et perméabilité relative,
est égal à −1. En effet :

ε(ω)
ε0

= −1 ⇐⇒ ω = ±ωe,∗ où ωe,∗ :=
√
ω2
e + Ω2

e

2 ,

µ(ω)
µ0

= −1 ⇐⇒ ω = ±ωm,∗ où ωm,∗ :=
√
ω2
m + Ω2

m

2 .

(5.4)
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On remarque que ces deux rapports sont simultanément égaux à −1 si et seulement si

ω2
e + Ω2

e

2 = ω2
m + Ω2

m

2 .

Toutes ces propriétés sont résumées graphiquement dans la figure 5.1.
Introduisons maintenant les lois constitutives d’un matériau de Lorentz particulier : le ma-

tériau de Drude, qui nous intéressera par la suite. Un matériau de Drude est défini comme un
matériau de Lorentz pour lequel les constantes ωe et ωm sont nulles (cf. [110]). Les équations
(5.3) deviennent alors

ε(ω) = ε0

(
1− Ω2

e

ω2

)
et µ(ω) = µ0

(
1− Ω2

m

ω2

)
. (5.5)

L’allure de ces fonctions est représentée dans le second graphique de la figure 5.1.

µ0

ωm

ωm,+
ωm,∗

ω

µ(ω)

−1

µ0

ωm,+
ωm,∗

ω

µ(ω)

−1

Figure 5.1 – Allure de la courbe de perméabilité (cf. (5.3) et (5.5)) pour un marériau de Lorentz
(à gauche) et pour un matériau de Drude (à droite).

Remarque 5.1.1 Enfin, on peut considérer une forme fractionnaire plus générale dans (5.3)
pour modéliser les matériaux de Lorentz en posant (cf. [55]) :

ε(ω) = ε0

(
1−

N∑
n=1

Ω2
e,n

ω2 − ω2
e,n

)
et µ(ω) = µ0

(
1−

N∑
n=1

Ω2
m,n

ω2 − ω2
m,n

)
.

Notons que de telles lois constitutives ont été justifiées par des techniques d’homogénéisation
fort contraste de matériaux périodiques (cf. [23, 24]).

5.1.2 Système de Lorentz en régime transitoire
Nous cherchons maintenant à écrire les équations (5.1) et (5.2) comme un système d’évolution

en temps. A cette fin, il nous faut introduire deux champs auxiliaires : la polarisation électrique
P et la polarisation magnétique M (cf. [76]) dont les transformées de Fourier en temps sont
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notées P et M. 1A l’aide de ces champs, on peut reformuler la relation (5.2) et (5.3) de la
manière suivante

D = ε0 (E + Ω2
e P) où (ω2

e − ω2)P = E ,

B = µ0 (H+ Ω2
mM) où (ω2

m − ω2)M =H.
(5.6)

En passant (5.6) dans le domaine temporel, il vient

D = ε0 (E + Ω2
e P ) où ∂2

tP + ω2
e P = E,

B = µ0 (H + Ω2
mM ) où ∂2

tM + ω2
mM = H .

(5.7)

En substituant (5.7) dans (5.1), on obtient un problème d’évolution sur les quatre champs
(E,H ,P ,M ) :

ε0 ∂tE −RotH + ε0 Ω2
e ∂tP = 0,

µ0 ∂tH + RotE + µ0 Ω2
m ∂tM = 0,

∂2
tP + ω2

eP = E,

∂2
tM + ω2

mM = H .

(5.8)

5.2 Description du problème physique traité

5.2.1 Modélisation du problème
Nous considérons un dioptre dans l’espace R3 composé d’un diélectrique et d’un matériau

de Drude, tous deux homogènes, occupant respectivement les domaines R3
− = {(x, y, z) | x < 0}

et R3
+ = {(x, y, z) | x > 0}. Nous désignons par (ex, ey, ez) la base canonique de R3. La

composante d’un vecteur selon ex est donc appelée composante normale dans le sens où elle
est normale à l’interface, les composantes selon ey et ez sont par opposition les composantes
tangentielles.

ey, ez

ex

Matériau de DrudeDiélectrique

R3
− R3

+

ε0, µ0 ε0, µ0, Ωe, Ωm

Figure 5.2 – Description du dioptre.

1. Remarquons que cette définition n’est pas universelle. Dans certains ouvrages, on appelle respectivement
polarisation électrique et polarisation magnétique les quantités ε0 Ω2

e P et µ0 Ω2
mM .
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Dans le diélectrique où les relations constitutives prennent la forme simplifiée D = ε0 E et
B = µ0 H , les équations de Maxwell (5.1) sont alors décrites par

ε0 ∂tE −RotH = −J (R3
−),

µ0 ∂tH + RotE = 0 (R3
−),

(5.9)

où la donnée J représente la densité de courant. La permittivité électrique ε0 et la permittivité
magnétique µ0 sont encore des constantes strictement positives.

Le matériel de Drude, quant à lui, suit les relations constitutives définies par (5.2) et (5.5).
Nous supposons, en considérant Ωe et Ωm strictement positifs, qu’il constitue un milieu dispersif,
différent d’un diélectrique classique. Signalons également que par souci de simplicité, nous avons
choisi de prendre ε0 et µ0 égaux de part et d’autre de l’interface x = 0. Comme nous l’avons
vu dans la partie précédente, le modèle de Drude est un cas particulier du modèle de Lorentz
pour lequel ωe = ωm = 0 ; les équations de Maxwell dans ce milieu se déduisent donc aisément
de (5.8) :

ε0 ∂tE −RotH + ε0 Ω2
e ∂tP = −J (R3

+),

µ0 ∂tH + RotE + µ0 Ω2
m ∂tM = 0 (R3

+),

∂2
tP = E (R3

+),

∂2
tM = H (R3

+).

(5.10)

Enfin classiquement, les équations (5.9) et (5.10) doivent être complétées par les conditions
de transmissions suivantes

[ex ×E(·, t)]x=0 = 0 et [ex ×H(·, t)]x=0 = 0, (5.11)

où × et [ · ]x=0 désignent respectivement le produit vectoriel de R3 et le saut d’une fonction
en x = 0. Ces conditions expriment la continuité des composantes tangentielles des champs
électrique et magnétique à la traversée de l’interface x = 0.

A chaque instant, nous supposons que les champsE(·, t),H(·, t), P (·, t),M(·, t), RotE(·, t)
et RotH(·, t), satisfaisant (5.9), (5.10) et (5.11), sont de carré intégrable. Cette considération
conduit naturellement à introduire les espaces fonctionnels

L2(O) =
{
u |

∫
O
|u(x)|2 dx <∞

}
et HRot (O) =

{
u ∈ L2(O3) | Rotu ∈ L2(O3)

}
,

où ‖·‖ et O sont respectivement la norme euclidienne et un ouvert de l’espace R3. Pour un
J ∈ L2(R3) donné, nous cherchons donc des champs (E,H , ∂tP , ∂tM ) dans (HRot (R3))2 ×
(L2(R3

+))2. Remarquons que l’espace HRot (R3) peut être caractérisé (cf. [86]) de la manière
suivante :

u ∈HRot (R3)⇐⇒
u|R3

−
∈HRot (R3

−),

u|R3
+
∈HRot (R3

+),

[ex × u]x=0 = 0.
Ainsi, les conditions de transmissions (5.11) des champs électrique et magnétique sont contenues
dans l’appartenance à l’espace fonctionnel HRot (R3). Afin de réécrire les systèmes d’équations
(5.9), (5.10), (5.11) en un seul système, nous introduisons les opérateurs de prolongement par
zéro et de restriction suivants :

Π : L2(R3
+) −→ L2(R3) et R : L2(R3) −→ L2(R3

+)

f 7−→ f sur R3
+ et 0 sur R3

− f 7−→ f |R3
+
.
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En utilisant ces opérateurs, on peut reformuler les équations (5.9), (5.10) et (5.11) sous la forme
d’un système d’évolution :

ε0 ∂tE −RotH + ε0 Ω2
e Π ∂tP = −J ( R3 ),

µ0 ∂tH + RotE + µ0 Ω2
m Π ∂tM = 0 ( R3 ),

∂2
tP = R E (R3

+),

∂2
tM = RH (R3

+),

(5.12)

où les champs (E, H , ∂tP , ∂tM ) appartiennent à (HRot (R3))2 × (L2(R3
+))2.

5.2.2 Modes TE et TM
Dans cette partie, nous allons exploiter les propriétés d’invariance par translation de notre

milieu pour simplifier les équations de (5.12). A cette fin, nous faisons l’hypothèse :

-(H1) la densité de courant J ne dépend spatialement que du couple de variables (x, y).

Ainsi, l’ensemble du problème (géométrie, coefficients physiques et données) est invariant par
rapport à z et nous pouvons faire la simplification : ∂z = 0. Suivant cette logique, nous scindons
tout champ U en une composante U⊥ := (Ux, Uy) transverse à la direction d’invariance ez et
une composante U‖ = Uz parallèle à cette dernière. Le rotationnel se décompose donc de la
manière suivante

RotU = rotU‖ + rotU⊥ ez
où rotU‖ = (∂yUz,−∂xUz)> et rotU⊥ = ∂xUy − ∂yUx. Remarquons que les conditions de
transmission (5.11) sur les champs électrique et magnétique prennent alors la forme de conditions
de transmissions sur les composantes parallèles E‖ et H‖ :

[Ez]x=0 = 0 et [Hz]x=0 = 0 (5.13)

et transverses E⊥ et H⊥ :
[Ey]x=0 = 0 et [Hy]x=0 = 0 (5.14)

de ces champs. Chercher des champs (E(·, t),H(·, t), ∂tP (·, t), ∂tM (·, t)) solutions de (5.12)
satisfaisant la décomposition en champs parallèle et transverse, nous conduit naturellement à
introduire les espaces adaptés

H1(R2) := {u ∈ L2(R2) |∇u ∈ L2(R2)} et Hrot (R2) := {u ∈ L2(R2) | rotu ∈ L2(R2)}.

L’appartenance de E‖ etH‖ àH1(R2) et deE⊥ etH⊥ àHrot (R2) imposent alors respectivement
les conditions (5.13) et (5.14). Classiquement, on observe qu’il apparaît ainsi un découplage des
équations (5.12) en deux nouveaux systèmes indépendants. Le premier met en jeu les inconnues
(E⊥, H‖, ∂tP⊥, ∂tM‖) ∈Hrot (R2)×H1(R2)×L2(R2

+)× L2(R2
+) :

ε0 ∂tE⊥ − rotH‖ + ε0 Ω2
e Π ∂tP⊥ = −J⊥ ( R2 ),

µ0 ∂tH‖ + rotE⊥ + µ0 Ω2
m Π ∂tM‖ = 0 ( R2 ),

(TE) ∂2
tP⊥ = R E⊥ (R2

+),

∂2
tM‖ = R H‖ (R2

+)
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où R2
+ = {(x, y) ∈ R2 | x > 0} 2. Il est appelé (TE) pour transverse électrique dans la me-

sure où le champ électrique E⊥ est transverse à la direction d’invariance de l’ensemble du pro-
blème, c’est-à-dire ez. Le second régit les champs (E‖,H⊥, ∂tP‖, ∂tM⊥) ∈ H1(R2)×Hrot (R2)×
L2(R2

+)×L2(R2
+) :

ε0 ∂tE‖ − rotH⊥ + ε0 Ω2
e Π ∂tP‖ = −J‖ ( R2 ),

µ0 ∂tH⊥ + rotE‖ + µ0 Ω2
m Π ∂tM⊥ = 0 ( R2 ),

(TM) ∂2
t P‖ = R E‖ (R2

+),

∂2
tM⊥ = RH⊥ (R2

+).

Il est dénommé de manière analogue (TM) pour transverse magnétique. Dans ces deux sys-
tèmes, Π et Π désignent respectivement les opérateurs de prolongement par 0 de R2

+ sur R2

d’une fonction vectorielle et d’une fonction scalaire. R et R sont quant à eux les opérateurs de
restriction d’une fonction scalaire et d’une fonction vectorielle sur R2

+.

5.2.3 Une équation d’évolution de Schrödinger
Nous choisissons, de façon assez arbitraire compte tenu de la similarité mathématique des

systèmes (TE) et (TM), de travailler en mode TM. Dans ce paragraphe, nous cherchons à
mettre les équations de ce système sous la forme d’une équation d’évolution de Schrödinger :

dU
d t + iAU = F (5.15)

où A est un opérateur autoadjoint sur un espace de Hilbert H.
Pour définir le cadre fonctionnel de (5.15), nous munissons l’espace de Hilbert

H = L2(R)×L2(R2)× L2(R2
+)×L2(R2

+),

du produit scalaire :

(U ,V )H = (uE, vE)ε0 + (uH ,vH)µ0 + (uP , vP )ε0 Ω2
e

+ (uM ,vM )µ0 Ω2
m

où U = (uE, uH , uP , uM )> et V := (vE, vH , vP , vM )>. Pour ρ strictement positif, les produits
scalaires à poids (f, g)ρ sont définis par

(f, g)ρ =
∫
O
ρ f. g dX (avec O = R2 ou R2

+ selon les cas).

Notons ici que lorsque ρ = 1, il est omis dans cette notation. Nous désignerons par la suite par
‖ · ‖ρ les normes associées à ces produits scalaires. En posant :

U :=
(
E‖, H⊥, ∂tP‖, ∂tM⊥

)>
, F :=

(
−
J‖
ε0
, 0 , 0, 0

)>
et

A := i



0 rot
ε0

−Ω2
e Π 0

−rot
µ0

0 0 −Ω2
m Π

R 0 0 0

0 R 0 0


, (5.16)

2. De même, nous utiliserons par la suite la notation R2
− pour l’ensemble {(x, y) ∈ R2 | x < 0}.
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défini sur le domaine
D(A) := H1(R2)×Hrot (R2)× L2(R2

+)×L2(R2
+) ⊂ H,

le système (TM) se réécrit sous la forme (5.15). Les conditions de transmission sont ici contenues
dans le domaine de l’opérateur. Il nous reste à montrer :
Proposition 5.2.1 L’opérateur A : D(A) ⊂ H 7−→ H est autoadjoint.
Preuve. Démontrons tout d’abord que A est symétrique. Soient U := (uE, uH , uP , uM )> et
V := (vE, vH , vP , vM )> ∈ D(A),

(AU ,V )H = i
[
(rotuH , vE)− ε0 Ω2

e (ΠuP , vE)− (rot uE,vH)

−µ0 Ω2
m(ΠuM ,vH) + ε0 (R uE,Ω2

evP ) + µ0 (RuH ,Ω2
mvM )

]
, (5.17)

En utilisant la relation classique
∀(u1,u2) ∈ H1(R2)×Hrot (R2), (rot u1,u2) = (u1, rotu2),

et le fait que Π∗ = R et Π∗ = R respectivement pour les produits scalaires usuels (de poids
ρ = 1) de L2(R2) et de L2(R2), on obtient à partir de (5.17) que

(AU ,V )H = i
[
(uH , rot vE)− ε0 Ω2

e(uP ,R vE)− (uE, rotvH)

−µ0 Ω2
m(uM ,RvH) + ε0 (uE,Ω2

e Π vP ) + µ0 (uH ,Ω2
m ΠvM )

]
,

Ce qui conduit à la relation
(AU ,V )H = (U ,AV )H. (5.18)

qui exprime le caractère symétrique de l’opérateur A.
D(A) est dense dansH, nous pouvons donc définir l’opérateur adjoint de A, noté A∗, de domaine

D(A∗) = {W ∈ H | ∃W ∗ ∈ H | (W ,AU)H = (W ∗,U)H.
Étant symétrique d’après (5.18), le caractère autoadjoint de A découle alors de l’égalité des
domaines de A et A∗. L’inclusion D(A) ⊂ D(A∗) étant facilement vérifiée à l’aide de (5.18),
montrons la seconde inclusion.
Soit V ∈ D(A∗), il existe donc V ∗ ∈ H tel que

(V ,AU)H = (V ∗,U)H, ∀U ∈ D(A). (5.19)
Choisissons alors U de la forme U = (uE, 0, 0, 0)>, avec uE ∈ D(R2) (ensemble des fonctions
C∞ à support compact dans R2). L’expression (5.19) devient donc :

(vH ,−rot uE) +
(
vP , ε0Ω2

E R uE
)

= (v∗E, ε0uE) . (5.20)

En introduisant le crochet de dualité 〈·, ·〉 entre l’espace de distributions D′(R2) et l’espace de
fonctions tests D(R2), (5.20) se réecrit sous la forme

〈vH ,−rot uE〉+ 〈vP , ε0Ω2
E R uE〉 = 〈v∗E, ε0uE〉, ∀uE ∈ D(R2).

Il s’ensuit
〈−rotvH , uE〉+ 〈ε0Ω2

e Π vP , uE〉 = 〈ε0v
∗
E, uE〉,

et par conséquent
rotvH = ε0 Ω2

e Π vP − ε0v
∗
E dans D′(R2). (5.21)

Le second membre de (5.21) étant dans L2(R2), l’équation (5.21) est également vraie dans
L2(R2). Il en découle que vH ∈ Hrot (R2). On montrerait de même en choisissant des U de la
formeU = (0, uH , 0, 0)> avec uH ∈D(R2) que vE ∈ H1(R2). On a donc finalement V ∈ D(A).
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5.2.4 Un problème de Cauchy bien posé
Nous nous intéressons maintenant au problème de Cauchy associé à l’équation d’évolution

(5.15)

(C)
dU
d t + iAU = F ,

U(0) = U 0 ∈ D(A).
(5.22)

L’opérateur A étant autoadjoint, ce problème est bien posé car il rentre dans le cadre classique
du théorème de Hille-Yosida suivant (cf. [25]) :

Théorème 5.2.2 Si F ∈ C1(R+,H) alors le problème de Cauchy (C) admet une unique solution
U ∈ C1(R+,H) ∩ C0(R+, D(A)) donnée 3 pour tout t ≥ 0 par la formule de la variation de la
constante :

U(t) = e−iA tU 0 +
∫ t

0
e−iA (t−s) F (s) ds, (5.23)

où (e−iA t)t≥0 est le groupe d’opérateurs unitaires associé à l’équation de Schrödinger (5.15).

On observe que si le second membre F = 0 dans (C), l’opérateur e−iA t étant unitaire, la solution
U vérifie

‖U(t)‖H = ‖U 0‖H, pour t ≥ 0.
Le système est conservatif. La norme ‖ · ‖H est constante au cours du temps. Classiquement,
l’énergie électromagnétique du système (TM) est d’ailleurs définie de la manière suivante

E (t) = 1
2 ‖U(t)‖2

H = Eel + Em,

où
Eel := 1

2

(∫
R2
ε0 |E‖|2 dX +

∫
R2

+

ε0Ω2
e |∂tP‖|2 dX

)
,

Em := 1
2

(∫
R2
µ0 |H⊥|2 dX +

∫
R2

+

µ0Ω2
m |∂tM⊥|2 dX

)
.

représentent respectivement l’énergie électrique et l’énergie magnétique du problème.
La question qui va nous préoccuper par la suite est le comportement en temps long des

solutions de (C) dans le cas où l’on excite le système par une densité de courant en régime
sinusoïdal forcé définie pour tout t ≥ 0 par

F (t) :=
(
−J‖
ε0

, 0, 0, 0
)>

e−i ω t où J‖ ∈ L2(R2) et ω ∈ R∗. (5.24)

Dans ce cas particulier, on déduit aisément de (5.23) et du caractère unitaire de l’opérateur
e−iA t l’inégalité suivante

‖U(t)‖H ≤ ‖J‖‖ t+ ‖U 0‖H. (5.25)
L’inégalité (5.25) nous livre une première indication sur le comportement de U(t) au cours du
temps. La croissance de la norme de U est au pire affine. Nous allons cependant essayer d’être
plus précis en nous intéressant au comportement local (en espace) de U(t) en temps long. Intui-
tivement, l’onde générée par un régime sinusoïdal forcé devrait converger vers un régime établi

3. Dans ce théorème, D(A) a été muni de la topologie hilbertienne associée à la norme du graphe :

‖U‖2
D(A) = ‖U‖2

H + ‖AU‖2
H.

.
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dans la mesure où "la mise en route de l’excitation" (appelée régime transitoire en physique)
génère une onde non entretenue qui ne devrait plus être perceptible localement pour un temps
suffisamment long. Cette propriété est connue sous le nom de principe d’amplitude limite (cf.
[47]). Dans le cas de l’équation des ondes en milieu homogène et en dimension impaire, il est
démontré dans [101] à l’aide du principe de Huygens qui affirme que la solution de l’équation
des ondes sans second membre en un point (x0, t) ne dépend que de la valeur des conditions
initiales sur la sphère |x−x0| = c t où c est la célérité du son dans le milieu. Cette propriété per-
met de justifier élégamment que l’onde non entretenue associée au régime transitoire va tendre
localement en espace vers 0 quand t→∞. Néanmoins, le principe de Huygens n’est pas néces-
saire pour démonter le principe d’amplitude limite. Qu’en est-il pour les équations de Maxwell
dans notre dioptre où nous ne disposons pas d’un tel argument ? Le principe d’amplitude est-il
toujours vérifié ? Nous verrons que la réponse à cette question dépend fortement de la fréquence
d’excitation ω et des paramètres physiques Ωe et Ωm. Pour étudier ce problème, nous allons
suivre la démarche proposée dans [47, 63], qui consiste à déterminer la décomposition modale
(point de vue physique) ou spectrale (point de vue mathématique) de l’opérateur autoadjoint
A pour en déduire des propriétés sur le comportement en temps long de U(t).
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L’idée directrice d’une décomposition modale est très simple. Elle consiste à représenter à
chaque instant la solution d’un problème d’évolution sur une famille d’éléments appelés modes
de vibrations libres (ou modes propres) qui ne dépendent que des coordonnées spatiales. La
solution U du problème pourra ainsi s’écrire comme une superposition (série ou intégrale) dont
chaque terme est le produit d’un mode et d’une fonction ne dépendant que du temps (pouvant
être interprétée à chaque instant comme la coordonnée de U (t) sur ce mode). On a ainsi séparé
les variables spatiales et temporelles.

Dans notre cas, nous nous intéressons à la décomposition modale associée à l’équation de
Schrödinger (5.15). Ce chapitre peut être considéré comme "une mise en bouche". Il nous semblait
nécessaire pour pouvoir digérer "le plat de consistance" cuisiné au chapitre suivant. L’objectif est
ici d’exhiber de façon formelle une famille modale. Nous verrons qu’à l’issue de notre calcul, sa
connaissance ne sera que partielle dans le sens où sa normalisation et sa complétude requièrent
un cadre plus fondamental faisant appel à des notions de théorie spectrale qui seront présentées
dans le chapitre suivant.

6.1 Modes propres et modes propres généralisés
La méthode modale consiste à représenter chaque état de notre système à l’aide des ses modes

de vibrations libres, c’est-à-dire des solutions périodiques en temps de l’équation de Schrödinger
(5.15) sans second membre de la forme Re

(
U(x)e−i λ t

)
, λ ∈ R. On vérifie alors immédiatement

que la fonction U doit satisfaire

AU = λU où λ ∈ R. (6.1)

Chercher les modes de vibrations libres de notre problème revient donc à trouver les éléments
propres de A. En effet, toute solution non triviale U de (6.1) appartenant à D(A) est un vecteur
propre associé à la valeur propre λ. Le milieu R2 n’étant pas borné, le spectre de notre opérateur
n’est pas simplement constitué de valeurs propres. Les vecteurs propres ne permettent donc pas

99
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à eux seuls de former une famille modale complète. Nous devons ici compléter cette famille par
la recherche d’autres éléments propres les vecteurs propres généralisés en relaxant la condition
U ∈ D(A) dans (6.1). Nous allons alors résoudre l’équation (6.1) dans un espace fonctionnel
qui ne suppose plus que les solutions soient d’énergie finie. A cette fin, nous chercherons des
solutions U = (uE, uH , uP ,uM ) bornées du système

i
(rotuH

ε0
− Ω2

e ΠuP

)
= λuE,

i

(
−rot uE

µ0
− Ω2

m ΠuM

)
= λuH ,

iR uE = λuP ,

iRuH = λuM .

(6.2)

Notons que de telles solutions vérifient les conditions de transmission à l’interface

[uE]x=0 = 0 et [uHy]x=0 = 0.

Les modes de vibrations libres se divisent alors en deux catégories : les modes propres (ou
vecteurs propres) et les modes propres généralisés (ou vecteurs propres généralisés). Les modes
propres sont les solutions de (6.2) dans D(A). Ce sont des états d’énergie du système. Ils
définissent le spectre ponctuel de A. Les modes propres généralisés sont, quant à eux, des
solutions bornées de (6.2) qui n’ont pas une décroissance à l’infini suffisante pour appartenir à
D(A). Ils sont donc d’énergie infinie. Formellement (ceci sera confirmé de façon rigoureuse au
chapitre suivant), ils caractérisent le spectre continu de l’opérateur 1. Ce spectre est constitué
des intervalles en λ pour lesquels l’équation (6.2) n’admet aucune solution non triviale dans
D(A) mais admet une solution bornée.

6.2 Séparation des variables spatiales
La géométrie de notre milieu nous conduit à chercher des modes de vibrations libres, solutions

de (6.2), comme des fonctions à variables séparées de la forme :

U(x, y) = Û(x) eiky où k ∈ R, (6.3)

où Û := (ûE, ûH , ûP , ûM ). Nous verrons au chapitre suivant que considérer des modes à va-
riables séparées de cette forme, nous permet de construire une famille modale complète au sens
où à chaque instant t positif, tout état de notre système pourra se décomposer sur une telle
famille. L’opération de dérivation partielle par y ayant été ainsi substituée par la multiplication
par i k, en injectant (6.3) dans (6.2), on obtient à k fixé le système suivant sur Û :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i

(
rotk ûH
ε0

− Ω2
e Π ûP

)
= λ ûE,

i

(
−rotk ûE

µ0
− Ω2

m Π ûM

)
= λ ûH ,

iR ûE = λûP ,

iR ûH = λûM

(6.4a)

(6.4b)

(6.4c)
(6.4d)

1. Les définitions des spectres ponctuel et continu d’un opérateur auto-adjoint sont données dans le résumé
de théorie spectrale au chapitre suivant.
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où les opérateurs rotk et rotk sont respectivement définis par

rotk û := dûy/ dx− ik ûx et rotk û := (ikû,− dû/ dx)> .

Quant aux opérateurs de prolongement et de restriction Π, Π, R et R, ils sont définis de
la même manière qu’au chapitre précédent mais s’appliquent ici à des fonctions d’une seule
variable. Remarquons que le système (6.4) contient implicitement les conditions de transmission
à l’interface :

[ûE]x=0 = 0 et [ûHy]x=0 = 0. (6.5)
Chercher des solutions d’énergie finie du système (6.4) revient à chercher les vecteurs propres

de l’opérateur réduit Âk défini de la même manière que A :

Âk := i



0 rotk
ε0

−Ω2
e Π 0

−rotk
µ0

0 0 −Ω2
m Π

R 0 0 0

0 R 0 0


, (6.6)

en remplaçant respectivement rot et rot par rotk et rotk . Montrons que l’opérateur Âk de
domaine D(Âk) (que nous devons préciser) est également auto-adjoint. Dans ce but, définissons
le cadre fonctionnel qui lui est associé. Nous munissons l’espace de Hilbert 2

Ĥ = L2(R)×L2(R)× L2(R+)×L2(R+), (6.7)

du produit scalaire 3 :

(Û , V̂ )Ĥ = (û1, v̂1)ε0 + (û2, v̂2)µ0 + (û3, v̂3)ε0 Ω2
e

+ (û4, v̂4)µ0 Ω2
m
. (6.8)

En introduisant, à l’instar du chapitre précédent, les espaces

H1(R) := {û ∈ L2(R) | dû
dx ∈ L

2(R)} et Hrotk (R) := {û ∈ L2(R) | rotk û ∈ L2(R)},

qui contiennent respectivement les conditions de transmission [ûE]x=0 = 0 et [ûHy]x=0 = 0, il
vient :

Proposition 6.2.1 L’opérateur Âk défini sur le domaine D(Âk) := H1(R) × Hrotk (R) ×
L2(R+)×L2(R+) ⊂ Ĥ est auto-adjoint.

Preuve. La preuve est ici similaire à celle de la proposition 5.2.1.

De la même manière que pour l’opérateur A, on peut définir également les vecteurs propres
généralisés de Âk comme étant des solutions bornées du système (6.4) qui n’appartiennent pas à
D(Âk). Nous allons procéder de la manière suivante. A λ fixé, nous chercherons tout d’abord des
vecteurs propres, c’est-à-dire des solutions du système (6.4) dans D(Âk). Si le système n’admet
pas de telles solutions, nous chercherons alors des vecteurs propres généralisés de Âk.

2. Notons que par souci d’homogénéité des notations avec les cas bidimensionnel et tridimensionnel, R− et
R+ désignent ici les ouverts R+∗ et R−∗. Nous ferons donc par la suite la distinction entre les ensembles R± et
R± (qui contiennent 0).

3. Les produits scalaires à poids sont ici définis comme dans le chapitre précédent, mais pour des fonctions à
une seule variable. Nous les notons donc de la même façon.
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6.3 Réduction à un problème scalaire
La séparation de variables nous a permis de réduire la dimension de 1. C’est d’ailleurs à ce

titre qu’on parle d’opérateur réduit pour Âk. Le fait de travailler avec des fonctions de la seule
variable x va nous permettre d’effectuer un calcul explicite des solutions du système (6.4). Nous
allons ici exprimer toutes les inconnues du système en fonction de la variable scalaire ûE. Pour
écrire ûP et ûM en fonction de ûE et ûH (équations (6.4d) et (6.4c)), nous avons besoin de
supposer que λ 6= 0. Traitons donc d’abord le cas particulier λ = 0.

Cas où λ = 0 :

On déduit immédiatement de (6.4d) et (6.4c) que R ûE = 0 et R ûH = 0. Il en découle avec
(6.4a) et (6.4b) que ûP = 0 et ûM = 0. Tous les champs sont donc nuls dans R+ (matériau de
Drude). Du côté du diélectrique, les équations (6.4a), (6.4b) et les conditions de transmission à
l’interface (6.5) vérifiées par ûE et ûH impliquent que

rotk ûH = 0 sur R−, et rotk ûE = 0 sur R−,

ûHy(0) = 0, ûE(0) = 0.

En cherchant des solutions Û de (6.4) dans D(Âk), il vient

ûE = 0,

ûH =∇k φ̂, avec φ̂ ∈ H1
0 (R−),

où ∇k φ̂ :=
 dφ̂

dx, ik φ̂
>. Par conséquent,

Ker(Âk) = {(0, Π̃∇k φ̂, 0, 0)>, φ̂ ∈ H1
0 (R−)}, (6.9)

où Π̃ est l’opérateur de prolongement défini de la manière suivante :

Π̃ : L2(R−) −→ L2(R)

f 7−→ f sur R− et 0 sur R+,

0 est donc une valeur propre de multiplicité infinie de Âk.

On suppose désormais que λ 6= 0 dans la suite des calculs. Ainsi les équations (6.4d) et (6.4c)
deviennent

ûP = i
R ûE
λ

et ûM = i
R ûH
λ

. (6.10)

En éliminant ûP et ûM à l’aide de (6.10) dans (6.4a) et (6.4b), il vient

i
rotk ûH
ε0

+
(

Ω2
e 1R+

λ
− λ

)
ûE = 0,

−i rotk ûE
µ0

+
(

Ω2
m 1R+

λ
− λ

)
ûH = 0.

(6.11)

où 1R+ est le fonction indicatrice de R+. Pour exprimer ûH en fonction de ûE dans la deuxième
équation de (6.11), il faut maintenant supposer que λ 6= ±Ωm. Examinons également ce cas
particulier.
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Cas où λ = ±Ωm :

On obtient de la deuxième équation de (6.11) que rotk ûE = 0 dans R+. Ainsi, le champ
électrique ûE est nul dans R+ (matériau de Drude). Il en est de même pour ûP avec (6.10). Du
côté du diélectrique (R−), on tire des deux équations de (6.11) et de la condition de transmission
à l’interface sur ûE que

− d2ûE
dx2 + (k2 − ε0 µ0 Ω2

m)ûE = 0 sur R−,

ûE(0) = 0.
(6.12)

Cherchons encore des solutions de (6.4) dans D(Âk). L’équation (6.12) n’admettant pas de
solution dans H1(R−), il en résulte que ûE = 0 dans R−. On déduit alors de la deuxième
équation de (6.11) que ûH = 0 sur R−.
Revenons maintenant au cas du champ magnétique dans le matériau de Drude (R+). En injectant
la nullité du champ électrique dans la première équation de (6.11) et en utilisant la condition de
transmission à l’interface vérifiée par le champ magnétique ûH (qui est nul sur R−), il s’ensuit :

rotk ûH = 0, dans R+,

ûHy(0) = 0.

Soit,

ûH =∇k φ̂ et ûM = ±i∇k φ̂

Ωm

avec φ̂ ∈ H1
0 (R+).

En conclusion, on obtient que :

Ker(Âk ∓ Ωm) =


0, Π∇k φ̂, 0, ±i∇k φ̂

Ωm

> , φ̂ ∈ H1
0 (R+)

 . (6.13)

±Ωm sont donc également des valeurs propres de multiplicité infinie de Âk.

Cas où λ /∈ {−Ωm, 0,Ωm} :

Nous posons :

ε(x, λ) = ε0

(
1− Ω2

e

λ2 1R+(x)
)
,

µ(x, λ) = µ0

(
1− Ω2

m

λ2 1R+(x)
)
.

(6.14)

Les équations (6.11) s’écrivent alors de façon équivalente :

i
rotk ûH

λ
− ε(·, λ) ûE = 0,

−i rotk ûE
λ

− µ(·, λ)ûH = 0.

Comme µ(·, λ) 6= 0 (car λ 6= ±Ωm), il vient que :

rotk
(

rotk ûE
µ(·, λ)

)
− λ2 ε(·, λ) ûE = 0,

ûH = −i rotk ûE
µ(·, λ)λ .

(6.15)
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Ainsi, d’après (6.10) et (6.15) :
Û = Vλ,k ûE, (6.16)

où l’opérateur Vλ,k est formellement 4 défini par :

Vλ,k ûE :=
(
ûE,
−i rotk ûE
µ(·, λ)λ , i

R ûE
λ

,
R rotk ûE
µ(·, λ)λ2

)
. (6.17)

Déterminer Û est alors équivalent à déterminer ûE. Ceci nous amène après réécriture de la
première équation de (6.15) à résoudre l’équation différentielle scalaire, dite de Sturm-Liouville,
suivante :

− d
dx

(
1

µ(·, λ)
dûE
dx

)
+ 1
µ(·, λ) (k2 − λ2 ε(·, λ)µ(·, λ))ûE = 0, (6.18)

Une telle fonction ûE vérifie les conditions de transmission à l’interface :

[ûE]x=0 = 0 et
[

1
µ(·, λ)

dûE
dx

]
x=0

= 0.

Notons que nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 6.3.1 Soit λ ∈ R \ {−Ωm, 0,Ωm}, on a alors les deux assertions suivantes :
1. ûE ∈ H1(R) est solution de l’équation différentielle (6.18) si et seulement si Û = Vλ,k ûE

est un vecteur propre de Âk associé à la valeur propre λ.
2. ûE est une solution bornée de (6.18) si et seulement si Û = Vλ,k ûE est un vecteur propre

généralisé de Âk.

Trouver les modes propres de Âk est donc équivalent à trouver des solutions ûE de (6.18) dans
H1(R). Nous examinerons donc dans un premier temps si (6.18) admet des solutions dans cet
espace ; si elle n’en admet pas, en cherchant ses solutions bornées, nous obtiendrons des vecteurs
propres généralisés de Âk.

Remarque 6.3.2 L’équation différentielle de Sturm-Liouville (6.18) n’est pas "classique" au
sens où sa partie principale dépend de façon non linéaire de la variable spectrale λ. C’est une
conséquence du caractère dispersif du matériau de Drude. De plus, son coefficient : 1/µ(·, λ)
change de signe (du côté x > 0) selon la valeur de λ. Ceci résulte encore de la présence du
matériau de Drude qui se comporte comme un matériau négatif en basses fréquences.

6.4 Coupures spectrales
Les solutions de l’équation différentielle (6.18) vérifient

− d2ûE
dx2 + Θλ,k ûE = 0 sur R− ∪ R+,

où la fonction Θλ,k est constante par morceaux et définie par

Θλ,k(x) :=
Θ−λ,k = k2 − ε0 µ0 λ

2 sur R−,

Θ+
λ,k = k2 − ε+(λ)µ+(λ)λ2 sur R+.

(6.19)

4. Le mot formel exprime ici le fait que nous ne précisons pas son domaine. Cette question sera abordée au
chapitre suivant
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ε+(λ) = ε0 (1−Ω2
e/λ

2) et µ+(λ) = µ0 (1−Ω2
m/λ

2) désignent ici les lois constitutives du matériau
de Drude (5.5).

Les signes de Θ−λ,k et de Θ+
λ,k vont être cruciaux pour déterminer le comportement de ûE

de part et d’autre de l’interface. En effet, lorsque Θ−λ,k < 0, les solutions de (6.18) sur R− sont
des fonctions oscillantes qui se propagent sans atténuation ; on parle alors de modes propagatifs
dans le diélectrique. Lorsque Θ−λ,k > 0, le fait de chercher des solutions ûE bornées ou d’énergie
finie impose un comportement exponentiellement décroissant du côté x < 0 ; on dit alors que
les modes sont évanescents dans le diélectrique. Nous pouvons bien entendu effectuer le même
commentaire avec Θ+

λ,k dans le matériau de Drude. Il est donc essentiel d’étudier le signe de ces
quantités en fonction de k et de λ. Les lieux géométriques dans le plan (k, λ), où Θ−λ,k et Θ+

λ,k

s’annulent, sont appelés par la suite coupures spectrales au sens où une apparition ou disparition
de modes se produit lors de leur traversée. Dans le lemme suivant, nous résumons toutes les
informations nécessaires pour tracer ces courbes et connaître le signe de Θ−λ,k et Θ+

λ,k. La parité
en k et en λ nous permet de nous restreindre aux cas où k et λ sont positifs. La démonstration
de ce lemme, qui ne reposent que sur des calculs algébriques simples, peut être sautée lors d’une
première lecture. Tous ses résultats sont illustrés par la figure 6.2.

Lemme 6.4.1 Soit (k, λ) ∈ R+ × R+ avec k fixé, alors on a les propriétés suivantes :

1. Θ−λ,k ≤ 0 si et seulement si λ ∈
[
k/
√
ε0µ0,∞

[
.

2. Θ+
λ,k ≤ 0 si et seulement si λ ∈ ]0, λ1(k)] ∪ [λ2(k),∞[, λ1(k) et λ2(k) étant définies de la

manière suivante :
– 0 ≤ λ1(k) ≤ λ2(k) ,

– λ2
1(k) et λ2

2(k) sont les racines du polynôme

Pk(X) = −ε0 µ0X
2 +

(
k2 + ε0 µ0 (Ω2

e + Ω2
m)
)
X − ε0 µ0Ω2

eΩ2
m. (6.20)

3. λ1 est une fonction continue, strictement décroissante sur R+, C∞ sur R+∗ dont l’image
est ]0,min(Ωe,Ωm)]. Quant à λ2, elle est strictement croissante, continue sur R+ et C∞
sur R+∗. Elle a pour image [max(Ωe,Ωm),∞[ et pour asymptote la droite λ = k/

√
ε0 µ0

en k =∞.

4. Soit kc = √ε0µ0 Ωe Ωm/
√

Ω2
e + Ω2

m, alors on obtient les inégalités suivantes :

0 ≤ k
√
ε0µ0

≤ λ1(k) ≤ λ2(k) si k ≤ kc,

0 < λ1(k) < k
√
ε0µ0

< λ2(k) si k > kc.

De plus, les coupures spectrales λ = k/
√
ε0 µ0, λ1(·) et λ2(·) ne peuvent se croiser que

dans deux situations. D’une part, lorsque k = 0 et Ωe = Ωm où λ1(0) = λ2(0), d’autre
part lorsque k = kc où λ1(kc) = kc/

√
ε0µ0.

Preuve. Le signe de Θ−λ,k se déduit immédiatement de (6.19). Par contre, pour obtenir le signe
de Θ+

λ,k, il faut effectuer un petit calcul algébrique. En effet, l’inégalité

Θ+
λ,k = k2 − ε0 µ0 λ

2
(

1− Ω2
e

λ2

) (
1− Ω2

m

λ2

)
≤ 0
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est équivalente après multiplication par λ2 6= 0 à

Pk(λ2) ≤ 0,

où le polynôme Pk(X) qui est de degré 2 a été défini dans (6.20). En développant l’expression
de son discriminant ∆k, on obtient :

∆k = k4 + (ε0 µ0)2 (Ω2
e − Ω2

m)2 + 2 k2ε0 µ0 (Ω2
e + Ω2

m) ≥ 0.

Ainsi Pk possède deux racines réelles Λ1(k) et Λ2(k) distinctes (à l’exception du cas k = 0 et
Ωe = Ωm où la racine est double) données par les formules suivantes :

Λ1(k) = k2 + ε0 µ0 (Ω2
e + Ω2

m)−
√

∆k

2ε0 µ0
et Λ2(k) = k2 + ε0 µ0 (Ω2

e + Ω2
m) +

√
∆k

2ε0 µ0
. (6.21)

Il découle du signe des coefficients de Pk que ces deux racines sont strictement positives. On
peut donc définir λ1(k) =

√
Λ1(k) et λ2(k) =

√
Λ2(k) avec λ1(k) ≤ λ2(k). Il apparaît alors

clairement que
Θ+
λ,k ≤ 0 ⇐⇒ λ ∈ ]0, λ1(k)] ∪ [λ2(k),∞[ .

Examinons maintenant quelques propriétés des coupures spectrales : λ1 et λ2 du matériau
de Drude. De la formule (6.21), on tire que λ2 est une fonction continue sur R+, C∞ sur R+∗ et
strictement croissante à image dans [λ2(0), lim

k→∞
λ2(k)[= [max(Ωe,Ωm),∞[. Il est également fa-

cile de montrer que lim
k→∞

λ2(k)−k/√ε0µ0 = 0, ainsi λ2 a pour asymptote la droite λ = k/
√
ε0 µ0

(coupure spectrale du diélectrique) en k =∞. Quant à λ1, elle vérifie les mêmes hypothèses de
régularité que λ2. Elle est par contre strictement décroissante car la relation sur le produit des
racines de Pk : Λ1(k) Λ2(k) = Ω2

e Ω2
m implique que λ1(k) = Ωe Ωm/λ2(k). Son image est donnée

par l’intervalle ] lim
k→∞

λ1(k), λ1(0)] =]0, min(Ωe,Ωm)].

Intéressons nous maintenant à la position relative des coupures spectrales sur R+. Ont-elles
des points d’intersection ? Remarquons à l’aide de la formule (6.21) que l’inégalité λ1(k) < λ2(k)
est toujours vérifiée à l’exception du cas Ωe = Ωm où λ1 et λ2 se coupent en k = 0. Il est
également aisé de constater avec (6.21) que λ2(k) > k/

√
ε0 µ0. Il nous reste donc à étudier

la position de λ1 par rapport à la droite λ = k/
√
ε0 µ0. La stricte monotonie de ces deux

courbes et leur image sur R+ imposent qu’elles n’auront qu’un seul point d’intersection. On le
détermine en résolvant l’équation suivante : Λ1(k) = k2/(ε0 µ0) dont l’unique solution sur R+

est kc = √ε0µ0 Ωe Ωm/
√

Ω2
e + Ω2

m. On en conclut que d’une part pour k < kc, λ1(k) > k/
√
ε0 µ0

et que d’autre part pour k > kc, λ1(k) < k/
√
ε0 µ0.

Regardons séparément ce qui se passe de chaque côté de l’interface. On obtient alors les
coupures spectrales données par la figure 6.1. On observe que le diélectrique possède une coupure
spectrale : la droite λ = k/

√
ε0 µ0 qui définit deux zones spectrales dans le quart de plan qui

régissent le comportement des modes. En effet, ces derniers sont propagatifs au-dessus de cette
droite et évanescents en-dessous. En ce qui concerne le matériau de Drude, il possède deux
coupures spectrales : λ1(·) et λ2(·) qui définissent trois zones spectrales. Au-dessus de la courbe
λ2(·), zone où il se comporte comme un diélectrique (car le fait que λ soit strictement supérieur à
max(Ωe,Ωm) implique que ε+(λ) et µ+(λ) sont strictement positifs), les modes sont propagatifs.
Il sont également propagatifs en-dessous de la courbe λ1(·), où il se comporte par contre comme
un NIM, c’est à dire un métamatériau de permittivité ε+(λ) et perméabilité µ+(λ) strictement
négatives (car λ est strictement inférieur à min(Ωe,Ωm) dans cette partie du quart de plan).
Entre ces deux courbes, les modes sont évanescents.
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λ λ

k k

λ = k
√
ε0 µ0

Θ+
λ,k < 0

Θ+
λ,k > 0

Θ−λ,k < 0

Θ−λ,k > 0
max(Ωe,Ωm)

min(Ωe,Ωm)

λ1(k)

λ2(k)

Figure 6.1 – Zones spectrales d’un matériau homogène composé uniquement du diélectrique
(à gauche) ou du matériau de Drude (à droite)

Superposons maintenant les deux graphiques de la figure (6.1) pour obtenir les zones spec-
trales du dioptre (cf. figure 6.2). Signalons que le point d’intersection des coupures spectrales
λ = k/

√
ε0 µ0 et λ1, défini dans le lemme 6.4.1, est noté (kc, λc). Les trois coupures spectrales :

λ

k

λ1(k)

λ2(k)
λ = k
√
ε0 µ0max(Ωe,Ωm)

min(Ωe,Ωm)

kc

λc

Θ−λ,k < 0, Θ+
λ,k < 0

Θ−λ,k < 0, Θ+
λ,k > 0

Θ−λ,k > 0, Θ+
λ,k < 0

Θ−λ,k > 0, Θ+
λ,k > 0

A

C

B D

E

Figure 6.2 – Zones spectrales associées au dioptre

λ = k/
√
ε0 µ0, λ1(·) et λ2(·) définissent alors d’après le lemme 6.4.1 cinq zones :

– A =
{

(k, λ) ∈ R+ × R+ | λ > λ2(k)
}
,

– B =
{

(k, λ) ∈ [0, kc[×R+ | k
√
ε0 µ0

< λ < λ1(k)
}
,

– C =
{

(k, λ) ∈ R+ × (R+ \ {Ωm}) | max
(
λ1(k), k

√
ε0 µ0

)
< λ < λ2(k)

}
,
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– D =
{

(k, λ) ∈ R+ × R+ | 0 < λ < min
(
λ1(k), k

√
ε0 µ0

)}
,

– E =
{

(k, λ) ∈]kc,∞[×(R+ \ {Ωm}) | λ1(k) < λ <
k

√
ε0 µ0

}
.

Effectuons quelques petits commentaires sur ces différentes zones spectrales. Dans A et B, les
modes sont propagatifs de part et d’autre de l’interface x = 0. Ce qui distingue ces zones est le
comportement du matériau de Drude qui agit soit comme un diélectrique dans A, soit comme
un NIM dans B. Dans C, les modes sont propagatifs dans le diélectrique et évanescents dans
le matériau de Drude. Dans D, la situation est inversée : ils sont propagatifs dans le matériau
de Drude alors qu’ils sont évanescents dans le diélectrique. Notons que le matériau de Drude se
comporte ici également comme un NIM. Enfin dans E, ils sont évanescents de part et d’autre
de l’interface.

6.5 Expression des éléments propres de l’opérateur réduit
Une base canonique de solutions de l’équation de Sturm-Liouville

Nous allons maintenant introduire une base particulière de solutions de l’équation différen-
tielle (6.18). A cette fin, nous définissons la fonction (de x) constante par morceaux

θλ,k(x) :=
√

Θλ,k(x), (6.22)

dont les valeurs de part et d’autre de l’interface sont θ±λ,k =
√

Θ±λ,k. Ici
√
· désigne la détermina-

tion suivante de la racine d’un nombre complexe z ∈ C :
√
z = |z| 12 ei arg z/2 si arg z ∈ [−π, π[. (6.23)

Notons que cette manière de définir la racine implique d’une part que c’est une fonction
holomorphe sur C \ R− et d’autre part que nous l’avons prolongée sur la coupure R− par sa
limite depuis le demi-plan inférieur C− = {z | Im(z) < 0}. Il s’ensuit que la racine d’un réel
négatif x est égal à −i |x|

1
2 . Introduisons les fonctions suivantes définies sur R :

Bλ,k(x) :=

 cλ,k(x)

sλ,k(x)

 =

 ch(θλ,k(x)x)
µ(x, λ) sh(θλ,k(x)x)

θλ,k(x)

 . (6.24)

Elles forment une base canonique de solutions de (6.18), au sens où

cλ,k(0) = 1 et
(

1
µ(·, λ)

dcλ,k
dx

)
(0) = 0,

sλ,k(0) = 0 et
(

1
µ(·, λ)

dsλ,k
dx

)
(0) = 1.

Affranchissons nous, pour un court instant, de l’hypothèse qui suppose que ûE doit être H1(R)
ou bornée. Dans ce cas, toute solution de (6.18) est une combinaison linéaire de cλ,k et sλ,k, ce
que l’on écrira

ûE = (aλ,k,1, aλ,k,2)>Bλ,k où (aλ,k,1, aλ,k,2) ∈ C2. (6.25)
Dans chaque zone spectrale, notre but (cf. proposition 6.3.1) est maintenant de chercher parmi
les fonctions ûE données par la relation (6.25) celles qui sont H1(R), puis s’il n’y en pas, celles
qui sont bornées.
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Expression des éléments propres dans les différentes zones spectrales

Nous allons expliciter la forme de ûE dans les zones A, B, C, D et E décrites par la figure 6.2.
Remarquons au préalable que dans A, B, C ou D un des coefficients Θ±λ,k est strictement négatif,
ce qui induit un comportement oscillant des solutions (6.25) d’un ou des deux côtés de l’interface
x = 0. Il n’y a donc pas de solutions H1(R) et par conséquent de vecteurs propres dans ces zones.
Nous chercherons dans ce cas des vecteurs propres généralisés et donc des solutions bornées de
(6.18). De même, nous constatons que sur "les coupures spectrales", l’un des paramètre Θ±λ,k
s’annulant (voire les deux en (kc, λc)), les solutions de (6.18) sont affines d’un côté de l’interface.
Il n’y a ainsi pas de solutions d’énergie finie et donc de vecteurs propres sur ces courbes. Enfin
dans E, nous avons noté que les solutions de (6.18) devaient être évanescentes de part et d’autre
de l’interface et donc nécessairement H1(R). Nous rechercherons donc des vecteurs propres de
Âk dans cet ensemble. Pour des raisons didactiques, nous ne suivrons pas l’ordre alphabétique
pour énumérer leur forme dans ces différentes zones. Nous commencerons par les zones C et D
qui, nous verrons, ne comportent qu’un seul vecteur propre généralisé.

Zone C :

Dans cet ensemble, Θ−λ,k < 0 et Θ+
λ,k > 0 (cf. figure 6.2), les fonctions définies par (6.25) sont

donc bornées et oscillantes dans le diélectrique, mais pas nécessairement bornées dans le maté-
riau de Drude où elles s’expriment comme une combinaison linéaire de fonctions exponentielles
croissantes et décroissantes en +∞. La combinaison (6.25) ne doit pas être exponentiellement
croissante en +∞. Les fonctions de base Bλ,k vérifiant

Bλ,k(x) =


e θ

+
λ,k

x

2 +O
( 1
x2

)
µ+(λ) e θ

+
λ,k

x

2 θ+
λ,k

+O
( 1
x2

)
 où θ+

λ,k > 0,

il résulte que les solutions bornées de (6.18) sont de la forme
ûE = aλ,k (C+

λ,k)>Bλ,k avec aλ,k ∈ C, (6.26)
où C+

λ,k désigne le vecteur

C+
λ,k =

 1

−µ+(λ)−1 θ+
λ,k

 . (6.27)

Elles représentent ici des ondes propagatives dans le diélectrique et évanescentes dans le matériau
de Drude. A (k, λ) fixé, elles engendrent un espace vectoriel de dimension un. Nous choisissons

ûλ, k, 1 = (C+
λ,k)>Bλ,k

(en omettant l’indice E pour alléger les notations) pour représenter cet espace dans notre famille
modale. Son expression développée est donnée par :

ûλ, k, 1 =
Aλ,k,1 e

−θ−
λ,k

x +Bλ,k,1 e
θ−
λ,k

x si x < 0,

e− θ
+
λ,k

x si x > 0,
(6.28)

avec Aλ,k,1 =
µ+(λ)−1 θ+

λ,k + µ−1
0 θ−λ,k

2µ−1
0 θ−λ,k

et Bλ,k,1 =
−µ+(λ)−1 θ+

λ,k + µ−1
0 θ−λ,k

2µ−1
0 θ−λ,k

.

Rappelons que dans ces expressions
θ−λ,k = −i

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ et θ+
λ,k > 0.
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Zone D :

Dans cet ensemble Θ−λ,k > 0 et Θ+
λ,k < 0 (cf. figure 6.2), les fonctions définies par (6.25) ont donc

un comportement similaire à celui de l’ensemble C en échangeant la rôle du diélectrique et du
matériau de Drude. Pour que la combinaison linéaire donnée par (6.25) ne soit pas exponentiel-
lement croissante en −∞, il est facile de vérifier qu’on doit avoir similairement à (6.26) :

ûE = aλ,k (C−λ,k)>Bλ,k avec aλ,k ∈ C, (6.29)

où le vecteur de C−λ,k est donné par :

C−λ,k =

 1

µ−1
0 θ−λ,k

 . (6.30)

Ce sont des ondes évanescentes dans le diélectrique et propagatives dans le matériau de Drude.
A (k, λ) fixé, elles engendrent encore un espace vectoriel de dimension un. Nous choisissons

ûλ, k, 1 = (C−λ,k)>Bλ,k(x)

donnée par

ûλ, k,−1 =
eθ
−
λ,k

x si x < 0,

Aλ,k,−1 e
− θ+

λ,k
x +Bλ,k,−1 e

θ+
λ,k

x si x > 0,
(6.31)

avec Aλ,k,−1 =
µ+(λ)−1 θ+

λ,k − µ−1
0 θ−λ,k

2µ+(λ)−1 θ+
λ,k

et Bλ,k,−1 =
µ+(λ)−1 θ+

λ,k + µ−1
0 θ−λ,k

2µ+(λ)−1 θ+
λ,k

, (6.32)

pour représenter cet espace dans notre famille modale. Notons que dans ces formules

θ−λ,k > 0 et θ+
λ,k = −i

∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣ .
Zones A et B :

Dans ces ensembles Θ−λ,k et Θ+
λ,k sont strictement négatifs (cf. figure 6.2). Ainsi, les solutions

de (6.18) définies par (6.25) sont des fonctions oscillantes bornées dans le diélectrique et dans
le matériau de Drude et donc bornées sur R. Elles représentent des ondes propagatives de
part et d’autre de l’interface. Remarquons que à (k, λ) fixé, elles engendrent un espace vecto-
riel de dimension deux. Une manière de choisir alors une base particulière, que nous notons
(ûλ, k,−1, ûλ, k, 1), de cet espace est d’interpréter les solutions ûE en termes d’ondes progressives
de fréquence λ : Re(ûE(x) e−i λ t). En utilisant le fait que θ±λ,k = −i

∣∣∣θ±λ,k∣∣∣ dans ces zones, on peut
exprimer, de part et d’autre de l’interface cλ,k et sλ,k en fonction de ei|θ

±
λ,k|x et e−i|θ

±
λ,k|x. Les

fonctions ûλ, k, j sont donc une superposition d’ondes entrantes et sortantes. Une façon parti-
culière de sélectionner notre base (à un coefficient de normalisation près) consiste à rechercher
des ûλ, k, j, j = ±1 qui ne possèdent soit pas de composante entrante, soit pas de composante
sortante d’un côté ou de l’autre de l’interface. On peut ainsi choisir dans la zone A la base de
solutions suivante :

ûλ, k, 1 = (C+
λ,k)>Bλ,k et ûλ, k,−1 = (C−λ,k)>Bλ,k. (6.33)

Par contre dans la zone B, nous formons notre base en prenant

ûλ, k, 1 = (C+
λ,k)>Bλ,k et ûλ, k,−1 = (C−λ,k)>Bλ,k. (6.34)
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Les expressions développées (6.33) et (6.34) de ûλ, k, 1 et (6.33) de ûλ, k,−1 sont identiques à celles
définies en (6.28) et (6.31), insistons par contre sur le fait que dans ces zones :

θ−λ,k = −i
∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ et θ+

λ,k = −i
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣ .
Quant à la fonction ûλ, k,−1, elle prend dans la zone B l’allure suivante :

ûλ, k,−1 =
eθ
−
λ,k

x si x < 0,

Bλ,k,−1 e
− θ+

λ,k
x + Aλ,k,−1 e

θ+
λ,k

x si x > 0,
(6.35)

où les coefficients Bλ,k,−1 et Aλ,k,−1 ont été introduits en (6.32).

Zone E :

Ici, Θ−λ,k > 0 et Θ+
λ,k > 0, les fonctions définies par (6.25) sont donc des combinaisons d’exponen-

tielles croissantes et décroissantes de part et d’autre de l’interface. Afin d’assurer le caractère
borné et même H1(R) des solutions en ±∞, il faut que ûE vérifie

ûE = aλ,k (C−λ,k)>Bλ,k(x) = bλ,k (C+
λ,k)>Bλ,k(x) où aλ,k et bλ,k ∈ C, (6.36)

où C+
λ,k et C−λ,k sont respectivement définis en (6.27) et (6.30). L’équation (6.18) admet donc

des solutions non triviales si et seulement si aλ,k (C−λ,k)> = bλ,k(C+
λ,k)>, ce qui implique que

aλ,k = bλ,k et
µ−1

0 θ−λ,k = −µ+(λ)−1 θ+
λ,k. (6.37)

Nous sommes donc amenés à chercher des couples (k, λ) dans E vérifiant la relation de dispersion
(6.37). A cette fin, nous énonçons le lemme suivant dont la démonstration peut être également
sautée lors d’une première lecture.

Lemme 6.5.1 L’équation (6.37) admet dans l’ensemble E à k fixé un unique couple solution
(k, λp(k)). De plus, la courbe λp est C∞ sur ]kc,∞[. Sa monotonie et son image dépendent des
paramètres Ωe et Ωm. Elles sont décrites par les assertions suivantes :

– Si Ωm < Ωe, λp est une fonction strictement décroissante dont l’image est l’intervalle
]λc,Ωm/

√
2[. Elle a pour asymptote la droite λ = Ωm/

√
2 en k =∞.

– Si Ωm > Ωe, λp est une fonction strictement croissante dont l’image est l’intervalle
]Ωm/

√
2, λc[. Elle a également pour asymptote la droite λ = Ωm/

√
2 en k =∞.

– Si Ωm = Ωe, λp = λc = Ωm/
√

2 est une fonction constante.

Preuve. Soit (k, λ) ∈ E. Montrons tout d’abord que l’équation (6.37), n’admet pas de solution
si λ > Ωm. En effet, dans ce cas, on constate que µ−1

0 θ−λ,k > 0 alors que −µ+(λ)−1 θ+
λ,k < 0, ce

qui est contradictoire avec µ−1
0 θ−λ,k = −µ+(λ)−1 θ+

λ,k. Nous nous restreignons donc à des couples
(k, λ) ∈ E avec λ < Ωm. Dans cet ensemble, on obtient l’équivalence :

µ−1
0 θ−λ,k + µ+(λ)−1 θ+

λ,k = 0⇐⇒ (µ−1
0 θ−λ,k)2 − (µ+(λ)−1 θ+

λ,k)2 = 0, (6.38)

(car le terme µ−1
0 θ−λ,k−µ+(λ)−1 θ+

λ,k > 0 car µ+(λ) < 0 pour λ < Ωm). En multipliant maintenant
la seconde équation de (6.38) par µ+(λ)2 λ4 6= 0 et en développant l’expression résultante, il
vient :

ε0 µ0 (Ω2
e − Ω2

m)λ4 + Ω2
m

(
2k2 − ε0 µ0(Ω2

e − Ω2
m)
)
λ2 − k2 Ω4

m = 0. (6.39)
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Ainsi, en posant X = λ2, on est amené à calculer les racines du polynôme suivant :

Qk(X) = ε0 µ0 (Ω2
e − Ω2

m)X2 + Ω2
m

(
2k2 − ε0 µ0(Ω2

e − Ω2
m)
)
X − k2 Ω4

m. (6.40)

• Lorsque Ωe 6= Ωm, le polynôme Qk est du second degré. Son discriminant ∆k s’écrit après
simplification :

∆k = Ω4
m

(
4 k4 + (ε0 µ0 (Ω2

e − Ω2
m))2

)
.

∆k est donc strictement positif sur E. Il s’ensuit que les deux racines de Qk sont réelles et
données par :

X1(k) = Ω2
m

2 + k2 Ω2
m

ε0 µ0 (Ω2
m − Ω2

e)
− Ω2

m

√√√√ k4

(ε0 µ0 (Ω2
m − Ω2

e))2 + 1
4

et X2(k) = Ω2
m

2 + k2 Ω2
m

ε0 µ0 (Ω2
m − Ω2

e)
+ Ω2

m

√√√√ k4

(ε0 µ0 (Ω2
m − Ω2

e))2 + 1
4 .

(6.41)

Nous devons maintenant examiner les racines de (6.41) pour déterminer celles qui sont le carré
d’un λ vérifiant (k, λ) ∈ E et λ < Ωm. A cette fin, nous devons distinguer les deux cas : Ωm < Ωe

et Ωm > Ωe.
• Supposons que Ωm < Ωe. Les signes des coefficients dominant et constant de Qk sont alors
opposés, les racines de Qk sont donc de signe contraire. Il en découle que X1(k) < 0 < X2(k).
Nous pouvons donc éliminer la racine X1. Étudions le sens de variation de la fonction C∞

√
X2

sur l’intervalle ]kc,∞[. En dérivant X2, il est aisé de montrer que X ′2(k) < 0.
√
X2 est donc

une fonction strictement décroissante. Calculons ses limites. Le couple (kc, λc) étant solution de
(6.37) car θ±λc,kc = 0 (cf. lemme 6.4.1), on a donc nécessairement

√
X2(kc) = λc. Un petit calcul

conduit à lim
k→∞

√
X2(k) = Ωm/

√
2. Ainsi l’image de la fonction

√
X2 sur l’intervalle ]kc,∞[ est

]Ωm/
√

2, λc[ (avec λc < Ωm). Nous devons enfin montrer que
(
k,
√
X2(k)

)
∈ E, c’est-à-dire que

λ1(k) <
√
X2(k) < k/

√
ε0 µ0 pour tout k ∈]kc,∞[. A cette fin, remarquons d’abord que pour

k assez grand, la courbe
√
X2 entre donc dans la zone E car 0 = lim

k→∞
λ1(k) < lim

k→∞

√
X2(k) =

Ωm/
√

2 < lim
k→∞

k/
√
ε0 µ0 = ∞. De plus, pour k > kc, elle ne peut pas en sortir. En effet, la

courbe
√
X2 ne peut pas croiser les coupures spectrales λ1 et k 7→ k/

√
ε0 µ0 sur ]kc,∞[ car

d’après l’équation (6.37), cela forcerait θ−λ,k et θ−λ,k à être simultanément nulles, ce qui n’est
possible d’après le lemme 6.4.1 qu’en k = kc : point d’intersection de ces courbes.

√
X2 est

donc contenue dans E pour k ∈]kc,∞[. La courbe λp =
√
X2 est alors le lieu géométrique des

solutions de (6.37).
• Supposons maintenant que Ωm > Ωe. On observe alors que X2(k) > Ω2

m.
√
X2 n’est donc

jamais solution (6.37). En considérant, la fonction C∞
√
X1 sur l’intervalle ]kc,∞[, on montre-

rait par un raisonnement analogue au cas Ωm < Ωe que c’est une fonction qui est strictement
croissante, dont l’image est l’intervalle ]λc,Ωm/

√
2[. On conclurait de même que la courbe

λp =
√
X1, contenue dans E, est le lieu géométrique des solutions de (6.37).

• Afin d’achever cette démonstration, traitons le cas particulier Ωe = Ωm. Ici, l’équation
(6.39) prend la forme triviale 2λ2 = Ω2

m. Ainsi, la droite constante λp = Ωm/
√

2 = λc sur
]kc,∞[ donne le lieu géométrique des solutions de (6.37).

L’équation différentielle (6.18) admet alors des solutions H1(R) si et seulement si le couple
(k, λ) ∈ E est sur la courbe décrite par {(k, λp(k)), k ∈]kc,∞[}, appelée courbe de dispersion.
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Pour un tel couple (k, λp(k)), ces solutions sont données par la formule (6.36). Elles engendrent
un espace de dimension 1. Ce sont des ondes évanescentes de part et d’autre de l’interface. Pour
représenter cet espace, nous choisissons la fonction

ûλp(k), k,1 = (C−λp(k),k)>Bλp(k),k =
e
θ−
λp(k),k x si x < 0,

e
− θ+

λp(k),k x si x > 0.
(6.42)

On peut alors conclure ce paragraphe en explicitant notre famille modale à l’aide de la
relation (6.17). Ainsi, dans A, B, C et D une base de vecteurs propres généralisés est donnée
par :

ŵλ,k,j = Vλ,k ûλ, k, j, ∀j ∈ Jλ,k.

où Jλ,k = {−1}, {1} et {−1, 1} selon les zones spectrales. Enfin dans la zone E,

ŵλp(k),k,1 = Vλ,k ûλp(k), k,1 ∈ D(Âk),

est un vecteur propre de l’opérateur Âk pour la valeur propre de multiplicité un λp(k) . Classi-
quement en physique, de tels modes propres sont dénommés plasmons de surface dans la mesure
où ils sont localisés spatialement au voisinage de l’interface x = 0.

Remarque 6.5.2 La connaissance des modes propres sur le quart de plan R+ × R+ est suffi-
sante. En effet, la parité en k et λ de la première composante (liée au champ électrique) des
modes propres, ainsi que la formule (6.16) prolongent leur expression au plan tout entier.

A l’aide de la remarque 6.5.2, l’étude de ce chapitre peut se résumer aux trois figures 6.3,
6.4 et 6.5 qui décrivent le comportement des modes propres de Âk dans chaque région du quart
de plan R+ × R+ pour les trois configurations suivantes : Ωm < Ωe, Ωm = Ωe et Ωm > Ωe.

λ

k

λ1(k)

λ2(k)

λp(k)

λ = k
√
ε0 µ0Ωe

Ωm

kc

λc
Ωm√

2

Θ−λ,k < 0, Θ+
λ,k < 0

Θ−λ,k < 0, Θ+
λ,k > 0

Θ−λ,k > 0, Θ+
λ,k < 0

Θ−λ,k > 0, Θ+
λ,k > 0

A

C

B D

E

Figure 6.3 – Coupures spectrales et courbe de dispersion : cas Ωm < Ωe
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λ

k

λ1(k)

λ2(k)

λp(k)

λ = k
√
ε0 µ0

Ωm

kc

Ωm√
2

Θ−λ,k < 0, Θ+
λ,k < 0

Θ−λ,k < 0, Θ+
λ,k > 0

Θ−λ,k > 0, Θ+
λ,k < 0

Θ−λ,k > 0, Θ+
λ,k > 0

A

C

B D

E

Figure 6.4 – Coupures spectrales et courbe de dispersion : cas Ωm = Ωe
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ε0 µ0

Ωm√
2
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Figure 6.5 – Coupures spectrales et courbe de dispersion : cas Ωm > Ωe
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Dans le chapitre précédent, nous avons décrit l’allure et le comportement d’une famille mo-
dale associée à l’équation de Schrödinger (5.15). Néanmoins, nous n’avons pas pu donner un sens
mathématique au terme décomposition modale. En effet, nous n’avons pas extrait une famille
modale "normalisée" complète sur laquelle se décomposerait à chaque instant toute solution
de (5.15). Dans ce chapitre qui constitue le cœur de cette deuxième partie, nous cherchons à
établir de façon rigoureuse une telle décomposition. Dans ce but, nous devons utiliser un cadre
mathématique : la théorie spectrale d’un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert sur
lequel s’appuie une décomposition modale. De plus, en introduisant le concept d’opérateur dé-
composable, la théorie spectrale nous permet également d’établir de façon rigoureuse le lien
entre l’opérateur de Schrödinger A et la famille d’opérateurs réduits Âk.

Dans un tel cadre, suivant la démarche développée par [113, 117] pour étudier la propagation
des ondes dans les milieux stratifiés, nous établirons dans un premier temps une décomposition
modale des opérateurs Âk. Puis, à partir de celle-ci, nous construirons une transformation uni-
taire Ũk permettant de diagonaliser Âk. Nous montrerons qu’à l’aide de la notion d’opérateur
décomposable, il est aisé de transférer à l’opérateur A les résultats obtenus sur la famille d’opé-
rateurs réduits Âk. Notons enfin que tout au long de ce chapitre, nous nous réfèrerons à son
annexe qui résume les différentes notions de théorie spectrale utilisées.
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7.1 Théorie spectrale de l’opérateur réduit Âk

Cette partie est ici dédiée à la théorie spectrale de l’opérateur auto-adjoint Âk défini en
(6.6). Son objectif est de construire une transformation unitaire qui permet de le diagonaliser.
A cette fin, la première étape consiste à obtenir la décomposition spectrale de cet opérateur en
calculant la famille spectrale Êk(·) qui lui est associée par le théorème spectral 7.3.6. Dans ce
but, nous allons appliquer la formule de Stone (cf. proposition 7.3.10) :

Êk(I)u = −1
2iπ lim

ε→0+
lim
δ→0+

∫
Cε,δ(I)

Rk(ζ)u dζ, ∀u ∈ H,

où Rk(ζ) := (Âk − ζ)−1 et I sont respectivement la résolvante de Âk et un intervalle de R.

7.1.1 Calcul de la résolvante de Âk

La formule de Stone nécessitant de connaître la résolvante de Âk au voisinage de l’axe réel,
nous allons déterminer son expression. A cette fin, définissons au préalable les fonctions ε(·, ζ)
et µ(·, ζ) pour des valeurs de ζ complexes non nulles :

ε(x, ζ) = ε0

(
1− Ω2

e

ζ2 1R+(x)
)
,

µ(x, ζ) = µ0

(
1− Ω2

m

ζ2 1R+(x)
)
.

(7.1)

Elles constituent un prolongement de ε(·, λ) et µ(·, λ) exprimées en (6.14) pour λ réel.
Soient F̂ ∈ Ĥ, ζ ∈ C \ R et k ∈ R. Exprimer la résolvante sous la forme Û = R̂k(ζ)F̂

équivaut à chercher Û appartenant à D(Âk) solution de

(Âk − ζ) Û = F̂ . (7.2)

D’après la définition (6.6) de Âk, l’ équation (7.2) prend la forme du système suivant :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i

(
rotk ûH
ε0

− Ω2
e Π ûP

)
− ζ ûE = f̂E,

i

(
−rotk ûE

µ0
− Ω2

m Π ûM

)
− ζ ûH = f̂H ,

iR ûE − ζûP = f̂P ,

iR ûM − ζûM = f̂M ,

(7.3a)

(7.3b)

(7.3c)
(7.3d)

où l’inconnue Û := (ûE, ûH , ûP , ûM ) ∈ D(Âk) et la donnée F̂ = (f̂E, f̂H , f̂P , f̂M ) ∈ Ĥ.
Tout comme dans le calcul des modes propres de l’opérateur réduit Âk dans le chapitre précédent,
nous allons ramener le calcul de la résolvante R̂k(ζ) à la résolution d’une équation scalaire sur
le champ ûE. Dans cette optique, nous devons exprimer toutes les autres inconnues en fonction
de ûE et de la donnée F . Tout d’abord, afin d’éliminer ûP et ûM des équations (7.3a) et (7.3b),
réécrivons les égalités (7.3c) et (7.3d) de la manière suivante :

ûP = iR ûE
ζ
− f̂P

ζ
et ûM = iR ûH

ζ
− f̂M

ζ
. (7.4)
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En remplaçant à l’aide de (7.4) ûM dans (7.3b), il vient :

ζ

(
1− Ω2

m

ζ2 1R+

)
ûH = −i rotk ûE

µ0
− f̂H + iΩ2

m Π f̂M
ζ

.

Soit :
ûH = −i rotk ûE

µ(·, ζ) ζ − µ0 f̂H
µ(·, ζ) ζ + i µ0 Ω2

m Π f̂M
µ(·, ζ) ζ2 , (7.5)

où µ(·, ζ) est donnée en (7.1). On peut désormais à l’aide des équations (7.4) et (7.5) exprimer
ûM en fonction de ûE :

ûM = R rotk ûE
µ(·, ζ) ζ2 −

iµ0 R f̂H
µ(·, ζ) ζ2 −

µ0 f̂M
µ(·, ζ) ζ . (7.6)

Les inconnues ûH , ûP et ûM sont maintenant explicitées par les formules (7.5), (7.4) et (7.6)
en fonction de ûE et de la donnée F̂ . Afin de déduire une équation scalaire sur ûE, il nous faut
encore éliminer dans (7.3a) ûH et ûP . Dans cette optique, multiplions (7.3a) par ε0 ζ 6= 0 et
remplaçons ûH à l’aide de (7.5). Il s’ensuit que :

rotk
(

rotk ûE
µ(·, ζ)

)
− i ε0 Ω2

e ζ Π ûP − ε0 ζ
2 ûE

= ε0 ζf̂E + i µ0 rotk
(
f̂H
µ(·, ζ)

)
+ µ0 Ω2

m

ζ
rotk

(
Π f̂M
µ(·, ζ)

)
. (7.7)

Puis, en substituant ûP avec (7.4), il découle de (7.7) l’équation différentielle, dite de Sturm-
Liouville,

− d
dx

(
1

µ(·, ζ)
dûE
dx

)
+ 1
µ(·, ζ)(k2 − ζ2 ε(·, ζ)µ(·, ζ))ûE

= ε0 ζf̂E + i µ0 rotk
(
f̂H
µ(·, ζ)

)
− i ε0 Ω2

e ζ Π f̂P + µ0 Ω2
m

ζ
rotk

(
Π f̂M
µ(·, ζ)

)
, (7.8)

où ε(·, ζ) est définie en (7.1). Dans le but de réécrire le second membre de cette équation,
définissons l’opérateur

Ŝζ,k : Ĥ −→ H−1(R)

(f̂E, f̂H , f̂P , f̂M ) 7−→ ε0 f̂E + i µ0

ζ
rotk

(
f̂H
µ(·, ζ)

)

−i ε0 Ω2
e

Π f̂P
ζ

+ µ0 Ω2
m

ζ2 rotk
(

Π f̂M
µ(·, ζ)

)
.

(7.9)

L’opérateur rotk étant borné de L2(R) dans H−1(R), l’opérateur Ŝζ,k ainsi défini est borné.
L’équation de Sturm-Liouville (7.8) devient alors :

− d
dx

(
1

µ(·, ζ)
dûE
dx

)
+ 1
µ(·, ζ)(k2 − ζ2 ε(·, ζ)µ(·, ζ))ûE = ζ Ŝζ,k F̂ . (7.10)

Montrons que cette équation différentielle est bien posée en énonçant le lemme suivant.
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Lemme 7.1.1 Soient f̂ ∈ H−1(R), ζ ∈ C \ R et k ∈ R, alors l’équation de Sturm-Liouville :

− d
dx

(
1

µ(·, ζ)
dû
dx

)
+ 1
µ(·, ζ)(k2 − ζ2 ε(·, ζ)µ(·, ζ))û = f̂ (7.11)

admet une unique solution û ∈ H1(R). De plus :

Ĉζ,k : H−1(R) −→ H1(R)

f̂ 7−→ û
(7.12)

est un opérateur borné dont l’adjoint pour le crochet de dualité 〈·, ·〉H−1(R), H1(R) est l’opérateur
Ĉζ,k.

Preuve. De manière classique, on montre que résoudre l’équation de Sturm-Liouville (7.11) est
équivalent au problème variationnel suivant :

Trouver û ∈ H1(R) tel que bζ,k(û, v̂) = 〈f̂ , v̂〉H−1(R), H1(R), ∀v̂ ∈ H1(R),

où
bζ,k(û, v̂) =

∫
R

1
µ(·, ζ)

dû
dx

dv̂
dx + 1

µ(·, ζ)(k2 − ζ2 ε(·, ζ)µ(·, ζ))û v̂ dx

est une forme sesquilinéaire continue sur H1(R)2 et 〈f̂ , ·〉H−1(R), H1(R) définit une forme linéaire
continue sur H1(R). Prouvons que la forme bζ,k est coercive et la démonstration du lemme
découlera alors d’une simple application du théorème de Lax-Millgram. Soit û ∈ H1(R), on a

|bζ,k(û, û)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
R

1
µ(·, ζ)

∣∣∣∣∣ dû
dx

∣∣∣∣∣
2

+ k2|û|2
− ζ2 ε(·, ζ)|û|2 dx

∣∣∣∣∣∣ , (7.13)

avec
1

µ(·, ζ) = µ−1
0

(
|ζ|4 − Ω2

m 1R+ ζ
2

|ζ2 − Ω2
m 1R+|2

)
et − ζ2 ε(·, ζ) = ε0(Ω2

e 1R+ − ζ2). (7.14)

De (7.14), on tire que Im(1/µ(·, ζ)) et Im(−ζ2 ε(·, ζ)) sont du signe de −Im(ζ2). Il s’ensuit avec
(7.13) que :

|bζ,k(û, û)| ≥ |Imbζ,k(û, û)| ≥ C1
(
‖∇û‖2

L2(R+) + ‖û‖2
L2(R)

)
, (7.15)

où C1 = min
(
µ−1

0 Ω2
m |Im(ζ2)|

|ζ2 − Ω2
m|

, ε0 Ω2
e |Im(ζ2)|

)
> 0, si Im(ζ2) 6= 0.

• Traitons alors en premier lieu le cas Im(ζ2) 6= 0. Compte tenu de l’inégalité (7.15), pour
obtenir la coercivité de bζ,k, il nous suffit de minorer le terme |bζ,k(û, û)| par C2 ‖∇û‖2

L2(R−) avec
C2 > 0. Dans ce but, choisissons ei β ∈ C tel que Re(ei βζ2) = 0 (par exemple ei β = iζ2/|ζ2|),
on obtient alors d’après (7.14) que

Re
(

ei β

µ(·, ζ)

)
= µ−1

0 |ζ|4 cos(β)
|ζ2 − Ω2

m 1R+|2
et Re(−ei βζ2 ε(·, ζ)) = ε0Ω2

e 1R+ cos(β). (7.16)

Ainsi avec (7.13) et (7.16), il découle que

|bζ,k(û, û)| = |ei β bζ,k(û, û)| ≥ |Re( ei β bζ,k(û, û))| ≥ C2‖∇û‖L2(R−), où C2 = µ−1
0 |ζ|2 | cos(β)| > 0,
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(car Re(ei βζ2) = cos(β)Re(ζ2)− sin(β)Im(ζ2) = 0 et Im(ζ2) 6= 0 impliquent que cos(β) 6= 0).

• Traitons maintenant le cas Im(ζ2) = 0. Comme ζ ∈ C \ R, il vient ζ = i λ, λ ∈ R∗. Il
résulte alors que

1
µ(·, ζ) = µ−1

0 λ2

(λ2 + Ω2
m 1R+) et − ζ2 ε(·, ζ) = ε0(Ω2

e 1R+ + λ2).

On déduit finalement avec (7.13) que

|bζ,k(û, û)| ≥ C3 ‖û‖2
H1(R), où C3 = min(µ−1

0 λ2/(λ2 + Ω2
m), ε0λ

2) > 0.

Enfin, l’égalité (Ĉζ,k)∗ = Ĉζ,k découle immédiatement de la relation suivante sur les formes
bilinéaires :

bζ,k(u, v) = bζ,k(v, u), ∀u, v ∈ H1(R).

L’équation (7.10) se réécrit donc à l’aide du lemme 7.1.1 sous la forme :

ûE = ζ Ĉζ,k Ŝζ,k F̂ avec ûE ∈ H1(R). (7.17)

Définissons maintenant d’une part l’opérateur

V̂ζ,k : H1(R) −→ Ĥ

ûE 7−→
(
ûE,
−i rotk ûE
µ(·, ζ) ζ , i

R ûE
ζ

,
R rotk ûE
µ(·, ζ) ζ2

) (7.18)

qui est un prolongement de V̂λ,k, défini en (6.17) pour λ réel, à des valeurs de ζ complexes et
d’autre part l’opérateur T̂ζ,k : Ĥ −→ Ĥ où

T̂ζ,k :=



0 0 0 0

0 −µ0

µ(·, ζ) ζ 0 i µ0 Ω2
m Π

µ(·, ζ) ζ2

0 0 −1
ζ

0

0 −i µ0 Ω2
m R

µ(·, ζ) ζ2 0 −µ0

µ(·, ζ) ζ


. (7.19)

Il découle alors des équations (7.4), (7.5), (7.6) et (7.17) la relation :

Û = (T̂ζ,k + ζ V̂ζ,k Ĉζ,k Ŝζ,k) F̂ ,

et la proposition suivante :

Proposition 7.1.2 Soient ζ ∈ C \R et k ∈ R, la résolvante de Âk, opérateur borné de Ĥ dans
Ĥ, a pour expression :

R̂k(ζ) = T̂ζ,k + ζ V̂ζ,k Ĉζ,k Ŝζ,k,

où les opérateurs T̂ζ,k, V̂ζ,k, Ĉζ,k et Ŝζ,k sont respectivement définis en (7.19), (7.18), (7.12) et
(7.9).
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Remarque 7.1.3 Intéressons nous ici aux adjoints des opérateurs intervenant dans l’expression
de la résolvante R̂k(ζ). On montre facilement que

(T̂ζ,k Û , V̂ )Ĥ = (Û , T̂ζ,k V̂ )Ĥ, ∀Û , V̂ ∈ Ĥ

et que
〈Ŝζ,k Û , v̂E〉H−1(R), H1(R) = (Û , V̂ζ,k v̂E)Ĥ, ∀(Û , v̂E) ∈ Ĥ ×H1(R). (7.20)

Ainsi les adjoints des opérateurs T̂ζ,k et Ŝζ,k sont donnés par les relations :

T̂∗ζ,k = T̂ζ,k et Ŝ∗ζ,k = V̂ζ,k. (7.21)

L’opérateur Ĉζ,k satisfaisant d’après le lemme (7.1.1) : Ĉ∗ζ,k = Ĉζ,k, on retrouve alors avec (7.20)
et (7.21) la propriété classique R̂k(ζ)∗ = R̂k(ζ) sur la résolvante d’un opérateur auto-adjoint.

7.1.2 Fonction de Green de l’équation de Sturm-Liouville
Avant d’appliquer la formule de Stone, nous cherchons maintenant à trouver une forme plus

exploitable de la résolvante en explicitant l’opérateur Ĉζ,k dans la formule (7.1.1). Dans cette
optique, calculons la fonction de Green ĝζ,k associée à l’équation de Sturm-Liouville (7.11).
L’opérateur Ĉζ,k prendra ainsi la forme d’un opérateur à noyau 1 :

(Ĉζ,kf)(y) =
∫
R
ĝζ,k(x, y) f(x) dx.

La fonction de Green ĝζ,k est définie de la manière suivante : pour tout y ∈ R∗, ĝζ,k(·, y) est
l’unique solution dans H1(R) (cf. lemme 7.1.1) de

− ∂

∂x

(
1

µ(·, ζ)
∂ĝζ,k(·, y)

∂x

)
+ 1
µ(·, ζ)(k2 − ζ2 ε(·, ζ)µ(·, ζ))ĝζ,k(·, y) = δy (7.22)

où δy ∈ H−1(R) est la masse de Dirac placée en y. Nous nous contentons dans un premier temps
de résumer son expression dans la proposition suivante, que nous justifierons par la suite par
un petit calcul. L’énoncé de cette proposition fait intervenir les notations : Θζ,k(·), θζ,k(·), Bζ,k,
C+
ζ,k et C−ζ,k définies au chapitre précédent respectivement en (6.19), (6.22), (6.24), (6.27) et

(6.30) pour λ réel et qui sont ici étendues à des valeurs de ζ complexes. Pour plus de lisibilité,
nous les rappelons ici :

– La fonction Θζ,k(·) est exprimée par :

Θζ,k :=
Θ−ζ,k = k2 − ε0 µ0 ζ

2 sur R−,

Θ+
ζ,k = k2 − ε+(ζ)µ+(ζ) ζ2 sur R+,

où ε+(ζ) = ε0(1− Ω2
e/ζ

2) et µ+(ζ) = µ0(1− Ω2
m/ζ

2) ;

– θζ,k(·) =
√

Θζ,k(·) (la racine complexe ayant été définie en (6.23)). Ses valeurs de part et
d’autre de l’interface sont θ±ζ,k =

√
Θ±ζ,k ;

1. L’écriture sous forme intégrale étant valable pour des sources f dans L2(R), pour des seconds membres
moins réguliers dans H−1(R), il faudrait remplacer l’intégrale par un crochet de dualité : (Ĉζ,kf)(y) =〈
f, ĝζ,k(·, y)

〉
H−1(R),H1(R)

.
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– Les fonctions

Bζ,k(x) :=

 cζ,k(x)

sζ,k(x)

 =

 ch(θζ,k(x)x)
µ(x, ζ) sh(θζ,k(x)x)

θζ,k(x)


forment une base de solutions de l’équation différentielle (7.22) sans second membre. Cette
base est canonique, au sens où

cζ,k(0) = 1 et
(

1
µ(·, ζ)

dcζ,k
dx

)
(0) = 0,

sζ,k(0) = 0 et
(

1
µ(·, ζ)

dsζ,k
dx

)
(0) = 1;

– Les vecteurs C+
ζ,k et C−ζ,k sont donnés par :

C−ζ,k = (1, µ−1
0 θ−ζ,k)> et C+

ζ,k = (1, −µ+(ζ)−1 θ+
ζ,k)>. (7.23)

Proposition 7.1.4 Soient ζ ∈ C \ R et k ∈ R, La fonction de Green ĝζ,k de l’équation de
Sturm-Liouville (7.11) s’exprime sous la forme :

ĝζ,k(x, y) = Bζ,k(x)> Ĝζ,k(x, y)Bζ,k(y),

Ĝζ,k(x, y) étant une matrice carrée de taille 2 constante de part et d’autre de la diagonale x = y :

Ĝζ,k(x, y) :=
Ĝ−ζ,k = aζ,kC

−
ζ,k (C+

ζ,k)> si x ≤ y,

Ĝ+
ζ,k = aζ,k C

+
ζ,k (C−ζ,k)> si x ≥ y,

(7.24)

où aζ,k = (µ−1
0 θ−ζ,k + µ+(ζ)−1θ+

ζ,k)−1.

Afin de démontrer cette proposition, nous allons résoudre l’équation (7.22) en suivant la
démarche proposée dans [63]. D’après (7.22), pour tout y ∈ R∗, la fonction de Green ĝζ,k(·, y)
est solution de

∂2 ĝζ,k(·, y)
∂x2 + Θ±ζ,k ĝζ,k(·, y) = δy

séparément sur x > 0 et x < 0 et satisfait les conditions de transmissions :

[ĝζ,k(·, y)]x=0 = 0 et
[

1
µ(·, ζ)

∂ĝζ,k(·, y)
∂x

]
x=0

= 0.

On en déduit en particulier que de part et d’autre de la diagonale x = y, ĝζ,k(·, y) s’exprime
comme une combinaison linéaire des fonctions de base Bζ,k définies en (6.25). Ainsi,

ĝζ,k(x, y) =
(a−ζ,k,1(y), a−ζ,k,2(y))>Bζ,k(x) si x < y,

(a+
ζ,k,1(y), a+

ζ,k,2(y))>Bζ,k(x) si x > y,
(7.25)

où (a±ζ,k,1(y), a±ζ,k,2(y)) ∈ C2. ĝζ,k(·, y) ∈ H1(R), la combinaison linéaire (7.25) ne doit donc pas
être exponentiellement croissante lorsque |x| 7→ ∞. Pour obtenir le comportement de Bζ,k en
±∞, il est nécessaire de caractériser la position de Θ±λ,k dans le plan complexe pour obtenir des
informations sur la partie réelle de sa racine : Re(θζ,k). C’est l’objet du lemme suivant dont la
démonstration peut être sautée lors d’une première lecture.
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Lemme 7.1.5 Soit k ∈ R. On a {ζ ∈ C | Θ−ζ,k ∈ R−} ∪ {ζ ∈ C∗ | Θ+
ζ,k ∈ R−} ⊂ R. La

fonction θζ,k(·) =
√

Θζ,k(·) est alors analytique en ζ sur C \ R et vérifie (par définition de la
racine cf. (6.23)) Re(θζ,k(·)) > 0 sur cet ensemble.

Preuve. Soit ζ = x + i y ∈ C. Résolvons d’abord de manière algébrique les deux équations
Im(Θ±ζ,k) = 0 afin de déterminer les paramètres ζ pour lesquels Θ±ζ,k ∈ R.

• Il est facile de vérifier que
Im(Θ−ζ,k) = −2ε0 µ0x y. (7.26)

Ainsi,
Im(Θ−ζ,k) = 0⇐⇒ x = 0 ou y = 0.

Or pour x = 0 et y 6= 0, Re(Θ−ζ,k) = k2 + ε0 µ0 y
2 > 0, l’ensemble {ζ ∈ C | Θ−ζ,k ∈ R−} est donc

inclus dans R.

• Examinons maintenant l’équation Im(Θ+
ζ,k) = 0. Soit ζ 6= 0, par un petit calcul, on obtient :

Θ+
ζ,k = k2 −

ε0 µ0
(
ζ2 − Ω2

e)(|ζ|4 − Ω2
m ζ

2
)

|ζ|4
. (7.27)

En prenant la partie imaginaire de Θ+
ζ,k dans (7.27), il vient après factorisation :

Im(Θ+
ζ,k) = − 2ε0 µ0 x y

(x2 + y2)2

(
(x2 + y2)2 − Ω2

e Ω2
m

)
. (7.28)

Ainsi d’après (7.28),

Im(Θ+
ζ,k) = 0⇐⇒ x = 0 ou y = 0 ou (x2 + y2) = ΩeΩm.

Pour conclure, montrons que si x = 0 ou (x2 + y2) = ΩeΩm et y 6= 0, Θ+
ζ,k > 0.

• Si x = 0 et y 6= 0, il découle immédiatement de (7.27) que

Θ+
ζ,k = k2 + ε0 µ0 y

2
(

1 + Ω2
e

y2

) (
1 + Ω2

m

y2

)
> 0.

• Si (x2 + y2) = ΩeΩm et y 6= 0, en remplaçant |ζ|2 par Ω2
e Ω2

m dans (7.27), il s’ensuit que :

Θ+
ζ,k = k2 −

ε0 µ0
(
ζ2 − Ω2

e)(Ω2
e Ω2

m − Ω2
m ζ

2
)

Ω2
e Ω2

m

,

En simplifiant cette dernière équation par Ω2
m, on a finalement :

Θ+
ζ,k = k2 + ε0 µ0 (|ζ2 − Ω2

e|2)
Ω2
e

> 0

(car comme on a supposé y 6= 0, ζ n’est pas réel et est donc différent ±Ωe). L’analyticité en ζ
de θζ,k(·) est alors une conséquence immédiate du choix de la racine effectué en (6.23).
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En utilisant la stricte positivité de Re(θζ,k) sur C \ R, il est alors facile de montrer (à
l’instar de (6.26) et (6.29) au chapitre précédent) que la combinaison linéaire (7.25) n’est pas
exponentiellement croissante quand |x| 7→ ∞ si et seulement si :

ĝζ,k(x, y) =
a−ζ,k(y)Bζ,k(x)>C−ζ,k si x < y,

a+
ζ,k(y)Bζ,k(x)>C+

ζ,k si x > y,
(7.29)

où C±ζ,k sont définis en (7.23). La dernière étape du calcul consiste à déterminer les fonctions
a±ζ,k(·) en utilisant "la formule des sauts" en x = y. Cette dernière impose les conditions :

[ĝζ,k(x, y)]x=y = 0 et
[

1
µ(·, ζ)

∂ĝζ,k(x, y)
∂x

]
x=y

= −1. (7.30)

Lemme 7.1.6 Soient k ∈ R, ζ ∈ C \ R et y ∈ R∗,

a−ζ,k(y) = aζ,k (C+
ζ,k)>Bζ,k(y),

a+
ζ,k(y) = aζ,k (C−ζ,k)>Bζ,k(y),

où aζ,k = (µ−1
0 θ−ζ,k + µ+(ζ)−1θ+

ζ,k)−1.

Preuve. Les conditions de transmissions (7.30) sont équivalentes au système suivant

Mζ,k(y)

a−ζ,k(y)

a+
ζ,k(y)

 =

 0

−1

 (7.31)

où Mζ,k(y) :=


−Bζ,k(y)>C−ζ,k Bζ,k(y)>C+

ζ,k

−1
µ(y, ζ)

dBζ,k(y)
dy

>

C−ζ,k
1

µ(y, ζ)
dBζ,k(y)

dy

>

C+
ζ,k

 .

Explicitons le déterminant de ce système,

det(Mζ,k(y)) = µ(y, ζ)−1(C−ζ,k)>
(

dBζ,k(y)
dy Bζ,k(y)> −Bζ,k(y) dBζ,k(y)

dy

>)
C+
ζ,k. (7.32)

Par un petit calcul, on vérifie :

Bζ,k(y) dBζ,k(y)
dy

>

− dBζ,k(y)
dy Bζ,k(y)> = µ(y, ζ)

0 −1

1 0


Il vient alors avec (7.23) et (7.32) :

det(Mζ,k(y)) = (µ−1
0 θ−ζ,k + µ+(ζ)−1θ+

ζ,k).

Montrons maintenant que le système (7.31) est inversible en s’assurant que det(Mζ,k(y)) 6= 0.
On est donc amené à prouver que l’équation :

µ−1
0 θ−ζ,k = −µ+(ζ)−1θ+

ζ,k (7.33)
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n’admet pas de solution sur C \ R. Remarquons que (7.33) n’est en fait que le prolongement
à des ζ complexes de l’équation (6.37) définie au chapitre précédent et étudiée dans le lemme
6.5.1. A l’instar de la démonstration de ce lemme, en élevant (7.33) au carré, puis en multipliant
l’équation résultante par µ+(ζ)2 ζ4 6= 0, il découle que

Qk(ζ2) = 0, (7.34)

où le polynôme

Qk(X) = ε0 µ0 (Ω2
e − Ω2

m)X2 + Ω2
m

(
2k2 − ε0 µ0(Ω2

e − Ω2
m)
)
X − k2 Ω4

m

est défini en (6.40).
Supposons par l’absurde que ζ ∈ C \ R est solution de (7.33). Un tel ζ satisfait la relation

(7.34). Or le polynôme Qk ne possède que des racines réelles (cf. démonstration du lemme 6.5.1),
ζ2 est donc réel et ζ = i λ, λ ∈ R∗ est imaginaire pur. Il est alors aisé de constater qu’un tel
ζ n’est pas solution de (7.33). En effet, d’après le lemme 7.1.5, en prenant la partie réelle des
deux membres de l’équation (7.33), on observe que

µ−1
0 Re(θ−ζ,k) > 0 alors que − Re(µ+(ζ)−1θ+

ζ,k) = −µ−1
0 λ2

(λ2 + Ω2
m) Re(θ+

ζ,k) < 0.

det(Mζ,k(y)) étant non nul, les formules de Cramer nous permettent d’inverser le système (7.31) :

a−ζ,k(y) = det(Mζ,k(y))−1Bζ,k(y)>C+
ζ,k et a+

ζ,k(y) = det(Mζ,k(y))−1Bζ,k(y)>C−ζ,k.

Soit finalement en transposant ces deux dernières relations et en posant aζ,k = det(Mζ,k(y))−1,

a−ζ,k(y) = aζ,k (C+
ζ,k)>Bζ,k(y) et a+

ζ,k(y) = aζ,k (C−ζ,k)>Bζ,k(y).

Le lemme 7.1.6 permet alors de conclure en réécrivant la relation (7.29) de la manière suivante :

ĝζ,k(x, y) :=
aζ,k Bζ,k(x)>C−ζ,k (C+

ζ,k)>Bζ,k(y) si x ≤ y,

aζ,k Bζ,k(x)>C+
ζ,k (C−ζ,k)>Bζ,k(y) si x ≥ y.

7.1.3 Famille spectrale de l’opérateur Âk

Maintenant que nous avons une formulation explicite de la résolvante, nous allons pouvoir
utiliser la formule de Stone (cf. 7.109), que nous rappelons ici, pour calculer la famille spectrale
Êk(·). Soit I un intervalle borné de R, l’expression du projecteur spectral Êk(I) s’obtient par le
passage à la limite suivant :

(Êk(I) Û , V̂ )Ĥ = −1
2iπ lim

ε→0+
lim
δ→0+

∫
Cε,δ(I)

(
R̂k(ζ) Û , V̂

)
Ĥ

dζ, ∀Û , V̂ ∈ Ĥ. (7.35)

Notons ici que nous allons en fait nous restreindre à des intervalles bornés I inclus dans I0 =
R \ {−Ωm, 0,Ωm} puisque l’on sait déjà que 0 et ±Ωm sont des valeurs propres de multiplicité
infinie dont les sous-espaces propres ont été donnés au chapitre précédent (cf. 6.9 et 6.13). Pour
calculer la limite (7.35), nous allons suivre une démarche s’inspirant de [63, 82]. Celle-ci consiste
tout d’abord à réécrire sous forme intégrale l’opérateur résolvant.
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Expression intégrale de la résolvante

Le terme
(
Rk(ζ) Û , V̂

)
Ĥ
se réécrit à l’aide de la proposition (7.1.2) de la manière suivante :

(
R̂k(ζ) Û , V̂

)
Ĥ

=
(
T̂ζ,k Û , V̂

)
Ĥ

+ ζ
(
V̂ζ,k Ĉζ,k Ŝζ,k Û , V̂

)
Ĥ
. (7.36)

En utilisant le fait que V̂∗ζ,k = Ŝζ,k (cf. remarque 7.1.3 ), le second terme de (7.36) devient :(
V̂ζ,k Ĉζ,k Ŝζ,k Û , V̂

)
Ĥ

=
〈
Ĉζ,k Ŝζ,k Û , Ŝζ,k V̂

〉
H1(R), H−1(R)

. (7.37)

Par commodité, pour pouvoir exprimer cette dernière expression à l’aide d’intégrales, nous
allons choisir des Û et V̂ dans un espace de fonctions plus régulières Ŝ, dense dans Ĥ. Nous
effectuerons alors le passage à la limite dans la formule de Stone pour des Û et V̂ dans Ŝ.
L’opérateur Êk(I) étant borné, nous pourrons prolonger par densité l’expression obtenue à Û
et V̂ dans Ĥ. Décrivons ici brièvement les propriétés de cet espace :

– D’une part, afin d’interpréter le crochet de dualité dans la relation (7.37) comme un
produit scalaire, l’espace Ŝ doit vérifier Ŝζ,k(Ŝ) ⊂ L2(R). D’après (7.9), une fonction
Û = (ûE, ûH , ûP , ûM ) de Ŝ doit donc appartenir à l’espace L2(R)×Hrotk (R)×L2(R+)×
Hrotk (R+) et satisfaire les conditions de raccord ûHy(0) = 0 et ûMy(0) = 0 afin que les
termes rotk (ûH/µ(·, ζ)) et rotk (Π ûM/µ(·, ζ)) soient L2(R).

– D’autre part, nous supposerons que les fonctions de Ŝ sont à support compact, ce qui
apparaîtra naturellement au cours du calcul pour assurer la convergence de certaines
intégrales.

Pour des fonctions Û et V̂ ∈ Ŝ, le crochet de dualité dans (7.37) s’exprime alors à l’aide du
produit scalaire usuel de L2(R) :〈

Ĉζ,k Ŝζ,k Û , Ŝζ,k V̂
〉
H1(R), H−1(R)

=
(
Ĉζ,k Ŝζ,k Û , Ŝζ,k V̂

)
.

Ainsi en explicitant dans la relation (7.37) l’opérateur Ĉζ,k à l’aide de son noyau ĝζ,k donné par
la proposition ( 7.1.4), il vient :(

V̂ζ,k Ĉζ,k Ŝζ,k Û , V̂
)
Ĥ

=
∫
R2
Bζ,k(x)> Ĝζ,k(x, y)Bζ,k(y)(Ŝζ,k Û)(x)(Ŝζ,k V̂ )(y) dx dy.

Soit finalement avec (7.36) :(
R̂k(ζ) Û , V̂

)
Ĥ

=
(
T̂ζ,k Û , V̂

)
Ĥ

+ ζ
∫
R2
Bζ,k(x)> Ĝζ,k(x, y)Bζ,k(y)(Ŝζ,kÛ)(x)(Ŝζ,kV̂ )(y) dx dy,

(7.38)
pour toutes fonctions Û , V̂ ∈ Ŝ.

Régularité en ζ au voisinage de l’axe réel

Pour effectuer le passage à la limite ε 7→ 0+ et δ 7→ 0+ dans la formule de Stone (7.35), il
nous faut maintenant regarder le comportement en ζ au voisinage de l’axe réel des différents
termes intervenant dans l’expression de la résolvante (7.38).

Remarquons tout d’abord qu’à Û et V̂ fixés (cf. (7.19) et (7.9)), les applications : ζ 7→(
T̂ζ,k Û , V̂

)
Ĥ
, ζ 7→ Ŝζ,kÛ , et ζ 7→ Ŝζ,kV̂ sont méromorphes sur C et analytiques sur C \

{−Ωm, 0,Ωm}.
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Concernant les fonctions de base Bζ,k, elles sont analytiques sur C \ {0}. Une façon de
constater cette analyticité est de remarquer que le développement en série entière de cζ,k et sζ,k
ne fait intervenir que des puissances paires de θζ,k, Bζ,k a donc le même domaine d’analyticité
que Θζ,k = θ2

ζ,k.
Compte tenu de l’analyticité de ζ 7→

(
T̂ζ,k Û , V̂

)
Ĥ
au voisinage de I ⊂ I0 = R\{−Ωm, 0,Ωm}

et de la relation (7.38), la formule de Stone se réécrit alors de la manière suivante :

(Êk(I) Û , V̂ )Ĥ
= −1

2iπ lim
ε→0+

lim
δ→0+

∫
Cε,δ(I)

ζ
∫
R2
Bζ,k(x)> Ĝζ,k(x, y)Bζ,k(y)(Ŝζ,kÛ)(x)(Ŝζ,kV̂ )(y) dx dy dζ.

(7.39)

Cherchons maintenant à faire apparaître de façon plus explicite la partie non analytique de la
matrice Ĝζ,k(x, y) sur l’axe réel. Dans ce but, décomposons Ĝζ,k(x, y) en deux parties symétrique
et antisymétrique :

Ĝζ,k(x, y) = ĜSym
ζ,k + Ĝanti

ζ,k (x, y) où

ĜSym
ζ,k = 1

2(Ĝζ,k(x, y) + Ĝζ,k(y, x)) et ĜSym
ζ,k (x, y) = 1

2(Ĝζ,k(x, y)− Ĝζ,k(y, x)),

soit en utilisant la définition (7.24)

ĜSym
ζ,k = aζ,k

 1 (µ−1
0 θ−ζ,k − µ+(ζ)−1 θ+

ζ,k)/2

(µ−1
0 θ−ζ,k − µ+(ζ)−1 θ+

ζ,k)/2 −µ−1
0 θ−ζ,k µ

+(ζ)−1 θ+
ζ,k

 , (7.40)

Ĝanti
ζ,k (x, y) = ±

 0 1/2

−1/2 0

 (+ si x > y et − si x < y).

En constatant que Ĝanti
ζ,k (x, y) est analytique dans tout le plan complexe (et pour cause : elle ne

dépend pas de ζ), on en déduit que dans (7.39), on peut remplacer Ĝζ,k(x, y) par ĜSym
ζ,k . Comme

de plus ĜSym
ζ,k ne dépend pas de x et y, en appliquant le théorème de Fubini-Tonelli, on peut

séparer les intégrales en x et y. Il s’ensuit finalement que :

(Êk(I) Û , V̂ )Ĥ = −1
2iπ lim

ε→0+
lim
δ→0+

∫
Cε,δ(I)

(
Bζ,k

{
Ŝζ,kÛ

})>
ζ Ĝsym

ζ,k Bζ,k
{
Ŝζ,kV̂

}
dζ, (7.41)

où
Bζ,k

{
Ŝζ,kÛ

}
=
∫
R
Bζ,k(x)(Ŝζ,kÛ)(x) dx.

Remarque 7.1.7 Notons que pour appliquer le théorème de Fubini-Tonelli et donner un sens
aux intégrales : Bζ,k

{
Ŝζ,kÛ

}
et Bζ,k

{
Ŝζ,kV̂

}
, il est nécessaire que Û et V̂ soient à support

compact (hypothèse vérifiée dans l’espace Ŝ) car les fonctions cζ,k et sζ,k sont exponentiellement
croissantes à l’infini.



7.1. Théorie spectrale de l’opérateur réduit Âk 127

Les fonctions Bζ,k
{
Ŝζ,kÛ

}
et Bζ,k

{
Ŝζ,kV̂

}
étant analytiques au voisinage de l’axe réel, on

peut alors vérifier à l’aide du théorème de convergence dominée (cf.[44]) que l’on peut permuter
les limites en ε et δ et l’intégrale pour obtenir la proposition suivante 2.

Proposition 7.1.8 L’expression (7.41) de la famille spectrale peut être réécrite sous la forme

(Êk(I) Û , V̂ )Ĥ =
∫
R
1I(λ)Bλ,k

{
Ŝλ,kÛ

}
dMk(λ)Bλ,k

{
Ŝλ,kV̂

}
, (7.42)

où
Mk(I) = −1

2iπ lim
ε→0+

lim
δ→0+

∫
Cε,δ(I)

ζ Ĝsym
ζ,k dζ, ∀I borné ⊂ R \ {−Ωm, 0,Ωm}. (7.43)

Calcul de la matrice spectrale Mk(I)

Pour déterminer la mesure matricielle dMk(λ), il nous reste à évaluer la limite (7.43). La
fonction Ĝsym

ζ,k étant paire en k, cette limite ne dépend pas du signe de k. Nous supposerons
donc désormais que k est positif. Au vu de l’expression de Ĝsym

ζ,k (cf. (7.40)), cette limite est
entièrement caractérisée par le comportement de θ±ζ,k et aζ,k = (µ−1

0 θ−ζ,k + µ+(ζ)−1θ+
ζ,k)−1 au

voisinage de l’axe réel. θ±ζ,k étant définie comme la racine du terme Θ±ζ,k (qui est analytique en ζ
sur C∗), les limites de θ±ζ,k quand ζ → λ± i0 sont entièrement décrites par le signe du réel Θ±λ,k
et par celui de Im(Θ±ζ,k). En effet, quand Θ±λ,k est négatif, la fonction θ±ζ,k possède alors un saut
en λ (dû à la coupure de la racine) et ses limites unilatérales en λ± i0 sont données par le signe
de Im(Θζ,k) au voisinage de l’axe réel. Remarquons ici que les signes de Θ±λ,k ont été énoncés
dans le lemme 6.4.1. Quant aux signes de Im(Θ±ζ,k), on les déduit aisément des formules (7.26)
et (7.28) : le signe de Im(Θ−λ,k) change à la traversée des axes des abscisses et des ordonnées
alors que celui de Im(Θ+

λ,k) est déterminé par la position de ζ par rapport à ces deux axes et
au cercle de centre (0, 0) et de rayon

√
Ωe Ωm. Ces informations sont ici résumées par les figures

7.1 et 7.2.
Notons que dans la figure 7.2 pour placer le cercle de centre (0, 0) et de rayon

√
Ωe Ωm par

rapport au coupures spectrales λ1(k) et λ2(k) du matériau de Drude, nous avons utilisé les
inégalités suivantes :

λ1(k) ≤ λ1(0) = min(Ωe,Ωm) ≤
√

Ωe Ωm ≤ λ2(0) = max(Ωe,Ωm) ≤ λ2(k),

à prendre au sens strict pour k 6= 0 ou Ωe 6= Ωm. Celles-ci sont une conséquence immédiate de
la monotonie des coupures spectrales λ1 et λ2 décrite dans le lemme 6.4.1.

Pour déterminer le comportement de Ĝsym
ζ,k au voisinage de l’axe réel, superposons les sché-

mas 7.1 et 7.2. Ceci nous invite à encore utiliser les zones spectrales A, B, C, D et E, définies
au chapitre précédent par :

– A =
{

(k, λ) ∈ R+ × R+ | λ > λ2(k)
}
,

– B =
{

(k, λ) ∈ [0, kc[×R+ | k
√
ε0 µ0

< λ < λ1(k)
}
,

2. Au voisinage des points ±λp(k) (définis par le lemme 6.5.1), nous verrons que la matrice ζ Ĝsymζ,k est
méromorphe car elle possède un pôle simple en ±λp(k) où le coefficient aζ,k devient singulier. Notons alors que
dans ce cas particulier, il est préférable de justifier la proposition 7.1.8 par une simple application du théorème des
résidus plutôt qu’avec le théorème de convergence dominée (car la limite lim

ε→0+
lim
δ→0+

ζ Ĝsymζ,k n’est pas intégrable
au voisinage de ±λp(k)).
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– C =
{

(k, λ) ∈ R+ × (R+ \ {Ωm}) | max
(
λ1(k), k

√
ε0 µ0

)
< λ < λ2(k)

}
,

– D =
{

(k, λ) ∈ R+ × R+ | 0 < λ < min
(
λ1(k), k

√
ε0 µ0

)}
,

– E =
{

(k, λ) ∈]kc,∞[×(R+ \ {Ωm}) | λ1(k) < λ <
k

√
ε0 µ0

}
,

( où kc = √ε0µ0 Ωe Ωm/
√

Ω2
e + Ω2

m désigne le point d’intersection de la courbe λ1 et de la droite
k 7→ k/

√
ε0 µ0, cf. lemme (6.4.1)). Pour la visualisation de ces zones, nous renvoyons le lecteur

aux figures 6.3, 6.5 et 6.4.

+ −

+−

λ = Re(ζ)

Im(ζ)

k
√
ε0 µ0

−k
√
ε0 µ0

+
−

Θ−λ,k > 0

Θ−λ,k < 0

Im(Θ−ζ,k) > 0

Im(Θ−ζ,k) < 0

Figure 7.1 – Comportement à k fixé du paramètre Θ−ζ,k au voisinage de l’axe réel

+ −

+−

− +

−+
λ = Re(ζ)

Im(ζ)

+
−

Θ+
λ,k > 0

Θ+
λ,k < 0

Im(Θ+
ζ,k) > 0

Im(Θ+
ζ,k) < 0

λ1(k) λ2(k)−λ1(k)−λ2(k)

√
Ωe Ωm

Figure 7.2 – Comportement à k fixé du paramètre Θ+
ζ,k au voisinage de l’axe réel

En utilisant un tel découpage sur les variables (k, |λ|), nous montrerons que la fonction Ĝsym
ζ,k

possède en λ soit une discontinuité découlant des limites unilatérales des fonctions θ±ζ,k de part
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et d’autre de l’axe réel (zones A, B, C et D), soit un comportement polaire dû à une singularité
du coefficient aζ,k (zone E). Pour des raisons didactiques, nous ne suivons encore pas l’ordre
alphabétique pour énumérer les différents cas.

Cas où (k, |λ|) ∈ C

Dans cette partie du plan, (k, λ) vérifie max
(
λ1(k), k/√ε0 µ0

)
< |λ| < λ2(k). Il est alors aisé

de constater à l’aide des schémas 7.1 et 7.2 que :

θ−ζ,k −→
ζ→λ±i0

∓i sgn(λ)
∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ et θ+

ζ,k −→
ζ→λ±i0

θ+
λ,k avec θ+

λ,k > 0,

où la fonction signe sgn(λ) a pour valeur 1 si λ > 0 et −1 si λ < 0. Ainsi, seule la fonction θ−ζ,k
est discontinue. Le coefficient aζ,k admet donc une limite de part et d’autre de l’axe réel donnée
par

aζ,k −→
ζ→λ±i0

(
∓i sgn(λ)µ−1

0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣+ µ+(λ)−1 θ+
λ,k

)−1
.

Dans cette zone, la mesure spectrale dMk(λ) va donc être déterminée par le saut

[Ĝsym
ζ,k ]λ = Ĝsym

λ+i0, k − Ĝsym
λ−i0, k

de la fonction Ĝsym
ζ,k à la traversée de l’axe réel. Un petit calcul permet alors d’exprimer le saut

de Ĝsym
ζ,k sous la forme :

[Ĝsym
ζ,k ]λ = 2 i π sgn(λ) c+

λ,kC
+
λ,k(C+

λ,k)> (7.44)
où

c+
λ,k =

π−1 µ−1
0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣(
µ−1

0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣)2
+
(
µ+(λ)−1 θ+

λ,k

)2 . (7.45)

Cas où (k, |λ|) ∈ D

Ici, λ vérifie 0 < λ < min
(
λ1(k), k/√ε0 µ0

)
. On se trouve donc dans une situation similaire à

la zone C, seule une des fonctions θζ,k est discontinue, c’est ici θ+
ζ,k. On en déduit que :

θ−ζ,k −→
ζ→λ±i0

θ−λ,k avec θ−λ,k > 0 et θ+
ζ,k −→

ζ→λ±i0
±i sgn(λ)

∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣ ,
et

aζ,k −→
ζ→λ±i0

(
µ−1

0 θ−λ,k ± i sgn(λ)µ+(λ)−1
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣)−1
.

En se souvenant que µ+(λ) < 0 dans la zone D où le matériau de Drude se comporte comme
un N.I.M. (métamatériau à indice de réfraction négative), on tire alors de ces limites le saut de
Ĝsym
ζ,k qui prend ici la forme suivante 3 :

[Ĝsym
ζ,k ]λ = 2 i π sgn(λ) c−λ,kC−λ,k(C−λ,k)> (7.46)

avec

c−λ,k =
π−1 |µ+(λ)|−1

∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣(
µ−1

0 θ−λ,k
)2

+
(
µ+(λ)−1

∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣)2 . (7.47)

3. Notons que dans les zones C etD, les vecteursC+
λ,k etC

−
λ,k sont réels. Nous les conjuguons pour uniformiser

l’écriture du saut [Ĝsymζ,k ]λ entre les différentes zones.
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Cas où (k, |λ|) ∈ A

Rappelons que dans cette zone |λ| > λ2(k). Il en découle que

θ±ζ,k −→
ζ→λ±i0

∓i sgn(λ)
∣∣∣θ±λ,k∣∣∣ ,

et
aζ,k −→

ζ→λ±i0
∓i sgn(λ)

(
µ−1

0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣+ µ+(λ)−1
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣)−1
.

Le calcul du saut de [Ĝsym
ζ,k ]λ ne soulève alors aucune difficulté, on trouve :

[Ĝsym
ζ,k ]λ = 2 i sgn(λ)(

µ−1
0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣+ µ+(λ)−1
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣)
1 0

0 µ−1
0 µ+(λ)−1

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ ∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣
 .

Pour uniformiser l’expression du saut avec les zones C et D, cette dernière expression peut être
réécrite sous la forme 4

[Ĝsym
ζ,k ]λ = 2 i π sgn(λ)

(
c+
λ,kC

+
λ,k(C+

λ,k)> + c−λ,kC
−
λ,k(C−λ,k)>

)
où

c−λ,k =
π−1 |µ+(λ)|−1

∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣(
µ−1

0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣+ |µ+(λ)|−1
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣)2 et c+
λ,k =

π−1µ−1
0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣(
µ−1

0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣+ |µ+(λ)|−1
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣)2 . (7.48)

Cas où (k, |λ|) ∈ B

Ici, k/√ε0 µ0 < |λ| < λ1(k), il vient alors que

θ−ζ,k −→
ζ→λ±i0

∓i sgn(λ)
∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ et θ+

ζ,k −→
ζ→λ±i0

±i sgn(λ)
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣ .
Il en résulte que

aζ,k −→
ζ→λ±i0

∓i sgn(λ)
(
µ−1

0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣− µ+(λ)−1
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣)−1
.

Notons que cette limite existe car µ−1
0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ − µ+(λ)−1
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣ > 0 dans la mesure où µ+(λ) < 0
dans cette zone où le matériau de Drude se comporte comme un NIM. La fonction Ĝsym

ζ,k est ici
discontinue, son saut à travers l’axe réel est donné par la même formule que dans la zone A :

[Ĝsym
ζ,k ]λ = 2 i sgn(λ)(

µ−1
0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣+ |µ+(λ)|−1
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣)
1 0

0 µ−1
0

∣∣∣µ+(λ)
∣∣∣−1 ∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ ∣∣∣θ+

λ,k

∣∣∣
 .

Ici, on peut reformuler cette dernière relation sous la forme :

[Ĝsym
ζ,k ]λ = 2 i π sgn(λ)

(
c+
λ,kC

+
λ,k(C+

λ,k)> + c−λ,kC
−
λ,k(C−λ,k)>

)
où c−λ,k et c+

λ,k sont les constantes décrites par la formule (7.48).

4. Rappelons (cf. 6.23) que la racine d’un réel x négatif est égale à −i |x|
1
2 . Ainsi, dans les zones A et B,

nous avons θ±λ,k = −i
∣∣∣θ±λ,k∣∣∣.
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Remarque 7.1.9 Que devient l’expression du saut [Ĝsym
ζ,k ]λ, défini par les formules (7.1.3),

(7.1.3), (7.44) et (7.46), lorsque (k, |λ|) appartient à la frontière d’une des zones A, B, C ou
D (c’est-à-dire aux coupures spectrales) où les paramètres θ±λ,k s’annulent. Notons tout d’abord
qu’à la traversée d’une seule coupure spectrale, donc lorsqu’un seul des paramètres θ±λ,k s’annule,
il est facile de vérifier que le saut [Ĝsym

ζ,k ]λ n’est pas singulier et qu’il est même continu d’une
zone à l’autre. Constatons ensuite que la seule singularité de [Ĝsym

ζ,k ]λ apparaît en k = kc et
|λ| = λc = kc/(

√
ε0 µ0) (intersection des coupures spectrales λ1 et k 7→ k/

√
ε0 µ0) lorsque les

fonctions θ±λ,k sont simultanément nulles. On se trouve (cf. figure (6.2)) à la jonction des zones
spectrales C et D (ou de leur symétrique par rapport à l’axe des abscisses pour λ = −λc). Un
petit calcul montre alors que les singularités des sauts (7.44) et (7.46) en ces points sont en(√
|λ− λc|

)−1
et restent donc intégrables.

Cas où (k, |λ|) ∈ E

Dans cette zone, λ satisfait l’inégalité suivante λ1(k) < |λ| < k/
√
ε0 µ0. Les fonctions θζ,k

sont alors toutes deux continues (et même analytiques) au voisinage de λ :
θ−ζ,k −→

ζ→λ±i0
θ−λ,k et θ+

ζ,k −→
ζ→λ±i0

θ+
λ,k avec θ±λ,k > 0.

A la différence des autres zones, c’est ici le coefficient aζ,k qui va caractériser la mesure spectrale
dMλ(k). En effet, aζ,k possède deux singularités polaires en ζ = ±λp(k), valeurs de λ pour
lesquelles (k, λ) vérifie la relation de dispersion (6.37) (cf. lemme 6.5.1) 5 :

µ−1
0 θ−λ,k = −µ+(λ)−1 θ+

λ,k.

A k fixé, Ĝsym
ζ,k possède ainsi deux pôles 6 isolés en λ = ±λp(k).

Lorsque I ne rencontre pas les pôles : ±λp(k), Ĝsym
ζ,k est analytique sur un voisinage de I

(car les fonctions θ±ζ,k et aζ,k sont analytiques), ainsi le passage à la limite dans la formule (7.43)
donne Mk(I) = 0. Il nous suffit donc de calculer la mesure Mk sur les singletons {±λp(k)}.
Les points ±λp(k) étant isolés, on vérifie alors facilement que le contour Cε,δ({±λp(k)}) dans
la relation (7.43) peut être refermé en traversant l’axe réel, car la fonction y est analytique. Le
théorème des résidus nous permet alors d’exprimer Mk({±λp(k)}) :

Mk({±λp(k)}) = Res(−ζ Ĝsym
ζ,k ,±λp(k)). (7.49)

où la notation Res(−ζ Ĝsym
ζ,k ,±λp(k))) désigne les résidus de −ζ Ĝsym

ζ,k en ±λp(k).
Calculons maintenant les quantités Res(−ζ Ĝsym

ζ,k ,±λp(k)). Il est tout d’abord aisé de consta-
ter à l’aide de la relation (6.37) satisfaite par les couples (k,±λp(k)) que : 1 (µ−1

0 θ−ζ,k − µ+(ζ)−1 θ+
ζ,k)/2

(µ−1
0 θ−ζ,k − µ+(ζ)−1 θ+

ζ,k)/2 −µ−1
0 θ−ζ,k µ

+(ζ)−1 θ+
ζ,k

 −→
ζ→±λp(k)

C−λp(k),k(C
−
λp(k),k)>

(où ici d’après (6.37) C−λp(k),k = C+
λp(k),k ). Avec (7.49), il vient alors :

Mk({±λp(k)}) = Res(−ζ aζ,k,±λp(k))C−λp(k),k(C
−
λp(k),k)>. (7.50)

Le calcul de Res(−ζ Ĝsym
ζ,k ,±λp(k)) se résume donc avec (7.50) à celui de Res(−ζaζ,k,±λp(k))

que nous allons expliciter dans la démonstration du lemme suivant.
5. En raison de la parité en λ de la relation de dispersion (6.37), nous avions restreint son étude dans le

lemme 6.5.1 à λ positif. Pour (k, |λ|) ∈ E, cette relation a deux couples de solutions : (k,±λp(k)).
6. Les points ±λp(k) étant des singularités isolées de la résolvante d’un opérateur auto-adjoint, la théorie

spectrale nous renseigne sur leur nature. Il ne peut s’agir que de pôles simples de la résolvante Rk(ζ).
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Lemme 7.1.10 Les résidus Res(−ζ aζ,k,±λp(k)) sont donnés par :

Res(−ζaζ,k,±λp(k)) =
λp(k)4 |µ+(λp(k))| θ+

λp(k),k

Ω2
m

√
4 k4 + (ε0 µ0)2(Ω2

e − Ω2
m)2

.

Preuve. Pour calculer Res(−ζ aζ,k,±λp(k)), réécrivons l’expression ζ aζ,k sous la forme :

ζ aζ,k = ζ
µ+(λ)−1 θ+

λ,k − µ−1
0 θ−ζ,k

(µ+(λ)−1 θ+
λ,k)2 − (µ−1

0 θ−ζ,k)2 . (7.51)

En multipliant le numérateur et le dénominateur de la fraction (7.51) par µ+(ζ)2 ζ4, il vient

ζ aζ,k = ζ5 µ+(ζ)2

Qk(ζ2)
(
µ+(λ)−1 θ+

λ,k − µ−1
0 θ−ζ,k

)
(7.52)

où le polynôme Qk(X) = ε0 µ0 (Ω2
e − Ω2

m)X2 + Ω2
m (2k2 − ε0 µ0(Ω2

e − Ω2
m))X − k2 Ω4

m , a été
défini en (6.40). Le réel λ2

p(k) est une des racines de ce polynôme (cf. preuve du lemme 6.5.1).
Nous allons donc factoriser Qk afin de faire apparaître de façon explicite le comportement
polaire de aζ,k en ±λp(k). Le degré de Qk dépendant des paramètres Ωe et Ωm, il nous faut
maintenant distinguer les cas Ωe 6= Ωm et Ωe = Ωm.

• Si Ωe 6= Ωm, le polynôme Qk est de degré 2. En notant λ̃2
p(k) sa seconde racine complexe,

il se factorise de la manière suivante :

Qk(ζ2) = ε0 µ0 (Ω2
e − Ω2

m)(ζ2 − λ2
p(k)) (ζ2 − λ̃2

p(k)).

En utilisant alors l’équation (7.52), la factorisation de Qk, la relation de dispersion (6.37) satis-
faite par λ = ±λp(k) et le fait que µ+(λp(k)) < 0, il vient après simplification :

Res(−ζ aζ,k,±λp(k)) =
λp(k)4 |µ+(λp(k))| θ+

λp(k),k

ε0 µ0 (Ω2
e − Ω2

m)(λ2
p(k)− λ̃2

p(k))
.

Il est alors aisé de constater en distinguant les cas Ωe < Ωm et Ωm < Ωe (cf. démonstration
du lemme 6.5.1 ) que le coefficient ε0 µ0 (Ω2

e −Ω2
m)(λ2

p(k)− λ̃2
p(k)) (où les deux racines λ2

p(k) et
λ̃2
p(k) de Qk sont données par (6.41)) est égal à Ω2

m

√
4 k4 + (ε0 µ0)2(Ω2

e − Ω2
m)2.

• Si Ωe = Ωm, le polynôme Qk n’est plus que de degré 1 et il admet la factorisation suivante :

Qk(ζ2) = 2k2 Ω2
m(ζ − λp(k)) (ζ + λp(k)).

L’équation (7.52), la factorisation de Qk et la relation de dispersion (6.37) conduisent alors à

Res(−ζ aζ,k,±λp(k)) =
λp(k)4 |µ+(λp(k))| θ+

λp(k),k

2k2 Ω2
m

.

En se rappelant que C−λp(k),k est à coefficients réels, on obtient donc finalement avec (7.50)
l’égalité suivante :

Mk({±λp(k)}) = c−λp(k),kC
−
λp(k),k(C

−
λp(k),k)> (7.53)

où
c−λp(k),k = Res(−ζ aζ,k,±λp(k)) est donné par le lemme 7.1.10 . (7.54)
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Remarque 7.1.11 L’expression (7.53) prend une forme particulièrement simple lorsque Ωe =
Ωm dans la mesure où λp(k) = Ωm/

√
2. En effet, la perméabilité du matériau de Drude vérifie

alors µ+(λp(k)) = −µ0 (cf. (5.4)) et l’on a par conséquent θ−λp(k),k = θ+
λp(k),k (cf. (6.37)). Il vient

ainsi que :

Mk({±λp(k)}) = c−Ωm/
√

2,kC
−
Ωm/

√
2, k(C

−
Ωm/

√
2, k)

> où c−Ωm/
√

2,k =
µ0 Ω2

m θ
−
Ωm/

√
2, k

8 k2 .

En constatant que les sauts [Ĝsym
ζ,k ]λ sont des fonctions intégrables sur les intervalles considé-

rés (cf. remarque 7.1.9), les passages à la limite ε 7→ 0+ et δ 7→ 0+ dans (7.43), nous conduisent
immédiatement aux limites suivantes 7

– Si |k| ≤ kc,
Mk(I) = 1

2 iπ

∫
I
λ [Ĝsym

ζ,k ]λ dλ,

– Si |k| > kc,

Mk(I) = 1
2 iπ

∫
I
λ [Ĝsym

ζ,k ]λ dλ+ Mk({λp(k)}) δλp(k) + Mk({−λp(k)}) δ−λp(k),

où nous avons prolongé par parité les résultats obtenus pour k positif à k négatif 8. En résumé,
nous obtenons la

Proposition 7.1.12 La mesure spectrale matricielle dMk(λ) qui caractérise les projecteurs
spectraux Êk(I) pour tout intervalle borné I ⊂ I0 est donnée par :

– Si |k| ≤ kc,
dMk(λ) = λ

2i π [Ĝsym
ζ,k ]λ dλ,

– Si |k| > kc,

dMk(λ) = λ

2i π [Ĝsym
ζ,k ]λ dλ+ Mk({λp(k)}) δλp(k) + Mk({−λp(k)}) δ−λp(k).

Dans ces formules, la matrice auto-adjointe positive λ[Ĝsym
ζ,k ]λ a pour expression :

λ[Ĝsym
ζ,k ]λ = |λ|

c+
λ,kC

+
λ,k(C+

λ,k)> + c−λ,kC
−
λ,k(C−λ,k)>, pour (|k| , |λ|) ∈ A,

c+
λ,kC

+
λ,k(C+

λ,k)> + c−λ,kC
−
λ,k(C−λ,k)>, pour (|k| , |λ|) ∈ B,

c+
λ,kC

+
λ,k(C+

λ,k)>, pour (|k| , |λ|) ∈ C,

c−λ,kC
−
λ,k(C−λ,k)>, pour (|k| , |λ|) ∈ D.

7. Un cas particulier est le cas limite k = ±kc et I = {±λc}. En effet, nous n’avons pas étudié le comportement
de Ĝsymk,ζ au voisinage des points ±λc. Nous n’avons donc pas prouvé par le calcul que M±kc({±λc}) = 0.
Cependant, nous disposions déjà de cette information. En effet, nous savons (cf. chapitre précédent) que ±λc n’est
pas une valeur propre de Â±kc , ainsi les projecteurs spectraux Ê±kc({±λc}) sont nuls et donc M±kc({±λc}) = 0
(d’après la formule (7.42)).

8. A ce titre, la courbe de dispersion λp est prolongée par parité sur ]−∞,−kc[. Par la suite, nous supposerons
également que les coupures spectrales λ1 et λ2 ont été prolongées par parité à tout k ∈ R.
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où les coefficients c+
λ,k et c−λ,k sont respectivement décrits par la formule (7.48) sur les ensembles

A et B et par (7.45) et (7.47) sur C et D.
Quant aux matrices auto-adjointes positives Mk({±λp(k)}), elles s’écrivent de la manière sui-
vante :

Mk({±λp(k)}) = c−λp(k),kC
−
λp(k),k(C

−
λp(k),k)>,

où c−λp(k),k est donné par la formule (7.54).

Forme diagonale des projecteurs spectraux

Nous cherchons maintenant à l’aide des deux propositions 7.1.8 et 7.1.12 à exprimer notre
famille spectrale sous la forme diagonale suivante :

(Êk(I) Û , V̂ )Ĥ =
∫
R
1I(λ)

∑
j∈Jλ,k

〈
Û , ŵλ,k,j

〉
Ĥ

〈
V̂ , ŵλ,k,j

〉
Ĥ

dmk(λ), (7.55)

où l’ intervalle I est inclus dans I0 = R\{−Ωm, 0,Ωm} et les fonctions ŵλ,k,j sont, à un coefficient
de normalisation près, les vecteurs propres et vecteurs propres généralisés introduits au chapitre
précédent pour construire notre famille modale. Sur les intervalles I ⊂ I0, la mesure spectrale
de l’opérateur de Âk sera alors donnée par

d
(
Êk,λÛ , V̂

)
Ĥ

=
∑
j∈Jλ,k

〈
Û , ŵλ,k,j

〉
Ĥ

〈
V̂ , ŵλ,k,j

〉
Ĥ

dmk(λ). (7.56)

Commentons l’expression (7.55). L’ensemble Jλ,k ⊂ {−1, 1} (cette inclusion peut être
stricte), son cardinal représente la multiplicité de λ en tant qu’élément du spectre de Âk. Quant
à la notation 〈·, ·〉Ĥ, elle désigne un crochet de dualité. L’utilisation de ce crochet est motivée
par le fait que les vecteurs propres généralisés sont bornés mais ne sont pas d’énergie finie. Ils
appartiennent à un espace Ĥ↑ contenant Ĥ , construit à l’aide d’espaces "L2 à poids polyno-
miaux" :

Ĥ↑ = L2
−s(R)×L2

−s(R)× L2
−s(R+)×L2

−s(R+), avec s > 1
2 ,

où les espaces L2
s(O) et L2

s(O) sont définis de la manière suivante pour s ∈ R et pour O = R+
où R :

L2
s(O) =

{
û | (1 + x2) s2 û ∈ L2

s(O)
}

et L2
s(O) =

{
û | (1 + x2) s2 û ∈ L2

s(O)
}
.

Le choix de s est ici justifié par le fait que les fonctions bornées appartiennent à l’espace Ĥ↑
pour des s > 1/2.
Les fonctions de Ĥ↑ sont alors testées contre les éléments de son dual :

Ĥ↓ = L2
s(R)×L2

s(R)× L2
s(R+)×L2

s(R+),

sous-espace dense dans Ĥ. Le crochet de dualité 〈·, ·〉Ĥ entre Ĥ↓ et Ĥ↑ est alors une extension
du produit scalaire (·, ·)Ĥ au sens où :〈

Û , V̂
〉
Ĥ

= (Û , V̂ )Ĥ, ∀ Û ∈ Ĥ↓ et V̂ ∈ Ĥ.

Notons alors que les formules (7.55) et (7.56) ne sont valables que pour des fonctions Û et
V̂ ∈ Ĥ↓.
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Expression des vecteurs propres et vecteurs propres généralisés

Nous allons ici construire une famille modale de vecteurs propres et vecteurs propres géné-
ralisés ŵλ,k,j dans laquelle l’expression des projecteurs spectraux Êk(I) (pour I inclus dans I0)
prend la forme diagonale (7.55).

A cette fin déterminons tout d’abord la mesure mk dans l’équation (7.55) de manière à ce
que son support coïncide avec celui de la mesure matricielle Mk. D’après la proposition 7.1.12,
il nous suffit en fait de choisir :

– Si |k| ≤ kc,
dmk(λ) = dλ,

– Si |k| > kc,
dmk(λ) = 1R\{λ, | |λ|∈]λ1(k), |k|/√ε0µ0[} dλ+ δλp(k) + δ−λp(k).

Notons alors que compte tenu de la proposition 7.1.12, la relation (7.42) prend la forme
suivante

(Êk(I) Û , V̂ )Ĥ =
∫
R
1I(λ)

∑
j∈Jλ,k

(∫
R
ûλ, k, j(Ŝζ,kÛ)(x) dx

)> (∫
R
ûλ, k, j(Ŝλ,kV̂ )(y) dy

)
dmk(λ),

(7.57)
pour tout Û et V̂ ∈ Ŝ. Les fonctions ûλ, k, j sont ici définies à un coefficient complexe de module
1 près que nous notons oλ,k,j. Précisons leur expression, ainsi que celle de l’ensemble Jλ,k dans
chaque zone spectrale :

– Dans A, Jλ,k = {−1, 1} et

ûλ, k, 1 = oλ,k,1 (|λ| c+
λ,k)

1
2 (C+

λ,k)>Bλ,k et ûλ, k,−1 = oλ,k,−1 (|λ| c−λ,k)
1
2 (C−λ,k)>Bλ,k,

– Dans B, Jλ,k = {−1, 1} et

ûλ, k, 1 = oλ,k,1 (|λ| c+
λ,k)

1
2 (C+

λ,k)>Bλ,k et ûλ, k,−1 = oλ,k,−1 (|λ| c−λ,k)
1
2 (C−λ,k)>Bλ,k,

– Dans C, Jλ,k = {1} et

ûλ, k, 1 = oλ,k,1 (|λ| c+
λ,k)

1
2 (C+

λ,k)>Bλ,k,

– Dans D, Jλ,k = {−1} et

ûλ, k,−1 = oλ,k,−1 (|λ| c−λ,k)
1
2 (C−λ,k)>Bλ,k,

Enfin dans la zone E, Jλ,k = {1} et

û±λp(k), k, 1 = o±λp(k),k,1(c−λp(k),k)
1
2 (C−λp(k),k)>Bλp(k),k,

où les constantes c+
λ,k et c−λ,k sont respectivement données par la formule (7.48) sur les ensembles

A et B, par (7.45) et (7.47) sur C et D et par (7.54) dans E.
En vue d’obtenir des propriétés de continuités des fonctions ûλ, k, j à la traversée des coupures

spectrales (cf. remarque 7.1.13), choisissons les coefficients de module un oλ,k,j de la manière
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suivante :

oλ,k,j =

1, pour (|k| , |λ|) ∈ A ∪B ∪ E et j ∈ Jλ,k,

((
µ−1

0

∣∣∣θ−1
λ,k

∣∣∣)2
+
(
µ+(λ)−1 θ+

λ,k

)2
) 1

2

i |µ+(λ)|−1 θ+
λ,k + µ−1

0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ , pour (|k| , |λ|) ∈ C et j = 1

((
µ−1

0 θ−1
λ,k

)2
+
(
µ+(λ)−1

∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣)2
) 1

2

iµ−1
0 θ−λ,k + |µ+(λ)|−1

∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣ , pour (|k| , |λ|) ∈ D et j = −1.

Les fonctions ûλ, k, j s’expriment alors de la manière suivante :

ûλ, k, 1 = c̃+
λ,k (C+

λ,k)>Bλ,k pour (|k| , |λ|) ∈ A ∪B ∪ C, (7.58)

ûλ, k,−1 = c̃−λ,k
(C−λ,k)>Bλ,k pour (|k| , |λ|) ∈ A ∪D,

(C−λ,k)>Bλ,k pour (|k| , |λ|) ∈ B,
(7.59)

et
û±λp(k), k, 1 = c̃−λp(k),k (C−λp(k),k)>Bλp(k),k pour |k| > kc, (7.60)

où les constantes c̃+
λ,k, c̃−λ,k et c̃−λp(k),k sont respectivement données par

c̃+
λ,k =

(π−1 |λ|µ−1
0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣) 1
2

i
(
µ−1

0 θ−λ,k + |µ+(λ)|−1 θ+
λ,k

) , c̃−λ,k =
(π−1 |λ| |µ+(λ)|−1

∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣) 1
2

i
(
µ−1

0 θ−λ,k + |µ+(λ)|−1 θ+
λ,k

) et c̃−λp(k),k = (cλp(k),k
−) 1

2 ,

(7.61)
(c−λp(k),k étant définie par (7.54)).

Nous pouvons maintenant conclure ce calcul en donnant l’expression des vecteurs propres
et vecteurs propres généralisés ŵλ,k,j . En effet, on montre par intégration par parties que pour
tout Û ∈ Ŝ : ∫

R
ûλ, k, j(Ŝλ,kÛ)(x) dx =

〈
Û ,Vλ,k ûλ, k, j

〉
Ĥ
.

où l’application Vλ,k a été définie au chapitre précédent en (6.17) par

Vλ,k ûλ, k, j =
(
ûλ, k, j,

−i rotk ûλ, k, j
µ(·, λ)λ , i

R ûλ, k, j
λ

,
R rotk ûλ, k, j
µ(·, λ)λ2

)
.

Ainsi, en posant dans les zones spectrales A, B, C, D,

ŵλ,k,j = Vλ,k ûλ, k, j, ∀j ∈ Jλ,k (7.62)

et
ŵ±λp(k),k,1 = V±λp(k),k û±λp(k), k, 1 ∈ D(Âk) pour |k| > kc, (7.63)

on obtient à partir de la relation (7.57) la forme diagonale (7.55) des projecteurs spectraux
Êk(I). Notons alors que nous retrouvons bien à un facteur de normalisation près les modes
ŵλ,k,j introduits au chapitre précédent.
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Remarque 7.1.13 A ce stade, nous n’avons démontré l’expression (7.55) que pour des fonc-
tions Û et V̂ ∈ Ŝ et des intervalles I bornés de R \ {−Ωm, 0,Ωm}. En fait, celle-ci se prolonge
d’une part aisément 9 par densité à des fonctions Û et V̂ ∈ Ĥ↓. Sa généralisation à des in-
tervalles I quelconques de R × R \ {−Ωm, 0,Ωm} découle immédiatement de la définition 7.3.3
(car un intervalle I non borné peut être vu comme une union dénombrable d’intervalles bornés
disjoints).

Remarque 7.1.14 Notons que le vecteur propre généralisé ŵλ, k,1 défini par les relations (7.58)
et (7.62) a une expression qui se prolonge de la zone A à la zone C à la traversée de la coupure
spectrale λ2(·), de la zone C à la zone B en passant par λ1(·). Il en est de même pour ŵλ, k,−1
(décrit par (7.59) et (7.62)) dont la définition se prolonge également de la zone B à la zone D
à travers la droite λ = k/

√
ε0 µ0 (car C−λ,k = C−λ,k dans D).

De l’expression de la famille spectrale, on tire alors le corollaire suivant sur la structure du
spectre de l’opérateur Âk (cf. proposition 7.3.9 et définition 7.3.13).

Corollaire 7.1.15 La structure du spectre σ(Âk) de l’opérateur Âk dépend du paramètre k :

– Si |k| ≤ kc, σ(Âk) = R et il se subdivise en

σp(Âk) = {−Ωm, 0,Ωm} et σc(Âk) = R \ {−Ωm, 0,Ωm},

où les valeurs propres −Ωm, 0 et Ωm sont de multiplicité infinie. Quant à la seconde
décomposition du spectre (liée à la structure de la mesure spectrale), elle est donnée par :

σpp(Âk) = {−Ωm, 0,Ωm}, σac(Âk) = R et σsc(Âk) = ∅.

– Si |k| > kc, σ(Âk) se partitionne de la manière suivante :

σp(Âk) = {−Ωm,−λp(k), 0, λp(k),Ωm} et σc(Ak) = {λ ∈ R∗, | |λ| /∈]λ1(k), |k| /√ε0µ0[} ,

les valeurs propres −Ωm, 0 et Ωm étant encore de multiplicité infinie tandis que ±λp(k)
est de multiplicité 1. Notons qu’ici :

σpp(Âk) = {−Ωm,−λp(k), 0, λp(k),Ωm}, σac(Ak) = {λ ∈ R, | |λ| /∈]λ1(k), |k| /√ε0µ0[} ,
et σsc(Âk) = ∅.

Interprétation physique des fonctions ûλ, k, j

Nous proposons ici d’interpréter physiquement les fonctions ûλ, k, j (composante liée au
champ électrique des modes ŵλ,k,j) en terme d’onde progressive : Re(ûλ, k, j e−i λ t) . A cette fin,
développons dans chaque zone spectrale leur expression sur les fonctions exponentielles e±θ

±
λ,k

x.
Définissons au préalable les coefficients suivants qui vont intervenir dans ces expressions :

Rλ,k =
|µ+(λ)|−1

θ+
λ,k − µ−1

0 θ−λ,k

|µ+(λ)|−1 θ+
λ,k + µ−1

0 θ−λ,k
et Tλ,k =

2
(
|µ+(λ)|−1

θ+
λ,k µ

−1
0 θ−λ,k

) 1
2

|µ+(λ)|−1 θ+
λ,k + µ−1

0 θ−λ,k
. (7.64)

9. A l’instar du lemme 8.5 dans [117] , on pourrait montrer aisément que les différentes fonctions propres et
les fonctions propres généralisées ŵλ,k,j de Âk sont uniformément bornées en x pour des paramètres spectraux
(k, λ) tels que (|k| , |λ|) appartiennent à un compact inclus dans une des cinq zones spectrales A, B, C, D et E.
Le prolongement par densité découle alors d’une simple application du théorème de convergence dominée.
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Cas où (|k| , |λ|) ∈ C

En explicitant (à l’aide de (6.28)) l’expression (7.58) de ûλ, k, 1 dans la zone C où µ+(λ) > 0,
θ−λ,k = −i

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ et θ+
λ,k > 0, il vient :

ûλ, k, 1 = |λ|
1
2

e−θ
−
λ,k

x

2
√
π
(
i µ−1

0 θ−λ,k
) 1

2
−Rλ,k

eθ
−
λ,k

x

2
√
π
(
i µ−1

0 θ−λ,k
) 1

2
si x < 0,

Tλ,k
e− θ

+
λ,k

x

2
√
π
(
i |µ+(λ)|−1 θ+

λ,k

) 1
2

si x > 0.

(7.65)

La fonction ûλ, k, 1 peut alors être interprétée physiquement comme le résultat d’un processus
de diffraction. Du côté x < 0, elle est la superposition d’une onde incidente en e−θ

−
λ,k

x (entrante
ou sortante selon le signe de λ) et d’une onde réfléchie en eθ

−
λ,k

x. Du côté x > 0, il s’agit d’une
onde transmise en e− θ

+
λ,k

x. La renormalisation de ces différentes ondes, nous permet d’interpréter
respectivement Rλ,k et Tλ,k (définis en (7.64)) comme des coefficients de réflexion et de transmis-
sion. On vérifie ici que Rλ,k est de module 1, il s’agit donc d’une réflexion totale : toute l’énergie
de l’onde incidente se retrouve dans l’onde réfléchie (l’onde transmise étant évanescente, elle ne
transporte pas d’énergie).
Insistons enfin sur le fait que les ondes incidente et réfléchie sont dispersives car le module de
leur vitesse phase :

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ / |λ| dépend de λ.

Cas où (|k| , |λ|) ∈ D

Pour la zone D où µ+(λ) < 0, θ−λ,k > 0 et θ+
λ,k = −i

∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣, on obtient à partir de (7.59) (en
utilisant (6.31)) :

ûλ, k,−1 = |λ|
1
2

Tλ,k
eθ
−
λ,k

x

2
√
π
(
iµ−1

0 θ−λ,k
) 1

2
si x < 0,

e−θ
+
λ,k

x

2
√
π
(
i |µ+(λ)|−1 θ+

λ,k

) 1
2

+Rλ,k
eθ

+
λ,k

x

2
√
π
(
i |µ+(λ)|−1 θ+

λ,k

) 1
2

si x > 0.

En échangeant ici les rôles de x > 0 et x < 0, on peut interpréter la fonction ûλ, k,−1 de la
même façon que la fonction ûλ, k, 1 dans la zone C . Il s’agit encore d’une réflexion totale où
l’onde transmise en eθ

−
λ,k

x est évanescente dans le diélectrique. Notons par contre que dans le
matériau de Drude, qui se comporte ici comme un NIM, les signes des vitesses de phases de
l’onde incidente et de l’onde réfléchie sont opposés à ceux que l’on obtiendrait pour une réflexion
totale entre deux diélectriques (cf. [119]).

Cas où (|k| , |λ|) ∈ A

Dans la zone A où µ+(λ) > 0, θ−λ,k = −i
∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ et θ+

λ,k = −i
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣, développer (à l’aide de
(6.28)) la formule (7.58) mène à une expression de ûλ, k, 1 identique à celle définie en (7.65) :
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ûλ, k, 1 = |λ|
1
2

e−θ
−
λ,k

x

2
√
π
(
i µ−1

0 θ−λ,k
) 1

2
−Rλ,k

eθ
−
λ,k

x

2
√
π
(
i µ−1

0 θ−λ,k
) 1

2
si x < 0,

Tλ,k
e− θ

+
λ,k

x

2
√
π
(
i |µ+(λ)|−1 θ+

λ,k

) 1
2

si x > 0,

Par contre pour ûλ, k,−1, on obtient à partir de (7.59) (en utilisant (6.31)) :

ûλ, k,−1 = |λ|
1
2

Tλ,k
eθ
−
λ,k

x

2
√
π
(
iµ−1

0 θ−λ,k
) 1

2
si x < 0,

Rλ,k
e−θ

+
λ,k

x

2
√
π
(
i |µ+(λ)|−1 θ+

λ,k

) 1
2

+ eθ
+
λ,k

x

2
√
π
(
i |µ+(λ)|−1 θ+

λ,k

) 1
2

si x > 0,

Les fonctions ûλ, k, 1 et ûλ, k,−1 peuvent encore être interprétées comme le résultat d’un processus
de diffraction. Notons par contre que dans ce cas, les ondes transmises étant propagatives, la
conservation de l’énergie de l’onde incidente se retrouve dans le fait que les coefficients de
réflexion Rλ,k et de transmission Tλ,k, définis en (7.64), vérifient ici R2

λ,k + T 2
λ,k = 1.

Cas où (|k| , |λ|) ∈ B

Dans B où µ+(λ) < 0, θ−λ,k = −i
∣∣∣θ−λ,k∣∣∣ et θ+

λ,k = −i
∣∣∣θ+
λ,k

∣∣∣, il vient à partir de (7.58) et (7.59)
(en utilisant (6.28) et (6.35) :

ûλ, k, 1 = |λ|
1
2

−Rλ,k
e−θ

−
λ,k

x

2
√
π
(
i µ−1

0 θ−λ,k
) 1

2
+ eθ

−
λ,k

x

2
√
π
(
i µ−1

0 θ−λ,k
) 1

2
si x < 0,

Tλ,k
e− θ

+
λ,k

x

2
√
π
(
i |µ+(λ)|−1 θ+

λ,k

) 1
2

si x > 0,

et

ûλ, k,−1 = |λ|
1
2

Tλ,k
e−θ

−
λ,k

x

2
√
π
(
iµ−1

0 θ−λ,k
) 1

2
si x < 0,

Rλ,k
e−θ

+
λ,k

x

2
√
π
(
i |µ+(λ)|−1 θ+

λ,k

) 1
2

+ eθ
+
λ,k

x

2
√
π
(
i |µ+(λ)|−1 θ+

λ,k

) 1
2

si x > 0,

Tout comme dans la zone A, toutes les ondes : incidentes, réfléchies et transmises sont pro-
pagatives. La conservation de l’énergie de l’onde incidente s’exprime encore dans la relation
R2
λ,k + T 2

λ,k = 1 vérifiée par les coefficients de réflexion et de transmission : Rλ,k et Tλ,k, définis
en (7.64).
Nous constatons ensuite que dans le matériau de Drude qui se comporte ici comme un NIM, les
signes des vitesses de phase de l’onde transmise pour ûλ, k, 1 et des ondes incidentes et réfléchies
pour ûλ, k,−1 sont l’opposé de ceux que l’on obtiendrait dans un processus de diffraction entre
deux diélectriques. On parle en physique d’ondes inverses. Ce changement de signe est en fait
lié à l’indice optique négatif du NIM qui modifie le trajet des ondes lumineuses régit par les lois
de réflexion de Snell-Descartes (cf. figure 3). Pour plus de précisions à ce sujet, nous renvoyons
le lecteur à [119].
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Cas où (|k| , |λ|) ∈ E

Dans la zone E, en utilisant (6.42), la fonction û±λp(k), k, 1 définie en (7.60) s’exprime direc-
tement par :

û±λp(k), k, 1 = c̃−λp(k)
e
θ−
λp(k),k x si x < 0,

e
−θ+

λp(k),k x si x > 0.
(7.66)

Ici, la solution évanescente de part et d’autre de l’interface ne peut être interprétée comme la
réflexion d’une onde incidente sur l’interface. Il s’agit, par contre, comme nous l’avons vu au
chapitre précédent, d’un plasmon de surface localisé spatialement au voisinage de l’interface.

Remarque 7.1.16 Lorsque Ωe = Ωm, λp(k) est constant et égal à Ωm/
√

2 sur |k| > kc. Ainsi
l’expression (7.66) prend alors une forme particulièrement simple (cf. remarque 7.1.11) :

û±λp(k), k, 1 =
(µ0 θ

−
Ωm/

√
2, k)

1
2 Ωm

2
√

2 |k|
e
θ−
Ωm/

√
2, k

x si x < 0,

e
−θ−

Ωm/
√

2, k
x si x > 0.

(7.67)

Dans ce cas particulier où θ−Ωm/
√

2, k = θ+
Ωm/

√
2, k =

√
k2 − ε0 µ0Ω2

m/2, le plasmon ûλp(k), k, 1 est
symétrique de part et d’autre de l’interface x = 0.

7.1.4 Diagonalisation de l’opérateur réduit
Nous cherchons ici à diagonaliser l’opérateur auto-adjoint Âk, c’est-à-dire à construire une

application unitaire Ũk de Ĥ dans un espace de Hilbert L̃k (que nous dénommerons par la suite
espace spectral) telle que pour toute fonction borélienne f , l’opérateur f(A) soit unitairement
équivalent (par la transformation Ũk) à un opérateur de multiplication par la fonction f dans
l’espace spectral L̃k. Un résultat de théorie spectrale : "le théorème de diagonalisation" (dû aux
mathématiciens Von Neumann et Dixmier), nous garantit l’existence d’un tel opérateur Ũk.
Nous allons ici le construire explicitement.

Remarque 7.1.17 Dans le cas où f(λ) = λ, il s’agit ici de généraliser le résultat bien connu
de diagonalisation d’une matrice symétrique T : moyennant un changement de base, l’action
de la matrice se résume à une simple multiplication par un scalaire : une valeur propre suivant
chacune des directions définies par les vecteurs propres :

T = U∗λU,

où λ est ici la matrice diagonale (dont les termes diagonaux sont les valeurs propres de T) et
U une matrice unitaire de passage de la base canonique à une base orthonormale de vecteurs
propres. Dans notre situation, la diagonalisation de l’opérateur auto-adjoint Âk conserve la
même représentation : "l’opérateur unitaire de passage" Ũk va seulement prendre une forme
plus compliquée. Cette complexité résulte de la présence d’un continuum d’éléments propres (les
vecteurs propres généralisés) lié au spectre continu de l’opérateur.

Nous allons en fait nous contenter de construire ici un opérateur Ũk unitaire sur un sous-
espace de Ĥ, c’est-à-dire de diagonaliser Âk sur ce sous-espace. Ce dernier est défini comme
l’orthogonal de l’espace Ĥk = Ker(Âk)

⊥
⊕ Ker(Âk − Ωm)

⊥
⊕ Ker(Âk + Ωm). Les éléments de Ĥk

sont des gradients (cf. formules (6.9) et (6.13)), travailler dans l’orthogonal de Ĥk consiste donc
à éliminer ces champs. Caractérisons l’espace Ĥ⊥k à l’aide du
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Lemme 7.1.18 L’espace Ĥ⊥k se réécrit de la façon suivante

Ĥ⊥k =
{
Û = (ûE, ûH , ûP , ûM ) ∈ Ĥ | divk ûH |R− = 0, divk ûH |R+ = 0 et divk ûM = 0

}
où divk est défini au sens des distributions par divku = dux

dx + i kuy.

Preuve. Tout d’abord notons que Ĥ⊥k = Ker(Âk)⊥∩Ker(Âk−Ωm)⊥∩Ker(Âk+Ωm)⊥. Explicitons
alors l’intersection de ces trois sous-espaces. Remarquons tout d’abord que d’après (6.9),

Û = (ûE, ûH , ûP , ûM ) ∈ Ker(Âk)⊥ ⇐⇒
∫
R−
ûH∇k φ̂ dx = 0, ∀φ̂ ∈ H1

0 (R−).

D(R−) étant dense dans H1
0 (R−), cette dernière expression est équivalente à〈

ûH |R− ,∇k φ̂
〉

= 0, ∀φ̂ ∈ D(R−),

soit encore à 〈
divk ûH |R− , φ̂

〉
= 0, ∀φ̂ ∈ D(R−)

et à
divk ûH |R− = 0 dans D′(R−).

De la même manière, on montrerait avec (6.13) que :

Û ∈ Ker(Âk ∓ Ωm)⊥ ⇐⇒ divk
(
ûH |R+ ± iΩmûM

)
= 0 dans D′(R+),

et ainsi que :

Û ∈ Ker(Âk − Ωm)⊥ ∩Ker(Âk + Ωm)⊥ ⇐⇒ divk ûH |R+ = 0 et divk ûM = 0 dans D′(R+).

La famille modale de Âk étant définie à partir des zones spectrales A, B, C, D et E, l’espace
L̃k va être également construit à partir de ces zones. A cette fin, nous définissons les ensembles :

– ΛA(k) = {λ ∈ R | (|k| , |λ|) ∈ A}, ΛC(k) = {λ | (|k| , |λ|) ∈ C},
ΛD(k) = {λ ∈ R | (|k| , |λ|) ∈ D}, pour k ∈ R,

– ΛB(k) = {λ ∈ R | (|k| , |λ|) ∈ B}, pour |k| < kc,

– ΛE(k) = {λ ∈ R | (|k| , |λ|) ∈ E} = {−λp(k), λp(k)}, pour |k| > kc.

Remarque 7.1.19 Notons que l’union disjointe : ΛA(k) ∪ ΛB(k) ∪ ΛC(k) ∪ ΛD(k) si |k| < kc
et ΛA(k) ∪ ΛC(k) ∪ ΛD(k) ∪ ΛE(k) si |k| > kc est un ensemble de mesure pleine pour mk (cf.
7.1.12). Elle a donc la même mesure que l’ensemble I0 = R\{−Ωm, 0,Ωm}, ainsi les projecteurs
spectraux associés à ces deux ensembles sont égaux (cf. 7.55).

Nous définissons alors l’espace spectral L̃k de la façon suivante 10 :

L̃k =
L2(ΛA(k))2 ⊕ L2(ΛB(k))2 ⊕ L2(ΛC(k))⊕ L2(ΛD(k)) si |k| < kc,

L2(ΛA(k))2 ⊕ L2(ΛC(k))⊕ L2(ΛD(k))⊕ C2 si |k| > kc.

Cet espace est alors muni de la norme ‖·‖L̃k suivante :

10. On pourrait diagonaliser l’opérateur Âk pour |k| = kc en définissant l’espace spectral L̃k = L2(ΛA(k))2 ⊕
L2(ΛC(k)) ⊕ L2(ΛD(k)) car tout le raisonnement qui suit reste valable dans ce cas limite. Néanmoins, cette
information serait inutile pour diagonaliser l’opérateur Â =

∫
⊕ Âk dk, car l’ensemble {−kc, kc} n’a pas de masse

dans l’intégrale hilbertienne définissant A.
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– Pour |k| < kc et ũ = (ũ(·,−1), ũ(·, 1), ũ(·,−1), ũ(·, 1), ũ(·, 1), ũ(·,−1)) ∈ L̃k

‖ũ‖2
L̃k = ‖ũ(·,−1)‖2

L2(ΛA(k)) + ‖ũ(·, 1)‖2
L2(ΛA(k)) + ‖ũ(·,−1)‖2

L2(ΛB(k))

+ ‖ũ(·, 1)‖2
L2(ΛB(k)) + ‖ũ(·, 1)‖2

L2(ΛC(k)) + ‖ũ(·,−1)‖2
L2(ΛD(k)) .

– Pour |k| > kc et ũ = (ũ(·,−1), ũ(·, 1), ũ(·, 1), ũ(·,−1), ũ(λp(k), 1), ũ(−λp(k), 1)) ∈ L̃k

‖ũ‖2
L̃k = ‖ũ(·,−1)‖2

L2(ΛA(k)) + ‖ũ(·, 1)‖2
L2(ΛA(k)) + ‖ũ(·, 1)‖2

L2(ΛC(k))

+ ‖ũ(·,−1)‖2
L2(ΛD(k)) + |ũ(λp(k), 1)|2 + |ũ(−λp(k), 1))|2 .

Tous les espaces L2 sont munis ici de leur norme usuelle. Puis, nous introduisons l’application
Ũk : Ĥ↓ 7−→ L̃k,

Ũk Û =

(
ŨA
k Û , ŨB

k Û , ŨC
k Û , ŨD

k Û
)

si |k| < kc,(
ŨA
k Û , ŨC

k Û , ŨD
k Û , ŨE

k Û
)

si |k| > kc.

où les applications ŨA
k : Ĥ↓ 7−→ L2(ΛA(k))2, ŨB

k : Ĥ↓ 7−→ L2(ΛB(k))2, ŨC
k : Ĥ↓ 7−→ L2(ΛC(k)),

ŨD
k : Ĥ↓ 7−→ L2(ΛD(k)), ŨE

k : Ĥ↓ 7−→ C2 s’écrivent de la manière suivante :

ŨA
k Û(λ) =

(〈
Û , ŵλ, k,−1

〉
Ĥ
,
〈
Û , ŵλ, k,1

〉
Ĥ

)
, ŨB

k Û(λ) =
(〈
Û , ŵλ, k,−1

〉
Ĥ
,
〈
Û , ŵλ, k,1

〉
Ĥ

)
,

ŨC
k Û(λ) =

(〈
Û , ŵλ, k,1

〉
Ĥ

)
, ŨD

k Û(λ) =
(〈
Û , ŵλ, k,−1

〉
Ĥ

)
,

ŨE
k Û =

(〈
Û , ŵλp(k),k,1

〉
Ĥ
,
〈
Û , ŵ−λp(k),k,1

〉
Ĥ

)
. (7.68)

Pour décrire l’opérateur Ũk, il nous faut introduire la notion d’isométrie partielle (cf. [70]).

Définition 7.1.20 Soient (H1, ‖·‖1) et (H2, ‖·‖2) deux espaces de Hilbert. Un opérateur T borné
de H1 dans H2 est appelé isométrie partielle s’il existe un sous-espace M1 fermé dans H1 tel
que

‖Tu‖2 = ‖P1 u‖1 , ∀u ∈ H1, (7.69)
où P1 désigne la projection orthogonale de H1 surM1.

Remarque 7.1.21 Il est aisé de montrer (cf. [70]) à partir de la définition 7.1.20 que l’adjoint
T∗ d’une isométrie partielle est aussi une isométrie partielle au sens où il vérifie

‖T∗ u‖1 = ‖P2 u‖2 , ∀u ∈ H2,

où P2 est la projection orthogonale de H2 sur Im(T) (qui est bien un sous-espace fermé d’après
la relation (7.69)).

Théorème 7.1.22 L’application Ũk se prolonge par densité en une isométrie partielle de Ĥ
dans L̃k satisfaisant :

Ũ∗k Ũk = Êk(I0)
où I0 = R \ {−Ωm, 0,Ωm} et Êk(I0) est la projection orthogonale de Ĥ sur le sous-espace Ĥ⊥k
défini par le lemme 7.1.18. Pour toute fonction borélienne f et Û ∈ Ĥ telles que Êk(I0) Û ∈
D(f(Âk)), le vecteur f(Âk) Û s’écrit alors :

f(Âk) Êk(I0)Û = Ũ∗k f(λ) ŨkÛ . (7.70)

L’opérateur f(Âk) admet ainsi sur l’ensemble D(f(Âk)) ∩ Ĥ⊥k la forme diagonale suivante :

f(Âk) = Ũ∗k f(λ) Ũk. (7.71)
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Preuve. A l’aide de (7.55), nous savons que pour tout intervalle I ⊂ I0 = R \ {−Ωm, 0,Ωm},∥∥∥Êk(I) Û
∥∥∥2

Ĥ
=
∫
R
1I(λ)

∑
j∈Jλ,k

∣∣∣〈Û , ŵλ,k,j

〉
Ĥ

∣∣∣2 dmk(λ), ∀Û ∈ Ĥ↓. (7.72)

Pour I = I0, on constate que Êk(I0) est la projection orthogonale sur Ĥ⊥k = Ker(Âk)⊥∩Ker(Âk−
Ωm)⊥ ∩Ker(Âk + Ωm)⊥. Il vient alors avec (7.72) que∥∥∥Êk(I0) Û

∥∥∥2

Ĥ
=
∫
R

∑
j∈Jλ,k

∣∣∣Ũk Û(λ, j)
∣∣∣2 dmk(λ) =

∥∥∥Ũk Û
∥∥∥2

L̃k
, ∀Û ∈ Ĥ↓. (7.73)

La relation (7.73) montre qu’on peut prolonger Ũk à Ĥ tout entier (par densité de Ĥ↓ dans Ĥ)
et que ce prolongement vérifie encore la propriété

∥∥∥Êk(I0) Û
∥∥∥
Ĥ

=
∥∥∥Ũk Û

∥∥∥
L̃k

: c’est donc une
isométrie partielle de Ĥ dans l’espace spectral L̃k. De (7.73), on tire alors que Ũ∗k Ũk = Êk(I0).

Prouvons maintenant l’égalité (7.71). L’équation (7.72) montre que l’expression (7.56) de la
mesure spectrale sur des boréliens I ⊂ I0 se prolonge à Ĥ tout entier de la manière suivante :

d
(
Êk,λÛ , Û

)
Ĥ

=
∑
j∈Jλ,k

∣∣∣Ũk Û(λ, j)
∣∣∣2 dmk(λ), ∀Û ∈ Ĥ.

Avec l’identité de polarisation, on obtient alors que

d
(
Êk,λÛ , V̂

)
Ĥ

=
∑
j∈Jλ,k

Ũk Û(λ, j) Ũk V̂ (λ, j) dmk(λ), ∀Û , V̂ ∈ Ĥ.

Or d’après le théorème spectral 7.3.6 et la remarque 7.3.8, pour un élément Û ∈ Ĥ tel que
Êk(I0) Û ∈ D(f(Âk)), nous avons

(f(Âk) Êk(I0)Û , V̂ )Ĥ = ((f1I0)(Âk) Û , V̂ )Ĥ =
∫
R
f(λ)1I0(λ) d

(
Êk,λÛ , V̂

)
Ĥ
, ∀V̂ ∈ Ĥ. (7.74)

Il vient alors

(f(Âk) Êk(I0)Û , V̂ )Ĥ =
∫
R
f(λ)

∑
j∈Jλ,k

Ũk Û(λ, j) Ũk V̂ (λ, j) dmk(λ) = (f(·) Ûk Û , Ũk V̂ )L̃k .

Soit
f(Âk) Êk(I0)Û = Ũ∗k f(λ) ŨkÛ ,

qui se simplifie en
f(Âk) Û = Ũ∗k f(λ) Ũk Û ,

pour Û ∈ D(f(Âk)) ∩ Ĥ⊥k .

Ce théorème nous montre que la famille des ŵλ,k,j est complète dans Ĥ⊥k . En effet Ũk étant
une isométrie sur Ĥ⊥k (cf. 7.73), on sait que si

〈
Û , ŵλ,k,j

〉
Ĥ

= 0 pour tout λ et tout j qui
caractérisent l’espace spectral L̃k alors Êk(I0)Û = 0. Nous verrons avec la proposition suivante
qu’elle est "orthonormale" car les ŵλ,k,j associés à un même λ sont linéairement indépendants.
Sous cette hypothèse, montrons en effet la

Proposition 7.1.23 L’opérateur Ũ∗k est une isométrie partielle vérifiant :

Ũk Ũ∗k = IdL̃k .
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Preuve. L’opérateur Ũk étant une isométrie partielle, nous savons alors (cf. remarque 7.1.21)
que Ũ∗k est également une isométrie partielle vérifiant :∥∥∥Ũ∗kũ∥∥∥Ĥ =

∥∥∥P̃kũ∥∥∥L̃k , ∀ũ ∈ L̃k, (7.75)

où P̃k est la projection orthogonale de L̃k sur Im(Ũk). De (7.75), on tire aisément que ŨkŨ∗k = P̃k.
Il nous reste donc à vérifier que l’opérateur Ũk est surjectif (c’est-à-dire que Im(Ũk) = L̃k). A
cette fin, prouvons que Ũ∗k est injectif. Soit donc ũ ∈ L̃k tel que Ũ∗k ũ = 0, autrement dit(

ũ, Ũk V̂
)
L̃k

=
∫
R

∑
j∈Jλ,k

ũ(λ, j) Ũk V̂ (λ, j) dmk(λ) = 0, ∀V̂ ∈ Ĥ.

Pour un intervalle I ⊂ I0, remplaçons V̂ par Êk(I) V̂ dans cette formule et admettons (pour
un instant) que

Ũk (Êk(I) V̂ )(λ, j) = 1IŨk V̂ (λ, j), (7.76)

il s’ensuit que(
ũ, Ũk V̂

)
L̃k

=
∫
R
1I(λ)

∑
j∈Jλ,k

ũ(λ, j)
〈
V̂ , ŵλ,k,j

〉
Ĥ

dmk(λ) = 0, ∀V̂ ∈ Ĥ↓.

L’intervalle I étant un intervalle quelconque inclus dans I0, ceci signifie que
∑
j∈Jλ,k

ũ(λ, j)
〈
V̂ , ŵλ,k,j

〉
Ĥ

= 0, ∀V̂ ∈ Ĥ↓, pour dmk(λ) presque tout λ,

soit encore ∑
j∈Jλ,k

ũ(λ, j) ŵλ,k,j = 0 dans Ĥ↑, pour dmk(λ) presque tout λ.

Les fonctions modales ŵλ,k,j étant linéairement indépendantes, ũ(λ, j) = 0, et la conclusion en
découle.

Pour montrer (7.76), appliquons (7.70) pour f = 1I . Il vient alors : Êk(I)Û = Û∗k 1I ÛkÛ
qui se réécrit de manière équivalente :

Ũk Êk(I) Û = P̃k 1IŨk Û .

Pour supprimer l’opérateur de projection P̃k dans cette expression, notons qu’en appliquant
(7.74) à f(Âk) = Êk(I)2, on obtient :∥∥∥Êk(I) Û

∥∥∥2

Ĥ
=
∥∥∥Ũk Êk(I) Û

∥∥∥2

L̃k
=
∥∥∥1IŨk Û

∥∥∥2

L̃k
.

Remarque 7.1.24 Il découle du théorème 7.1.22 et de la proposition 7.1.23 que la restriction
de Ũk à Ĥ⊥k est un opérateur unitaire de Ĥ⊥k dans L̃k.

Plus précisément, on montrerait de la même façon le corollaire suivant :
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Corollaire 7.1.25 Les opérateurs ŨA
k , ŨB

k , ŨC
k , ŨD

k et ŨE
k se prolongent par densité sur H en

des isométries partielles vérifiant :

(ŨA
k )∗ ŨA

k = Êk(ΛA(k)) et ŨA
k (ŨA

k )∗ = IdL2(ΛA(k))2 ,

(ŨB
k )∗ ŨB

k = Êk(ΛB(k)) et ŨB
k (ŨB

k )∗ = IdL2(ΛB(k))2 ,

(ŨC
k )∗ ŨC

k = Êk(ΛC(k)) et ŨC
k (ŨC

k )∗ = IdL2(ΛC(k)),

(ŨD
k )∗ ŨD

k = Êk(ΛD(k)) et ŨD
k (ŨD

k )∗ = IdL2(ΛD(k)),

(ŨE
k )∗ ŨE

k = Êk(ΛE(k)) et ŨD
k (ŨD

k )∗ = IdC2 .

où les images des projecteurs orthogonaux : Êk(ΛA(k)), Êk(ΛB(k)), Êk(ΛC(k)), Êk(ΛD(k)) et
Êk(ΛE(k)) forment une somme directe orthogonale de l’espace Im(Ek(I0)) = Ĥ⊥k 11 :

Ĥ⊥k =
Im(Êk(ΛA(k)))

⊥
⊕ Im(Êk(ΛB(k)))

⊥
⊕ Im(Êk(ΛC(k)))

⊥
⊕ Im(Êk(ΛD(k))) si |k| < kc,

Im(Êk(ΛA(k)))
⊥
⊕ Im(Êk(ΛC(k)))

⊥
⊕ Im(Êk(ΛD(k)))

⊥
⊕ Im(Êk(ΛE(k))) si |k| > kc.

Suivant cette décomposition orthogonale de l’espace Ĥ⊥k , l’opérateur f(Âk) s’exprime sur l’espace
D(f(Âk)) ∩ Ĥ⊥k sous la forme diagonale suivante :

f(Âk) =
(ŨA

k )∗ f(λ) ŨA
k ⊕ (ŨB

k )∗ f(λ) ŨB
k ⊕ (ŨC

k )∗ f(λ) ŨC
k ⊕ (ŨD

k )∗ f(λ) ŨD
k si |k| < kc,

(ŨA
k )∗ f(λ) ŨA

k ⊕ (ŨC
k )∗ f(λ) ŨC

k ⊕ (ŨD
k )∗ f(λ) ŨD

k ⊕ (ŨE
k )∗ f(λ) ŨE

k si |k| > kc.

Construction explicite de la transformation adjointe Ũ∗k
Dans le paragraphe précédent, nous avons diagonalisé l’opérateur Âk sur l’espace Ĥ>0 en

construisant une isométrie partielle Ũk : Ĥ 7−→ L̃k dont la restriction à Ĥ⊥k est une transforma-
tion unitaire. Nous cherchons ici à exprimer l’adjoint de cette transformation : Ũ∗k. La définition
de l’opérateur Ũk nous invite à expliciter Ũ∗k : L̃k 7−→ Ĥ en fonction des opérateurs (ŨA

k )∗,
(ŨB

k )∗, (ŨC
k )∗, (ŨD

k )∗ et (ŨE
k )∗ :

– Si |k| < kc, l’opérateur borné Ũ∗k est défini de la manière suivante, ∀ũ ∈ L̃k, :

Ũ∗kũ =
(
ŨA
k

)∗
(ũ(·,−1), ũ(·, 1)) +

(
ŨB
k

)∗
(ũ(·,−1), ũ(·, 1)) +

(
ŨC
k

)∗
ũ(·, 1) +

(
ŨD
k

)∗
ũ(·,−1),

– Si |k| > kc, l’opérateur borné Ũ∗k est décrit, pour tout ũ ∈ L̃k, par :

Ũ∗kũ =
(
ŨA
k

)∗
(ũ(·,−1), ũ(·, 1))+

(
ŨC
k

)∗
ũ(·, 1)+

(
ŨD
k

)∗
ũ(·,−1)+(ŨE

k )∗(ũ(λp(k), 1), ũ(−λp(k), 1)).

Il nous reste maintenant à expliciter les opérateurs (ŨA
k )∗, (ŨB

k )∗, (ŨC
k )∗, (ŨD

k )∗ et (ŨE
k )∗ avec le

lemme suivant.

Proposition 7.1.26 Les opérateurs bornés (ŨA
k )∗ : ΛA(k)2 7−→ Ĥ, (ŨB

k )∗ : ΛB(k)2 7−→ Ĥ,
(ŨC

k )∗ : ΛC(k) 7−→ Ĥ et (ŨD
k )∗ : ΛC(k) 7−→ Ĥ sont respectivement définis comme le prolonge-

ment par densité des expressions suivantes :

11. Cette décomposition orthogonale est une conséquence directe de la définition 7.3.3 d’une famille spectrale.
En effet, les intervalles des projecteurs spectraux considérés étant disjoints, leurs images sont en somme directe
orthogonale. De plus, l’union de ces intervalles étant un ensemble de mesure pleine pour mk (tout comme I0),
la somme directe de l’image de ces projecteurs est égale à Im(Êk(I0)) = Ĥ⊥k (cf. 7.1.19 ).
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– ∀ũ = (ũ(·,−1), ũ(·, 1)) ∈ D(ΛA(k))2 ,

(ŨA
k )∗ũ =

∫
ΛA(k)

ũ(λ,−1) ŵλ, k,−1 + ũ(λ, 1) ŵλ, k,1 dλ, (7.77)

– ∀ũ = (ũ(·,−1), ũ(·, 1)) ∈ D(ΛB(k))2,

(ŨB
k )∗ũ =

∫
ΛB(k)

ũ(λ,−1) ŵλ, k,−1 + ũ(λ, 1) ŵλ, k,1 dλ, (7.78)

– ∀ũ(·, 1) ∈ D(ΛC(k)),
(ŨC

k )∗ũ =
∫

ΛC(k)
ũ(λ, 1) ŵλ, k,1 dλ, (7.79)

– ∀ũ(·,−1) ∈ D(ΛD(k)),

(ŨD
k )∗ũ =

∫
ΛD(k)

ũ(λ,−1) ŵλ, k,−1 dλ, ∀ũ ∈ D(ΛD(k)). (7.80)

Quant à l’opérateur borné (ŨE
k )∗ : C2 7−→ Ĥ, il est défini de la manière suivante :

(ŨE
k )∗ũ = ũ(λp(k), 1) ŵλp(k),k,1 + ũ(−λp(k), 1) ŵ−λp(k),k,1, (7.81)

∀ũ = (ũ(λp(k), 1), ũ(−λp(k), 1)) ∈ C2.

Preuve. Les relations (7.77), (7.78), (7.79) et (7.80) se démontrant de la même manière, nous
nous restreignons ici à la preuve de (7.79). Quant à l’expression (7.81) de l’opérateur (ŨE

k )∗,
elle est ici aisée à vérifier à partir de la définition (7.68) de l’opérateur ŨE

k . Soient Û ∈ Ĥ↓ et
ṽ ∈ D(ΛD(k)). On a alors par définition :(

ŨC
k Û , ṽ

)
ΛC(k)

=
∫

ΛC(k)

〈
Û , ŵλ, k,1

〉
Ĥ
ṽ(λ, 1) dλ.

Par le théorème de Fubini 12, on peut alors inverser le crochet de dualité et l’intégrale, il s’ensuit
que (

ŨC
k Û , ṽ

)
ΛC(k)

=
〈
Û ,

∫
ΛC(k)

ṽ(λ, 1) ŵλ, k,1 dλ
〉
Ĥ
. (7.82)

Or par continuité de l’opérateur ŨC
k , nous savons que :(

ŨC
k Û , ṽ

)
ΛC(k)

= (Û , (ŨC
k )∗ṽ)Ĥ =

〈
Û , (ŨC

k )∗ṽ
〉
Ĥ
. (7.83)

Ainsi par identification des expressions (7.82) et (7.83), il vient finalement que

(ŨC
k )∗ṽ =

∫
ΛC(k)

ṽ(λ, 1) ŵλ, k,1 dλ.

12. Ici, l’application du théorème de Fubini se justifie encore par le fait que pour λ appartenant à un ensemble
compact de ΛC(k), les vecteurs propres généralisés ŵλ, k,1 sont des fonctions de x uniformément bornées en λ.
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7.2 Théorie spectrale de l’opérateur de Schrödinger

7.2.1 De la théorie spectrale de Âk à celle A
Nous allons ici établir le lien entre l’opérateur de Schrödinger A défini (5.16) et la famille

d’opérateurs réduits Âk. Dans ce but, définissons la transformation de Fourier partielle en y,
notée F :

(Fu)(x, k) = lim
M→∞

1
2π

∫ M

−M
u(x, y) e−i k y dy.

C’est un opérateur unitaire sur H muni du produit scalaire (·, ·)H. Son inverse est défini par :

(F−1û)(x, y) = lim
M→∞

∫ M

−M
û(x, k) ei k y dk.

Chercher des solutions de (5.15) dans le domaine de Fourier revient à définir l’opérateur Â
suivant :

Â = F AF−1 où D(Â) = F(D(A)). (7.84)
On déduit alors des propriétés de la transformée de Fourier partielle que cet opérateur est
décomposable (au sens de la définition (7.3.15)) sur les opérateurs réduits Âk (définis par (6.6)) :

Â =
∫
⊕
Âk dk (7.85)

sur H =
∫
⊕ Ĥ dk où l’espace de Hilbert Ĥ a été muni de son produit scalaire (·, ·)Ĥ (cf. (6.7) et

(6.8)). L’invariance de notre milieu, selon la direction ey, nous a donc permis de décomposer A,
par le biais d’une transformée de Fourier partielle, sur la famille d’opérateurs auto-adjoints Âk .

Nous cherchons maintenant à tirer de l’étude spectrale de l’opérateur Âk celle de l’opérateur
A, c’est-à-dire dans un premier temps à construire une famille modale de A à l’aide des modes
ŵλ,k,j de Âk et dans un second temps à établir la diagonalisation de A à partir de celle de
Âk. Tout reposera donc, d’après ce qui précède, sur l’utilisation de deux outils : la notion
d’intégrale directe permettant de décomposer l’opérateur Â sur les opérateurs Âk (cf. (7.85)) et
la transformée de Fourier partielle en y (cf. (7.84)) reliant Â à A.

7.2.2 Famille modale de l’opérateur de Schrödinger
Soit U ∈ H et I ⊂ R. Relions d’abord E(I) au projecteur spectral Ê(I) de l’opérateur Â.

L’opérateur A étant unitairement équivalent à Â : A = F−1 ÂF , le calcul fonctionnel de A est
"transporté" par l’opérateur unitaire F :

f(A) = F−1 f(Â)F .

En particulier, les projecteurs spectraux E(I) et Ê(I) vérifient donc

E(I) = F−1 Ê(I)F . (7.86)

Nous pouvons maintenant utiliser notre second outil : la notion d’intégrale directe permettant
de relier le calcul fonctionnel de Â à celui de Âk (cf. théorème 7.3.16) afin d’exprimer Ê(I) en
fonction de Êk :

Ê(I) =
∫
⊕
Êk(I) dk (7.87)

où l’espace H est alors identifié à l’intégrale directe
∫
⊕ Ĥ dk.
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Cas où I ⊂ I0

Nous voulons ici exprimer les projecteurs spectraux E(I) en fonction d’une famille modale à
variables séparables de la forme (6.3) faisant intervenir les vecteurs propres et vecteurs propres
généralisés ŵλ,k,j de l’opérateur Âk.

De la relation (7.86) et de l’identité de Parseval-Plancherel, il découle :

(E(I)U ,U)H = (Ê(I) Û , Û)H où Û = F(U).

En vertu de (7.87), cette relation devient :

(E(I)U ,U)H =
∫
R
(Êk(I) Û(·, k), Û(·, k))Ĥ dk.

Dans le but de réécrire le terme (Êk(I) Û (·, k), Û(·, k))Ĥ sous la forme diagonale (7.55), choi-
sissons un élément U ∈ D(R2)×D(R2)×D(R2

+)×D(R2
+), ce qui implique en particulier que

la fonction Û(·, k) ∈ Ĥ↓. On a alors :

(E(I)U ,U)H =
∫
R

∫
R

∑
j∈Jλ,k

1I(λ)
∣∣∣〈Û(·, k), ŵλ,k,j

〉
Ĥ

∣∣∣2 dmk(λ) dk. (7.88)

En utilisant alors le fait que

Û(x, k) = 1
2 π

∫
R
U(x, y) e−i k y dy,

il vient (avec le théorème de Fubini pour intervertir le crochet de dualité et l’intégrale en y) :

〈
Û(·, k), ŵλ,k,j

〉
Ĥ

= 〈U ,wλ, k, j〉H où wλ, k, j(x, y) = ŵλ,k,j(x) e
i k y

2π . (7.89)

A l’instar de 〈·, ·〉Ĥ, la notation 〈·, ·〉H désigne ici un crochet de dualité entre un espace :

H↑ = L2
−s(R2)×L2

−s(R
2)× L2

−s(R2
+)×L2

−s(R
2
+), avec s > 1 (7.90)

contenant H et son dual H↓

H↓ = L2
s(R2)×L2

s(R
2)× L2

s(R2
+)×L2

s(R
2
+), (7.91)

dense dans H où les espaces L2
s(O) et L2

s(O) sont définis pour s ∈ R et pour O = R2
+ où R2

par :

L2
s(O) =

{
u | (1 + x2 + y2) s2 u ∈ L2

s(O)
}

et L2
s(O) =

{
u | (1 + x2 + y2) s2 u ∈ L2

s(O)
}
.

Les fonctions wλ, k, j étant bornées sur R2, elles appartiennent naturellement à l’espace H↑ pour
s > 1. Ce sont en fait des vecteurs propres généralisés de l’opérateur A s’exprimant (cf. (6.3))
comme le produit d’un vecteur propre ou vecteur propre généralisé de Âk par une exponentielle
ei k y (la constante 1/(2π) étant un facteur de renormalisation).

En revenant à l’expression (7.88), nous obtenons :

(E(I)U ,U)H =
∫
R

∫
R
1I(λ)

∑
j∈Jλ,k

∣∣∣〈U ,wλ, k, j〉H
∣∣∣2 dmk(λ) dk
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qui se prolonge 13 (par densité de D(R2) × D(R2) × D(R2
+) × D(R2

+) dans H↓) à tout U ∈
H↓. Finalement, par identité de polarisation, nous trouvons une décomposition modale des
projecteurs spectraux :

(E(I)U ,V )H =
∫
R

∫
R
1I(λ)

∑
j∈Jλ,k

〈U ,wλ, k, j〉H 〈V ,wλ, k, j〉H dmk(λ) dk, ∀U ,V ∈ H↓. (7.92)

Explicitons maintenant la variation de la mesure spectrale de l’opérateur A sur des intervalles
I contenus dans I0. En effet, A et Â étant unitairement équivalent, leurs mesures spectrales
vérifient :

d(EλU ,V )H = d(ÊλÛ , V̂ )H, ∀U ,V ∈ H.

De plus, par la relation (7.115) du théorème 7.3.16, nous avons :

d(ÊλÛ , V̂ )H =
∫
k∈R

d(Êk,λÛ(·, k), V̂ (·, k)) dk.

Or nous avons (cf. (7.56) et (7.89)) que pour des fonctions U et V ∈ H↓ :

d(Êk,λ Û(·, k), V̂ (·, k))Ĥ =
∑
j∈Jλ,k

〈U ,wλ, k, j〉H 〈V ,wλ, k, j〉H dmk(λ).

Ainsi, il vient finalement :

d(EλU ,V )H =
∫
R

∑
j∈Jλ,k

〈U ,wλ, k, j〉H 〈V ,wλ, k, j〉H dmk(λ) dk, ∀U ,V ∈ H↓. (7.93)

Remarque 7.2.1 Effectuons quelques petits commentaires sur l’expression des projecteurs
spectraux (7.92). Il est aisé de constater que

– Si Ωe 6= Ωm, E({λ}) = 0 pour tout λ ∈ I0. Ainsi, l’opérateur A ne possède pas de valeurs
propres dans I0. Cette conclusion peut être également tirée du théorème 7.3.16 appliqué
à Â et donc à A (car comme A et Â sont unitairement équivalents, leurs spectres sont
égaux et admettent la même décomposition (7.103) en terme de spectre continu et spectre
ponctuel). Ce théorème stipule d’une part que λ ∈ σ(A) si et seulement si pour tout ε > 0,

µ({k | σ(Âk)∩]λ− ε, λ+ ε[ 6= ∅}) > 0,

et d’autre part que λ ∈ σp(A) si et seulement si

µ({k | λ ∈ σp(Âk)}) > 0

(µ étant ici la mesure de Lebesgue). Ainsi, les valeurs propres de Âk : ±λp(k) qui sont
strictement monotones en k (cf. figures 6.3 et 6.5) appartiennent au spectre continu de A.

– Si Ωm = Ωe, il existe deux valeurs de λ ∈ I0 : ±λp = ±Ωm/
√

2 pour lesquelles E({λ}) 6= 0.
En effet,

(E({±λp})U ,V )H =
∫
|k|>kc

〈
U ,w±λp, k, 1

〉
H

〈
V ,w±λp, k, 1

〉
H

dk, (7.94)

13. Il suffit de montrer ce prolongement par densité sur des intervalles I bornés ne contenant pas ±λc. Le
passage par densité se fait alors encore à l’aide du théorème de convergence dominée.
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car les courbes ±λp(k) = ±Ωm/
√

2 sont ici constantes 14 sur |k| > kc. Ainsi, ±λp ap-
partient à σp(A). Il serait alors facile de démontrer que ±λp est une valeur propre de
multiplicité infinie. En effet, en utilisant l’équation (7.67), il est aisé de prouver que la
fonction V̂ définie par

V̂ (x, k) = f̂(k) ŵ±λp,k,1(x), ∀f̂ ∈ D({|k| > kc})

appartient à H et est un vecteur propre de Â pour la valeur propre ±λp (car pour tout
k > |kc|, ŵ±λp,k,1 est un vecteur propre de Âk). Ainsi, toutes les fonctions V = F−1(V̂ )
sont des vecteurs propres de A associés à la valeur propre λp. Les sous-espaces propres
Ker(A± λp)contiennent donc clairement un sous-espace de dimension infinie.

Cas où I ⊂ {−Ωm, 0,Ωm}

L’opérateur réduit Âk possédant pour tout k ∈ R une valeur propre en 0 et ±Ωm, nous savons
par le théorème 7.3.16 que ces points sont aussi des valeurs propres de Â et donc de A, qui
lui est unitairement équivalent. Les projecteurs E({0}) et E({±Ωm}) ne sont donc pas nuls.
Contentons nous, tout comme dans le cas de l’opérateur réduit, de décrire leur image avec le

Lemme 7.2.2 Le noyau de l’opérateur A et les espaces propres Ker(A∓ Ωm) sont décrits res-
pectivement par :

Ker(A) = {(0, Π̃∇φ, 0, 0)>, φ ∈ H1
0 (R2

−)}

et

Ker(A∓ Ωm) =


(

0, Π∇φ, 0, ±i ∇φΩm

)>
, φ ∈ H1

0 (R2
+)

 ,
où Π̃ et Π sont respectivement les applications de prolongement par 0 sur R2

+ et R2
−.

Preuve.
U ∈ Ker(A)⇐⇒ F−1 ÂFU = 0 ⇐⇒ Â Û = 0.

En utilisant, le fait que Â est décomposable, cette expression est encore équivalente à

Û(·, k) ∈ Ker(Âk), ∀k ∈ R.

et donc d’après (6.9) à

Û(·, k) = (0, Π̃∇k φ̂(·, k), 0, 0)> où φ̂(·, k) ∈ H1
0 (R−), ∀k ∈ R.

Ce qui se réécrit par transformation de Fourier inverse

U = (0, Π̃∇φ, 0, 0)> où φ ∈ H1
0 (R2

−).

En utilisant la relation (6.13), on prouverait de la même manière la caractérisation des espaces
propres Ker(A∓ Ωm).

14. Nous utiliserons désormais la même notation pour la fonction constante λp définie sur |k| > kc et sa valeur
λp = Ωm/

√
2.



7.2. Théorie spectrale de l’opérateur de Schrödinger 151

On définit alors l’espace H0 par

H0 = Ker(A)
⊥
⊕Ker(A− Ωm)

⊥
⊕Ker(A + Ωm). (7.95)

Son orthogonal, l’image du projecteur E(I0), est alors déterminé par le lemme suivant

Lemme 7.2.3 L’espace H⊥0 est caractérisé de la façon suivante

H⊥0 =
{
U = (uE,uH , uP ,uM ) ∈ H | divuH |R2

−
= 0, divuH |R2

+
= 0 et divuM = 0

}
où l’opérateur div est défini au sens des distributions par div u = ∂ux

∂x
+ ∂uy

∂y
.

Preuve. La preuve de ce lemme est similaire à celle du lemme 7.1.18.

Remarque 7.2.4 Notons que l’on retrouve ici le résultat connu qui affirme qu’éliminer les
champs statiques (correspondant à la valeur propre nulle) dans un diélectrique consiste à imposer
une condition de divergence nulle dans ce milieu. Pour le matériau de Drude, on obtient le même
type de condition lorsqu’on élimine les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres ±Ωm.

Il découle alors de cette étude le corollaire suivant.

Corollaire 7.2.5 Le spectre de l’opérateur A est σ(A) = R. Par contre, sa structure dépend
des paramètres Ωe et Ωm :

– Lorsque Ωe 6= Ωm,

σp(A) = {−Ωm, 0,Ωm} et σc(A) = R \ {−Ωm, 0,Ωm} ,

où les valeurs propres −Ωm, 0 et Ωm sont de multiplicité infinie. De plus, en terme de
mesure, il admet la décomposition suivante :

σpp(A) = {−Ωm, 0,Ωm} , σac(A) = R et σsc(A) = ∅.

Cette dernière relation permet alors de décomposer l’espace de Hilbert H de la manière
suivante :

H = Hpp

⊥
⊕Hac avec Hac = H⊥0 et Hpp = H0, (7.96)

où les espaces H0 et H⊥0 ont été respectivement définis dans les lemmes 7.2.2 et 7.2.3.
– Lorsque Ωe = Ωm,

σp(A) = {−Ωm, ,−λp, 0, λp,Ωm} et σc(A) = R \ {−Ωm, ,−λp, 0, λp,Ωm} ,

où les valeurs propres −Ωm,−λp, 0, λp et Ωm sont encore de multiplicité infinie. Ici, nous
avons :

σpp(A) = {−Ωm,−λp, 0, λp,Ωm} , σac(A) = R et σsc(A) = ∅.
Ce qui se traduit par la décomposition suivante :

H = Hpp

⊥
⊕Hac,

où Hac = Im(E(I0 \ {−λp, λp})) et Hpp = H0
⊥
⊕ Im(E({λp})

⊥
⊕ Im(E({−λp}).

Notons enfin que l’espace H⊥0 = Im(E(I0)) se réécrit donc sous la forme :

H⊥0 = Hac

⊥
⊕ Im(E({λp})

⊥
⊕ Im(E({−λp}). (7.97)
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7.2.3 Diagonalisation de l’opérateur de Schrödinger
Nous allons dans cette partie achever notre étude spectrale en définissant une transforma-

tion Ũ, de H dans un espace L̃ , diagonalisant l’opérateur A sur le sous-espace H⊥0 . L’espace
spectral L̃ va encore être défini à partir des zones spectrales A, B, C, D et E qui régissent le
comportement des modes de A. A cette fin, introduisons les ensembles suivants :

– OA = {(λ, k) ∈ R2 | (|k| , |λ|) ∈ A}, OB = {(λ, k) ∈ R2 | (|k| , |λ|) ∈ B},

– OC = {(λ, k) ∈ R2 | (|k| , |λ|) ∈ C}, OD = {(λ, k) ∈ R2 | (|k| , |λ|) ∈ D},

– IE = {k ∈ R | |k| > kc}.

L’espace spectral est alors défini à partir de ces ensembles de la façon suivante :

L̃ = L2(OA)2 ⊕ L2(OB)2 ⊕ L2(OC)⊕ L2(OD)⊕ L2(IE)2.

Cet espace de Hilbert est muni de la norme hermitienne ‖·‖L̃k suivante :

‖ũ‖2
L̃ = ‖ũ(·, ·,−1)‖2

L2(OA) + ‖ũ(·, ·, 1)‖2
L2(OA) + ‖ũ(·, ·,−1)‖2

L2(OB) + ‖ũ(·, ·, 1)‖2
L2(OB)

+ ‖ũ(·, ·, 1)‖2
L2(OC) + ‖ũ(·, ·,−1)‖2

L2(OD) + ‖ũ(λp(·), ·, 1)‖2
L2(IE) + ‖ũ(−λp(·), ·, 1)‖2

L2(IE) ,

où ũ = (ũ(·, ·,−1), ũ(·, ·, 1), ũ(·, ·,−1), ũ(·, ·, 1), ũ(·, ·, 1), ũ(·, ·,−1), ũ(λp(·), ·, 1), ũ(−λp(·), ·, 1)).
Tous les espaces L2 sont ici munis de leur norme usuelle. Notons que la notation
‖ũ(±λp(·), ·, 1)‖2

L2(IE) , qui est un peu ambigüe 15, est une norme L2 de la seule variable k
qui s’écrit :

‖ũ(±λp(·), ·, 1)‖2
L2(IE) =

∫
IE
|ũ(±λp(k), k, 1)|2 dk.

Introduisons maintenant la transformation Ũ : H↓ 7−→ L̃, construite à l’aide des modes de
vibration libres wλ, k, j de l’opérateur A :

ŨU =
(
ŨAU , ŨB U , ŨC U , ŨDU , ŨE U

)
,

où les applications ŨA : H↓ 7−→ L2(OA)2, ŨB : H↓ 7−→ L2(OB)2, ŨC : H↓ 7−→ L2(OC),
ŨD : H↓ 7−→ L2(OD), ŨE : H↓ 7−→ L2(IE)2 s’écrivent de la manière suivante :

ŨAU(λ, k) =
(
〈U ,wλ, k,−1〉H , 〈U ,wλ, k, 1〉H

)
, ŨBU(λ, k) =

(
〈U ,wλ, k,−1〉H , 〈U ,wλ, k, 1〉H

)
,

ŨCU(λ, k) =
(
〈U ,wλ, k, 1〉H

)
, ŨDU(λ, k) =

(
〈U ,wλ, k,−1〉H

)
,

ŨEU(k) =
(〈
U ,wλp(k),k,1

〉
H
,
〈
U ,w−λp(k),k,1

〉
H

)
.

Théorème 7.2.6 L’application Ũ se prolonge par densité en une isométrie partielle de H dans
L̃ satisfaisant :

Ũ∗ Ũ = E(I0)
où I0 = R \ {−Ωm, 0,Ωm} et E(I0) est la projection orthogonale de H sur le sous-espace H⊥0
défini par le lemme 7.2.3.
De plus, pour toute fonction borélienne f et tout élément U ∈ H tel que E(I0)U ∈ D(f(A)), le
vecteur f(A)U s’écrit alors :

f(A)E(I0)U = Ũ∗ f(λ) ŨU . (7.98)

15. Ces espaces sont en fait des espaces L2 définis sur les variétés formées par les courbes C∞ : ±λp sur IE et
sont donc isomorphes à l’espace L2(IE) "habituel" où la courbe est la droite constante λ = k sur IE .
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L’opérateur f(A) admet ainsi sur l’ensemble D(f(A)) ∩H⊥0 la forme diagonale suivante :

f(A) = Ũ∗ f(λ) Ũ.

Preuve. La preuve de ce théorème est ici similaire à celle du théorème 7.1.22. Nous la refaisons
cependant dans un but didactique.
En appliquant à I = I0 la formule (7.92), il vient :

‖E(I0)U‖2
H =

∫
R

∫
R

∑
j∈Jλ,k

∣∣∣〈U ,wλ, k, j〉H
∣∣∣2 dmk(λ) dk, ∀U ∈ H↓,

soit encore :

‖E(I0)U‖2
H =

∫
R

∫
R

∑
j∈Jλ,k

∣∣∣ŨU(λ, k, j)
∣∣∣2 dmk(λ) dk =

∥∥∥ŨU∥∥∥2

L̃
, ∀U ∈ H↓.

Ainsi l’application ŨU se prolonge par densité sur H en une isométrie partielle satisfaisant :∥∥∥ŨU∥∥∥2

L̃
= ‖E(I0)U‖2

H , ∀U ∈ H.

Cette dernière relation se réécrit : Ũ∗ Ũ = E(I0), où E(I0) est la projection orthogonale sur
l’espace H⊥0 défini par le lemme 7.2.3.
L’équation (7.72) montre que l’expression (7.93) de la mesure spectrale sur des intervalles I
inclus dans I0 se prolonge à H de la manière suivante :

d(EλU ,V )H =
∫
R

∑
j∈Jλ,k

ŨU(λ, k, j) ŨV (λ, k, j) dmk(λ) dk, ∀U ,V ∈ H.

Ainsi d’après le théorème spectral, pour tout élément U ∈ H tel que E(I0)U ∈ D(f(A)), nous
avons

(f(A)E(I0)U ,V )H =
∫
R

∫
R
f(λ)

∑
j∈Jλ,k

ŨU(λ, k, j) ŨV (λ, k, j)H dmk(λ) dk

= (f(·) ŨU , ŨV )L̃, ∀U ,V ∈ H.

Soit
f(A)E(I0)U = Ũ∗ f(λ) ŨU ,

qui se simplifie en
f(A)U = Ũ∗ f(λ) ŨU ,

pour U ∈ D(f(A)) ∩H⊥0 .

On peut ici faire les mêmes commentaires que dans le cas de la diagonalisation de l’opérateur Âk.
Ce théorème montre que la famille modale wλ, k, j est complète dans H⊥0 car si 〈U , ŵλ,k,j〉H = 0
pour tout λ, k et j caractérisant l’espace spectral L̃ alors EI0 U = 0. Il nous reste à prouver
qu’elle est orthonormale en démontrant que Ũ Ũ∗ = IdL̃. La preuve de ce dernier résultat va
différer de celle effectuée pour la proposition 7.1.23. En effet, cette dernière reposait sur le fait
qu’à chaque valeur λ (différente de 0 et ±Ωm) l’opérateur Âk admettait un nombre fini (le
cardinal de Jλ,k) de modes ŵλ,k,j . Pour l’opérateur A, ce n’est plus le cas : à chaque λ, il y a un
continuum de modes wλ, k, j indexés par k et j. Pour montrer ce résultat, nous allons suivre la
démarche de [117]. Celle-ci est fondée sur la proposition 7.1.23 (issue de la diagonalisation des
opérateurs réduits Âk) et sur un petit lemme concernant les opérateurs bornés d’un espace de
Hilbert dans une somme directe d’espaces de Hilbert, à l’instar de notre opérateur Ũ.
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Lemme 7.2.7 Soient H0 et L deux espaces de Hilbert. Supposons de plus que l’espace L est
une somme directe finie 16 d’espaces de Hilbert Lk :

L =
N∑
p=1
Lp, où N ∈ N∗.

Soit un opérateur borné B : H0 7→ L , alors :

Bf = (B1 f, ...,BN f) où ∀p ∈ {1, ..., N} Bp : H0 7→ Lp est un opérateur borné.

Un tel opérateur satisfait l’équivalence suivante :

BB∗ = IdL ⇐⇒ Bp B∗q = δpq IdLp , ∀p, q ∈ {1, ..., N} , (7.99)

où l’indice de Kronecker δp,q vaut 1 pour p = q et 0 pour p 6= q.

Preuve. Nous reprenons ici la preuve décrite dans [117]. Soit f = (f1, ..., fN) ∈ L, dont les
composantes fp appartiennent par définition à Lp. Il est alors aisé de constater que

BB∗ f =
 N∑
p=1

B1 B∗p fp, ...,
N∑
p=1

Bq B∗p fp, ...,
N∑
p=1

BN B∗p fp

 . (7.100)

Le sens ⇐= de l’équivalence (7.99) découle alors immédiatement de (7.100). Sa réciproque se
prouve également facilement en choisissant dans (7.100) à p fixé des vecteurs f de la forme
f = (0, ..., fp, ..., 0), puis en faisant varier p de 1 à N .

Nous sommes maintenant à même de démontrer la

Proposition 7.2.8 L’isométrie partielle Ũ vérifie

Ũ Ũ∗ = IdL̃.

Preuve. D’après le lemme 7.2.7, montrer que Ũ Ũ∗ = IdL̃ est équivalent à prouver 17 :

Ũp (Ũq)∗ = δp,q IdL(Op), ∀p, q ∈ {A, B, C, D, E}. (7.101)

Nous nous contenterons ici de prouver que ŨC (ŨC)∗ = IdL(OC) (les autres cas se démontrant de
manière similaire). A cette fin, définissons l’opérateur borné ÛC : H 7→ L2(OC) par

ÛC = ŨC F−1.

Notons alors que :
ŨC (ŨC)∗ = ÛC (ÛC)∗.

Ainsi, il nous suffit de prouver que : ÛC (ÛC)∗ = IdL(OC). Pour démontrer ce résultat, nous
allons utiliser le lemme suivant 18

16. Ce résultat reste valable pour une somme directe dénombrable.
17. Dans la formule (7.101), on pose OE = IE .
18. Ce lemme semble lié au fait que la transformation diagonalisant l’opérateur Â : Û = ŨF−1 est un opéra-

teur borné décomposable sur les transformations Ũk diagonalisant Âk. N’ayant pas trouvé de référence dans la
littérature, nous avons suivi la démarche de [117] en le redémontrant ici "à la main".
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Lemme 7.2.9 Pour tout g̃ ∈ D(Oc), nous avons :

((ÛC)∗g̃)(·, k) = (ŨC
k )∗g̃(·, k) =

∫
Λk(C)

ŵλ, k,1(·)g̃(λ, k) dλ. (7.102)

Preuve. Soient F ∈ D0 = D(R2) ×D(R2) ×D(R2
+) ×D(R2

+) et g̃ ∈ D(Oc). Nous notons F̂
la transformée de Fourier F(F ) de F . Il vient alors :(

(ÛC)∗ g̃, F̂
)
H

= (g, (ÛC) F̂ )L2(OC) = (g̃, ŨC F )L2(OC).

En exprimant la quantité (g̃, ŨC F )L2(OC) sous forme intégrale, on obtient :

(g̃, ŨC F )L2(OC) =
∫
OC

g̃(λ, k) 〈F ,wλ, k, 1〉H dk dλ.

En utilisant alors que
〈F ,wλ, k, 1〉H =

〈
F̂ (·, k), ŵλ, k,1

〉
Ĥ
,

cette dernière intégrale se réécrit sous la forme :

(g̃, ŨC F )L2(OC) =
∫
OC

g̃(λ, k)
〈
F̂ (·, k), ŵλ, k,1

〉
Ĥ

dk dλ.

Le vecteur propre généralisé ŵλ, k,1 est défini pour des paramètres spectraux (k, λ) appartenant
à Oc, nous prolongeons sa définition en posant

ŵp
λ, k,1 = ŵλ, k,1 sur Oc et ŵp

λ, k,1 = 0 sur R2 \ Oc.

En appliquant alors le théorème de Fubini 19, il découle :

(g̃, ŨC F )L2(OC) =
〈∫

R
ŵp
λ,·,1 g̃(λ, ·) dλ, F̂

〉
H
.

Il vient donc finalement avec (7.102) et le fait que le support de ŵp
λ, k,1 en λ est contenu dans

Λk(C) : 〈
(ÛC)∗ g̃, F̂

〉
H

=
〈∫

Λk(C)
ŵλ,·,1 g̃(λ, ·) dλ, F̂

〉
H
,

et le résultat découle alors de la densité de F(D0) dans H↓ et de la proposition 7.1.26.

Fort de ce lemme, terminons maintenant la preuve de la proposition 7.99. Par densité de D(OC)
dans L2(OC), prouver ÛC (ÛC)∗ = IdL(OC) est équivalent à démontrer :(

(ÛC)∗f̃ , (ÛC)∗g̃
)
L2(OC)

=
(
f̃ , g̃

)
L2(OC)

, ∀f̃ , g̃ ∈ D(OC).

Soient f̃ et g̃ ∈ D(OC) , nous avons d’après le lemme 7.2.9 :(
(ÛC)∗f̃ , (ÛC)∗g̃

)
H

=
∫
R

(
(ŨC

k )∗f̃(·, k), (ŨC
k )∗g̃(·, k)

)
Ĥ

dk.

Or d’après la proposition 7.1.23 : ŨkŨ∗k = IdL̃k pour tout k ∈ R différent ±kc, ainsi d’après le
lemme 7.2.7 l’opérateur ŨC

k vérifie : ŨC
k (ŨC

k )∗ = IdL2(Λk(C)), ce qui se traduit par :(
(ÛC)∗f̃ , (ÛC)∗g̃

)
H

=
∫
R

(
f̃(·, k), g̃(·, k)

)
L2(Λk(C))

dk.

Soit finalement par définition de l’ensemble Oc :(
(ÛC)∗f̃ , (ÛC)∗g̃

)
H

=
(
f̃ , g̃

)
L2(OC)

.

Ce qui achève la preuve.
19. On justifie encore l’utilisation du théorème de Fubini par le fait que la fonction propre ŵλ, k,1 est unifor-

mément bornée pour des paramètres spectraux (k, λ) appartenant à un compact de Oc.
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Il découle alors du théorème 7.2.6 et de la proposition 7.2.8, le théorème suivant qui résume
l’étude spectrale de ce chapitre :

Théorème 7.2.10 La restriction de Ũ à H⊥0 est un opérateur unitaire qui diagonalise à A au
sens où pour toute fonction borélienne f , l’opérateur f(A) admet sur l’ensemble D(f(A))∩H⊥0
la forme diagonale suivante :

f(A) = Ũ∗ f(λ) Ũ.

Expression de la transformation adjointe Ũ∗

Nous pourrions nous arrêter là dans l’étude spectrale, mais nous allons achever ce chapitre
en explicitant la transformation adjointe

Ũ∗ : L̃ 7→ H.

Celle-ci est définie à partir des opérateurs bornés (ŨA)∗, (ŨB)∗, (ŨC)∗, (ŨD)∗ et (ŨE)∗ par :

Ũ∗ũ =
(
ŨA
)∗

(ũ(·, ·,−1), ũ(·, ·, 1)) +
(
ŨB

)∗
(ũ(·, ·,−1), ũ(·, ·, 1)) +

(
ŨC
)∗
ũ(·; ·, 1)

+
(
ŨD

)∗
ũ(·, ·,−1) +

(
ŨE

)∗
(ũ(λp(·), ·, 1), ũ(−λp(·), ·, 1)), ∀ũ ∈ L̃.

Il nous reste à expliciter les opérateurs (ŨA)∗, (ŨB)∗, (ŨC)∗, (ŨD)∗ et (ŨE)∗ à l’aide de la
proposition suivante :

Proposition 7.2.11 Les opérateurs bornés (ŨA)∗ : L2(OA)2 7−→ H, (ŨB)∗ : L2(OB)2 7−→ H,
(ŨC)∗ : L2(OC) 7−→ H, (ŨD)∗ : L2(OD) 7−→ H et (ŨE)∗ : L2(IE)2 7−→ H sont respectivement
définis comme le prolongement par densité des expressions suivantes :

– ∀ũ = (ũ(·, ·,−1), ũ(·, ·, 1)) ∈ D(OA)2 ,

(ŨA)∗ũ =
∫
OA
ũ(λ, k,−1)wλ, k,−1 + ũ(λ, k, 1)wλ, k, 1 dk dλ.

– ∀ũ = (ũ(·, ·,−1), ũ(·, ·, 1)) ∈ D(OB)2,

(ŨB)∗ũ =
∫
OB

ũ(λ, k,−1)wλ, k,−1 + ũ(λ, k, 1)wλ, k, 1 dk dλ.

– ∀ũ(·, ·, 1) ∈ D(OC),
(ŨC)∗ũ =

∫
OC

ũ(λ, k, 1)wλ, k, 1 dk dλ.

– ∀ũ(·, ·,−1) ∈ D(OD),
(ŨD)∗ũ =

∫
OD

ũ(λ, k,−1)wλ, k,−1 dk dλ.

– ∀ũ = (ũ(λp(·), ·, 1), ũ(−λp(·), ·, 1)) ∈ D(IE)2,

(ŨE)∗ũ =
∫
IE
ũ(λp(k), k, 1)wλp(k),k,1 + ũ(−λp(k), k, 1)w−λp(k),k,1 dk.

Preuve. La preuve est ici similaire à celle de la proposition 7.1.26.
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7.3 Annexe : un peu de théorie spectrale
Cette annexe ne se veut en aucun cas une construction didactique de la théorie spectrale

des opérateurs auto-adjoints. A cette fin, nous renvoyons le lecteur aux multiples ouvrages qui
existent sur ce sujet (cf.[38, 69, 70, 100]). Nous nous contentons ici de résumer les principaux
théorèmes et notions mathématiques dont nous avons besoin dans ce chapitre et le chapitre
suivant. La forme de ce rappel s’inspire de [63]. Nous oublions ici pour un court instant l’équation
de Schrödinger (5.15) et travaillons dans un cadre très général : un espace de Hilbert H muni
de son produit scalaire (·, ·).

7.3.1 Résolvante et spectre d’un opérateur auto-adjoint
Soit A := D(A) ⊂ H 7→ H un opérateur auto-adjoint. Tout comme celui d’une matrice, la

définition du spectre de A en dimension infinie est liée au caractère non inversible de l’opérateur
A− ζ lorsque ζ parcours le plan complexe C.

Définition 7.3.1 Le spectre de A, noté σ(A) est le complémentaire de l’ensemble des ζ ∈ C
tels que la résolvante R(ζ) := (A− ζ)−1 existe en tant qu’opérateur borné sur H.

La connaissance du spectre d’un opérateur est donc intrinsèquement liée aux propriétés de la
résolvante. A l’aide de l’égalité algébrique suivante appelée usuellement identité de la résolvante

R(ζ)−R(ζ ′) = (ζ − ζ ′)R(ζ)R(ζ ′),∀ ζ, ζ ′ ∈ C \ σ(A),

on montre la proposition :

Proposition 7.3.2 L’ensemble C\σ(A) est ouvert et la résolvante est une fonction holomorphe
en ζ sur cet ensemble.

On déduit immédiatement de cette propriété que σ(A) est un ensemble fermé de C.

Spectre ponctuel et spectre continu

On vérifie tout d’abord (cf.[38]) que R(ζ) est un opérateur borné dès que ζ ∈ C \ R, ce qui
montre que σ(A) ⊂ R. En dimension infinie, un nombre réel λ a alors deux raisons de figurer
dans le spectre :

– D’une part, R(λ) peut ne pas exister car A− λ n’est pas injectif. De tels λ définissent le
spectre ponctuel de A (formés de valeurs propres de A) :

σp(A) = {λ ∈ R | ∃u ∈ D(A) non nul tel que Au = λu}

– D’autre part, R(λ) peut ne pas exister en tant qu’opérateur borné sur H car A − λ est
injectif mais pas surjectif. Dans ce cas, on peut définir R(λ) comme un opérateur non
borné dont le domaine est toujours dense dans H (puisque Im(A− λ) = Ker(A − λ)⊥
pour un opérateur auto-adjoint). L’ensemble de ces λ forment le spectre continu de A :

σc(A) := σ(A) \ σp(A). (7.103)



158 Chapitre 7. Décomposition spectrale de l’opérateur de Schrödinger

7.3.2 Le théorème spectral
Notion de famille spectrale

Afin de décomposer un opérateur auto-adjoint défini sur H, nous devons dans un premier
temps introduire les notions de famille spectrale.

Définition 7.3.3 (famille spectrale) Soient H un espace de Hilbert et E une application de
l’ensemble des boréliens de R à valeur dans l’ensemble des projections orthogonales sur H. On
dit que E est une famille spectrale (ou mesure spectrale) si :

E(∅) = 0, et E(R) = I,

E(
∞⋃
j=1

Jj) =
∞∑
j=1

E(Jj), ∀Jj boréliens de R disjoints.

On montre alors en particulier que l’on a :

E(J1 ∩ J2) = E(J1)E(J2), ∀J1, J2 boréliens de R.

Pour tout vecteur u ∈ H, on associe à la mesure spectrale une mesure réelle positive par la
définition suivante.

Définition 7.3.4 (mesures réelles positives associées à la mesure spectrale) Soit une mesure
spectrale E et un vecteur u ∈ H, on peut définir une mesure réelle positive finie µu par :

µu(J) = (E(J)u, u), ∀J boréliens de R.

La variation de cette mesure sera notée d (Eλu, u).

Remarque 7.3.5 Notons qu’à partir des mesures µu, on définit par identité de polarisation des
mesures finies µu,v en posant pour tout u, v ∈ H :

µu,v(J) = (E(J)u, v), ∀J boréliens de R.

La mesure spectrale permet de définir une intégrale en donnant un sens aux quantités 20

∫
R
f(λ) dEλu ∈ H

pour des fonctions f boréliennes. Bien entendu, comme dans toute théorie de l’intégration,
de tels objets sont tout d’abord définis sur des fonctions "sympathiques" par exemple étagées
pour être ensuite étendus par densité aux fonctions boréliennes. Pour la construction de cette
intégrale, nous renvoyons le lecteur à [70, 100].

Théorème spectral

D’une part, le théorème spectral suivant montre qu’à chaque opérateur auto-adjoint est
associé une unique famille spectrale E(·) et que cet opérateur se décompose selon cette famille.
D’autre part, il permet d’établir un calcul fonctionnel associé à l’opérateur A en définissant
l’opérateur f(A) pour une fonction f donnée.

20. Pour des fonctions f boréliennes bornées, cette intégrale existe toujours. Par contre, lorsque f est non
bornée, on a besoin d’une condition d’intégrabilité par rapport à la meure µu. Il faut supposer de plus∫
R
∣∣f(λ)2

∣∣ d (Eλu, u) <∞ (cf. 7.3.7).
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Théorème 7.3.6 (théorème spectral) : Soit A un opérateur auto-adjoint (borné ou non borné)
sur H alors il existe une unique famille spectrale E(·) telle que

Au =
∫
R
λ dEλu, ∀u ∈ D(A) =

{
u ∈ H |

∫
R
λ2 d (Eλu, u) <∞

}
. (7.104)

Pour toute fonction f borélienne de R dans C, on définit alors l’opérateur f(A) (dont le domaine
est dense dans H) par

f(A)u =
∫
R
f(λ) dEλu, ∀u ∈ D(f(A)) =

{
u ∈ H |

∫
R
|f(λ)|2 d (Eλu, u) <∞

}
,

que l’on notera formellement f(A) =
∫
R f(λ) dEλ. En particulier, cet opérateur est respective-

ment auto-adjoint pour une fonction f à valeur réelle et borné pour f bornée. De plus, lorsque
f et g sont deux fonctions boréliennes bornées,

f(A)∗ = f(A) et f(A) g(A) = (fg)(A). (7.105)
Remarque 7.3.7 Le théorème spectral, nous permet de caractériser le domaine A ou plus
généralement celui de f(A) par une condition d’intégrabilité sur f 2 par rapport à la mesure
µu. Cette condition est essentielle car elle permet de justifier l’existence du produit scalaire
(f(A), u, u) =

∫
R
f(λ) d (Eλu, u). Ceci permet d’une part de définir par identité de polarisa-

tion (f(A)u, v) =
∫
R f(λ) d (Eλu, v) pour des u et v dans D(f(A)) et d’autre part de justifier

l’existence des objets non triviaux :
∫
R f(λ) dEλu en tant qu’éléments de H(cf. [38]).

Remarque 7.3.8 Lorsque f et g ne sont pas bornées, l’équation (7.105) f(A) g(A)u =
(fg)(A)u est seulement valable pour

u ∈ D(f(A) g(A)) = {u ∈ D(g(A)) | g(A)u ∈ D(f(A))} .

Exemples d’applications du calcul fonctionnel

La définition de f(A) que nous venons de donner coïncide (heureusement !) avec les cas où l’on
peut définir f(A) par un autre moyen. Nous allons ici donner quelques exemples d’applications
importantes de ce calcul fonctionnel.
• Un premier cas particulier essentiel est celui de f(λ) = (λ − ζ)−1 qui est bornée pour

ζ ∈ C \ R. On peut montrer que l’opérateur f(A) ainsi défini n’est autre que la résolvante
R(ζ) = (A− ζ)−1. On peut alors écrire :

R(ζ)u =
∫
R

dEλu
λ− ζ

, ∀u ∈ H. (7.106)

• Un autre exemple, qui nous sera très utile dans la suite. Lorsque f(λ) = ei λ t, on pose

eiAt u =
∫
R
eiλt dEλu, ∀u ∈ H.

qui définit alors un opérateur borné unitaire. On peut monter que celui-ci coïncide avec l’opé-
rateur eiAt introduit dans le théorème 5.2.2.
• Enfin, pour un borélien I de R, on désigne par projecteur spectral associé à la partie

I ∩ σ(A) du spectre, l’opérateur E(I) décrit à l’aide du calcul fonctionnel par la relation :

E(I)u = 1I(A)u =
∫
R
1I(λ) dEλu, ∀u ∈ H. (7.107)

Remarquons également que pour le cas particulier de I = R, il vient

u =
∫
R

dEλu, ∀u ∈ H. (7.108)

Ainsi, tout vecteur de l’espace de Hilbert H se décompose sur la mesure spectrale.
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Lien entre spectre et famille spectrale

La définition de projecteur spectral associé à une partie du spectre mentionné dans (7.107)
prend tout son sens avec la proposition suivante.

Proposition 7.3.9 Soit A un opérateur auto-adjoint (borné ou non) sur H et E(·) la mesure
spectrale qui lui est associée.

– Le support 21de la mesure spectrale est le spectre de l’opérateur σ(A) (qui est bien un
ensemble fermé d’après la proposition 7.3.2).

– λ ∈ σp(A) si et seulement si E({λ}) 6= 0. Lorsque E({λ}) 6= 0, E({λ}) est alors le
projecteur spectral associé à la valeur propre λ (c’est-à-dire la projection orthogonale sur
le sous-espace propre correspondant).

– λ ∈ σc(A) si et seulement si λ appartient au support de la mesure spectrale et E({λ}) = 0.

Calcul de la famille spectrale

Nous avons vu que la connaissance de la famille spectrale est essentielle pour caractériser les
propriétés de l’opérateur A (notamment son spectre, sa décomposition spectrale (cf. (7.104)) et
le calcul fonctionnel qui lui est associé). Pour l’instant, le théorème spectral ne nous donnait que
l’existence d’une telle famille. Nous allons voir qu’il permet également de "mettre la main" sur
la famille spectrale E(·) à partir de la résolvante de l’opérateur R(ζ) avec la formule de Stone
qui peut-être vue comme une inversion de la relation (7.106).

Proposition 7.3.10 (Formule de Stone) Soit I un intervalle de R. Le projecteur spectral E(I)
est relié à la résolvante de l’opérateur auto-adjoint A par la formule suivante :

E(I)u = −1
2iπ lim

ε→0+
lim
δ→0+

∫
Cε,δ(I)

R(ζ)u dζ, ∀u ∈ H. (7.109)

où Cε,δ(I) désigne une famille de chemins du plan complexe tels que celui qui est représenté
dans la figure 7.3 : en notant [λ, µ] = I. Chaque chemin Cε,δ(I) est constitué de deux segments
(parcourus en sens inverse) [λ± ε, µ± ε] + iδ et [λ± ε, µ± ε]− iδ où les signes ± sont choisis
de sorte que λ (respectivement µ) appartienne à [λ± ε, µ± ε] si et seulement si il appartient à
I.

Remarque 7.3.11 Résumons ici les idées contenues dans la preuve de la formule de Stone pour
comprendre en quoi, elle est une application directe du calcul fonctionnel défini par le théorème
spectral. Remarquons tout d’abord que d’après l’analycité de R(ζ) (cf. proposition 7.3.2), la
formule (7.109) reste inchangée si l’on déforme le contour Cε,δ(I) sans changer les points de
départ et d’arrivée, et sans rencontrer de point du spectre. Puis, notons que cette formule est en
fait une simple application du théorème de convergence dominée. En effet, on vérifie aisément
que ∀λ ∈ R,

rε,δ(λ) = −1
2iπ

∫
Cε,δ(I)

dζ
λ− ζ

−→
ε,δ→0+

1I(λ), (7.110)

21. Le support d’une mesure borélienne positive (à l’instar de la mesure spectrale) sur un espace topologique
est, par définition, le plut petit ensemble fermé de mesure pleine (c’est-à-dire dont le complémentaire est de
mesure nulle).
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• •

••

••
λ µ

µ+ ε+ iδλ+ ε+ iδ

µ+ ε− iδλ+ ε− iδ

Re(ζ)

Im(ζ)

Figure 7.3 – Définition du chemin d’intégration Cε,δ(I) lorsque I =]λ, µ]

où le terme de gauche reste uniformément borné en ε, δ et λ. Ainsi, il découle immédiatement
de (7.106), (7.107) et de (7.110) que 22

−1
2iπ

∫
Cε,δ(I)

R(ζ)u dζ =
∫
R

∫
Cε,δ(I)

dζ
λ− ζ

dEλu = rε,δ(A)u −→
ε,δ→0+

E(I)u, ∀u ∈ H. (7.111)

7.3.3 Décomposition de la mesure spectrale
Montrons dans ce paragraphe que la forme prise par la mesure spectrale est en fait directe-

ment reliée à la structure de l’opérateur. Dans ce but, rappelons un résultat général de la théorie
de la mesure (cf. [100]) qui affirme que toute mesure µ finie définie sur la tribu borélienne de R
admet une décomposition de la forme

µ = µpp + µac + µsc où (7.112)

– µpp est une mesure ponctuelle, autrement dit une somme de masses de dirac, placées en
des point λj, j ∈ J .

– µac est une mesure absolument continue (par rapport à la mesure de Lebesgue), ce qui
signifie qu’il existe une fonction f intégrable telle que dµac = f(λ) dλ.

– µsc est singulièrement continue 23 (encore par rapport à la mesure de Lebesgue) ; d’une
part elle est continue (au sens où comme µac, tous les singletons ont une mesure nulle) ,
d’autre part elle est singulière, ce qui se traduit par l’existence d’un ensemble E ⊂ R tel
que µsc(E) = 0 alors que R \ E est de mesure de Lebesgue nulle.

Ce résultat est applicable en particulier à la mesure 24 réelle µu, associée à la mesure spectrale
µu, pour tout u ∈ H. On déduit de ce théorème (cf. [100]) que l’on peut construire trois sous-
espaces fermés de H (qui sont donc eux-mêmes des espaces de Hilbert pour le produit scalaire

22. Remarquons que dans la première égalité de (7.111), nous avons interverti les deux intégrales :
∫
R et

∫
Cε,δ(I).

Cette opération se justifierait par l’application du théorème de Fubini-Tonelli sur les mesures µu associées à la
mesure spectrale.
23. Un exemple de mesure singulièrement continue peut être construit à partir de la fonction dite de Cantor

qui possède l’étrange propriété d’être une fonction non constante, continue, dont la dérivée existe et s’annule
presque partout (cf. [100]).
24. La formule (7.108) nous montre que µu est bien une mesure finie.
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de H) :

Hpp = {u ∈ H | µu est purement ponctuelle},
Hac = {u ∈ H | µu est absolument continue},
Hsc = {u ∈ H | µu est singulièrement continue}. (7.113)

qui permettent d’obtenir une décomposition canonique de l’opérateur A donnée dans la

Proposition 7.3.12 H = Hpp

⊥
⊕Hac

⊥
⊕Hsc et on peut définir sur chacun de ces espaces de Hilbert

les opérateurs auto-adjoints : App, Aac et Asc, dont le domaine est respectivement D(App) =
D(A)∩Hpp, D(Aac) = D(A)∩Hac et D(Asc) = D(A)∩Hsc. L’opérateur A se décompose alors
de la manière suivante :

A = App ⊕ Aac ⊕ Asc sur D(A) = D(App)
⊥
⊕D(Aac)

⊥
⊕D(Asc). (7.114)

On définit alors une seconde décomposition du spectre (différente de (7.103)) basée sur la struc-
ture de la mesure.

Définition 7.3.13 Pour un opérateur auto-adjoint A, on désigne respectivement par spectre
purement ponctuel, spectre absolument continu et spectre singulièrement continu les ensembles :
σpp(A) := σ(App), σac(Aac) := σ(Aac) et σsc(Asc) := σ(Asc).

Remarque 7.3.14 On constate tout d’abord que σpp(A), σac(A), σsc(A) sont des ensembles
fermés car ils sont chacun définis à l’aide du spectre d’un opérateur. De plus, l’égalité (7.114)
assure que σ(A) = σpp(A) ∪ σac(A) ∪ σsc(A). Néanmoins, ils ne forment pas une partition du
σ(A) car ils ne sont pas nécessairement disjoints deux à deux. Comparons maintenant cette
seconde décomposition du spectre, liée à la structure de la mesure spectrale, à la décomposition
plus algébrique en spectre ponctuel et spectre continu. Tout d’abord, on déduit facilement de la
proposition (7.3.9) que σp(A) ⊂ σpp(A), les valeurs propres font évidemment partie du spectre pu-
rement ponctuel. Néanmoins, cette inclusion est stricte. Pour s’en convaincre, prenons l’exemple
d’un opérateur auto-adjoint compact et injectif en dimension infinie dont la mesure spectrale est
purement ponctuelle. Il est alors facile de remarquer que 0 ∈ σpp(A) = σ(A), mais en raison
du caractère injectif de A que 0 /∈ σp(A). On démontre en fait (cf. [100]) que σp(A) = σpp(A).
Concernant le spectre continu et l’union des spectres absolument et singulièrement continus,
aucune inclusion n’est vérifiée pour un opérateur auto-adjoint quelconque. En effet, revenons à
l’exemple précédent d’un opérateur auto-adjoint compact et injectif en dimension infinie, dans
ce cas σc(A) = {0} alors que σac(A) = σsc(A) = ∅, ainsi σc(A) 6⊂ (σac(A) ∪ σsc(A)). L’autre
inclusion n’est également pas vérifiée. En effet, notre opérateur de Schrödinger possède des va-
leurs propres(cf. 7.2.5) qui ne sont donc pas dans le spectre continu et son spectre absolument
continu est σac(A) = R.

7.3.4 Opérateurs décomposables
Nous terminons ce petit résumé par les propriétés spectrales d’opérateurs bien particuliers :

les opérateurs auto-adjoints décomposables, intervenant dans les équations de propagation
d’ondes dans les milieux stratifiés (cf. [39, 62, 113]) à l’instar de notre dioptre. Pour définir
un opérateur décomposable, nous devons au préalable introduire la notion d’intégrale directe
qui généralise le concept de somme directe dans un espace de Hilbert. Une intégrale directe ou
"intégrale hilbertienne" est construite à partir :
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– d’une famille d’espaces de Hilbert Lk, ∈ k ∈ R, chacun d’eux étant muni d’un produit
scalaire (·, ·)Lk (‖·‖Lk désignant la norme associée),

– d’une mesure positive µ définie sur R. Si on note u une application k 7→ uk ∈ Lk ("appelée
un champs de vecteurs"), on peut considérer l’ensemble des u tels que∫

R
‖uk‖2

Lk dµ(k) <∞.

On obtient ainsi (en identifiant deux champs de vecteurs qui sont égaux dµ presque partout)
un espace de Hilbert H muni du produit scalaire

(u, v)H =
∫
R
(uk, vk)Lk dµ(k).

Cet espace est appelé intégrale directe (des Lk) et sera noté :

H =
∫
⊕
Lk dµ(k).

Nous allons nous intéresser ici à un cas particulier d’intégrale directe où l’espace de Hilbert Lk
ne dépend pas du paramètre k et sera donc noté L. L’espace H est alors communément appelé
intégrale directe à fibre constante. Définissons maintenant la notion d’opérateur auto-adjoint
décomposable sur un tel espace.

Définition 7.3.15 Soit une fonction mesurable A : k 7→ Ak de R dans l’ensemble des opérateurs
auto-adjoints (non nécessairement bornés) d’un espace de Hilbert L. Muni d’une telle fonction,
on définit un opérateur auto-adjoint A sur l’espace de Hilbert H =

∫
⊕ L dµ(k) par :

(Au)k = Ak uk, ∀u ∈ D(A) :=
{
u ∈ H | uk ∈ D(Ak) presque partout et

∫
R
‖Akuk‖2

L dµ(k) <∞
}
.

On dit alors que A est un opérateur auto-adjoint décomposable et on le note classiquement :
A =

∫
⊕Ak dµ(k).

Les propriétés de tels opérateurs sont regroupées dans le théorème XIII.85 page 284 de [99],
dont nous reproduisons ici une partie de l’énoncé.

Théorème 7.3.16 Soit un opérateur A =
∫
⊕Ak dµ(k) auto-adjoint décomposable au sens de la

définition 7.3.15, alors :

– Pour toute fonction f borélienne sur R, l’opérateur f(A), au sens du calcul fonctionnel
défini par le théorème spectral 7.3.6, coïncide avec l’opérateur :

f(A) =
∫
⊕
f(Ak) dµ(k).

La mesure spectrale de A s’exprime alors comme "l’intégrale directe" de celle de Ak :

d(Eλu, v)H =
∫
R

d(Ek,λuk, vk)L dµ(k), ∀u, v ∈ H, (7.115)

au sens où pour toute fonction f borélienne :

(f(A)u, u) =
∫
R
f(λ) d(Eλu, u)H =

∫
R

(∫
R
f(λ) d(Ek,λuk, uk)L

)
dµ(k), ∀u ∈ D(f(A)).
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– λ ∈ σ(A) si et seulement si pour tout ε > 0,

µ({k | σ(Ak)∩]λ− ε, λ+ ε[ 6= ∅}) > 0.

– λ ∈ σp(A) si et seulement si

µ({k | λ ∈ σp(Ak)}) > 0.

– Si presque partout, le spectre de Ak est absolument continu, il en est de même pour celui
de A.
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Nous allons ici utiliser l’étude spectrale effectuée au chapitre précédent pour déduire les
comportements asymptotique en temps long des solutions de l’équation de Schrödinger pour un
second membre périodique en temps. Nous mettrons tout d’abord en évidence (pour Ωe = Ωm)
un phénomène d’explosion linéaire lorqu’on excite le système aux fréquences plasmons ±λp.
A ces fréquences, les ondes plasmoniques localisées spatialement à l’interface du dioptre se
mettent à résonner. Il n’y a donc pas de régime périodique établi. Puis en démontrant un
principe d’absorption limite, nous examinons pour quelles fréquences d’excitation le principe
d’amplitude limite est vérifié. Toute cette étude est enrichie de simulations numériques qui
viennent illustrer les différents résultats obtenus.

8.1 Expression de la solution du problème de Cauchy
Revenons ici à notre problème d’évolution (5.22) dans lequel nous avons introduit une exci-

tation F (t) = f e−iω t, f ∈ H périodique en temps (à une fréquence ω 6= 0 donnée) :

(C)
dU
d t + iAU = f e−i ω t.

U(0) = U 0 ∈ D(A).

Nous allons désormais nous restreindre à des sources F (t) = f e−iω t et des conditions initiales
dans l’espace H⊥0 défini en (7.95). Nous ferons donc par la suite l’hypothèse suivante

(H2) : la fonction f et la condition initiale U 0 appartiennent à l’espace 1

H⊥0 =
{
U = (uE,uH , uP ,uM ) ∈ H | divuH |R2

−
= 0, divuH |R2

+
= 0 et divuM = 0

}
.

1. Rappelons que l’espace H⊥0 a été caractérisé par le lemme 7.2.3.

165
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Remarque 8.1.1 Notons que les seconds membres qui s’écrivent sous la forme d’une densité
de courant (cf. (5.24)) :

f =
(
−J‖
ε0

, 0, 0, 0
)>

vérifient l’hypothèse (H2).

Nous avons vu que d’une manière générale (cf. 5.2.2), la solution du problème (C) est donnée
par la formule de variation de la constante :

U(t) = e−iA tU 0 +
∫ t

0
e−iA (t−s) fe−i ω s ds.

En utilisant le théorème de diagonalisation 7.2.10, nous pouvons exprimer l’intégrale précédente
sous la forme : ∫ t

0
e−iA (t−s) fe−i ω s ds = Ũ∗

(
e−iλ t

∫ t

0
ei(λ−ω) s ds

)
Ũf ,

soit après simplification :
∫ t

0
e−iA (t−s) fe−i ω s ds = Ũ∗ i

e−i λ t − e−i ω t

λ− ω
Ũf .

Ainsi finalement,
U(t) = e−iA tU 0 + φω(A, t)f , (8.1)

où l’on a posé

φω(λ, t) = i
e−i λ t − e−i ω t

λ− ω
.

Notons d’une part qu’à t fixé, la fonction φω(·, t) se prolonge par continuité en ω par

φω(ω, t) = t e−iω t

et d’autre part qu’elle est bornée. En effet, par l’inégalité des accroissements finis, il vient :

|φω(λ, t)| ≤ t. (8.2)

Ainsi l’opérateur φω(A, t) est borné par t (car ‖φω(A, t)‖B(H) ≤ ‖φω(·, t)‖∞ ≤ t) 2. De cette
majoration, on retrouve le fait (cf. 5.25) que la solution U , donnée par l’expression (8.1), a une
croissance au plus affine en temps.

Remarque 8.1.2 L’espace H⊥0 est ici stable par les opérateurs e−iA t et φω(A, t) (ceci se déduit
aisément du théorème de diagonalisation 7.2.10). Ainsi, d’après (8.1),

si U 0 et f satisfont (H2) alors ∀t ∈ R+, U(t) ∈ H⊥0 .

8.2 Asymptotique en temps long de la solution homogène
La première question que nous nous posons concerne l’asymptotique en temps du terme :

e−iA tU 0 lié à la condition initiale U 0 de notre problème de Cauchy.

2. ‖·‖B(H) désigne ici la norme d’opérateurs définie en (8.27) et ‖·‖∞ la norme sup sur l’espace des fonctions
bornées.
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Proposition 8.2.1 Soit U 0 ∈ D(A) vérifiant l’hypothèse (H2). L’asymptotique en temps du
terme e−iA tU 0 est donnée par les assertions suivantes :

– Si Ωe 6= Ωm,
(e−iA tU 0,V )H t−→∞−→ 0, ∀V ∈ H.

– Si Ωe = Ωm,

(e−iA tU 0,V )H = e−i λp t (E({λp})U 0,V )H + ei λp t (E({−λp})U 0,V )H + o(1), ∀V ∈ H,

où E({±λp}) sont les projecteurs ponctuels associés aux valeurs propres de dimension
infinie ±λp = ±Ωm/

√
2 .

Preuve. D’après le théorème spectral 7.3.6, nous avons

(e−iA tU 0,V )H =
∫
λ∈R

e−i λ t d (EλU 0,V ) . (8.3)

La nature de la mesure (EλU 0,V ) dépend ici des paramètres Ωe et Ωm.

• Lorsque Ωe 6= Ωm, l’espace de Hilbert H se décompose de la manière suivante (cf. (7.96)) :

H = Hpp

⊥
⊕Hac où Hac = H⊥0 et Hpp = H0. (8.4)

Ainsi comme U 0 ∈ H⊥0 , la mesure spectrale (EλU 0,V ) est absolument continue. On a donc 3

d (EλU 0,V ) = θλ(U 0,V ) dλ où la densité θλ(U 0,V ) ∈ L1(R) (elle est exprimée explicitement
par la formule (8.23) en annexe). L’expression (8.3) se réécrit donc sous la forme :

(e−iA tU 0,V )H =
∫
R
e−i λ tθλ(U 0,V ) dλ.

La densité θλ(U 0,V ) appartenant à L1(R), la convergence de (e−iA tU 0,V )H vers 0 lorsque
t→∞ est alors une simple conséquence du théorème de Riemann-Lebesgue.

• Lorsque Ωe = Ωm, la décomposition (8.4) n’est plus valide dans la mesure où A admet
deux valeurs propres ±λp tel que Im(E({±λp})) ⊂ H⊥0 . Dans ce cas , on a en fait (cf. (7.97)) :

H⊥0 = Hac

⊥
⊕ Im(E({−λp})

⊥
⊕ Im(E({λp}) avec ± λp ∈ σp(A). (8.5)

Ainsi, il en découle que la mesure spectrale d (EλU 0,V ) possède ici une partie ponctuelle et une
partie absolument continue :

d (EλU 0,V ) = θλ(U 0,V ) dλ+ (E({λp})U 0,V )H δλp + (E({−λp})U 0,V )H δ−λp

avec θλ(U 0,V ) ∈ L1(R). Il s’ensuit avec (8.3) que :

(e−iA tU 0,V )H = e−i λp t (E({λp})U 0,V )H + ei λp t (E({−λp})U 0,V )H +
∫
R
e−i λ tθλ(U 0,V ) dλ.

On conclut alors en appliquant le théorème de Riemann-Lebesgue sur
∫
R
e−i λ tθλ(U 0,V ) dλ.

3. Le fait que la densité θλ(U0,V ) soit L1 est une conséquence du théorème spectral (cf. paragraphe 7.3.3).
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8.3 Un phénomène de résonance
Après avoir établi le comportement asymptotique du terme e−iA tU 0 : solution du problème de

Cauchy homogène, regardons maintenant séparément l’asymptotique du terme source φω(A, t)f
en supposant que la condition initiale U 0 associée à notre problème de Cauchy est nulle. Ainsi
l’équation (8.1) devient :

U(t) = φω(A, t)f . (8.6)

Théorème 8.3.1 Soit une source f ∈ H vérifiant l’hypothèse (H2) et une pulsation ω ∈ R∗.
Si Ωe = Ωm et ω = ±λp alors pour tout V ∈ H,

(U(t),V ) = t e−i ωt (E({ω})f ,V )H + o(t), ∀V ∈ H,

En revanche si Ωe 6= Ωm ou ω 6= ±λp,

(U(t),V ) = o(t), ∀V ∈ H.

Preuve. D’après (8.6), le terme (U (t),V ) se réécrit sous la forme

(U(t),V )H = (φω(A, t)f ,V )H.

En appliquant le théorème spectral 7.3.6, il vient :

(φω(A, t)f ,V )H =
∫
λ∈R

φω(λ, t) d (Eλf ,V ) . (8.7)

Tout comme dans la démonstration de la proposition 8.2.1, la nature de la mesure (Eλf ,V )
dépend des paramètres Ωe et Ωm.

• Si Ωe = Ωm, la décomposition de l’espace H⊥0 est donnée par (8.5). Ainsi comme f ∈ H⊥0 ,
la mesure spectrale est de la forme

d (Eλf ,V ) = θλ(f ,V ) dλ+ (E({λp})f ,V )H δλp + (E({−λp})f ,V )H δ−λp ,

avec θλ(f ,V ) ∈ L1(R). Ainsi le terme (8.7) se reformule de la façon suivante :

(φω(A, t)f ,V )H = φω(λp, t) (E({λp})f ,V )H + φω(−λp, t) (E({−λp})f ,V )H
+
∫
R
φω(λ, t) θλ(f ,V ) dλ.

Montrons à l’aide du théorème de convergence dominée que t−1
∫
R
φω(λ, t) θλ(f ,V ) dλ→ 0. En

effet, on a d’une part (cf. (8.2)),∣∣∣t−1 φω(λ, t) θλ(f ,V )
∣∣∣ ≤ |θλ(f ,V )| ∈ L1(R),

et d’autre part
t−1 φω(λ, t) θλ(f ,V )→ 0 presque partout.



8.3. Un phénomène de résonance 169

Concernant la partie ponctuelle de la mesure, deux comportements sont alors alors possibles
selon que ω ∈ {±λp} ou ω /∈ {±λp}. Ceci est dû au fait que la fonction φω(λ, t) est bornée en
temps :

|φω(λ, t)| ≤ 2
|λ− ω|

= o(t)

pour λ 6= ω, alors qu’elle satisfait
φω(ω, t) = t e−i ω t

en λ = ω. La partie absolument continue de la mesure étant négligeable devant t, le développe-
ment asymptotique en temps de l’expression 8.7 découle alors immédiatement de cette dernière
propriété.
• Si Ωe 6= Ωm, H⊥0 = Hac, la mesure spectrale (Eλf ,V ) est donc ici absolument continue. En
reprenant le raisonnement effectué dans le cas précédent sur la partie continue de (Eλf ,V ), on
déduit aisément que :

(U(t),V )H = o(t).

Le théorème précédent a permis de mettre en évidence un phénomène de résonance aux
fréquences ±λp, appelées communément fréquences plasmons en électromagnétisme. En effet,
lorsque’on excite le système en ω = ±λp, la solution U(t) n’est plus bornée lorsque t → ∞
et croît linéairement en temps dès que la source f n’est pas orthogonal au sous-espace propre
associés à ω = ±λp. Notons que l’originalité de ce phénomène de résonance est qu’il se produit
pour un domaine de propagation non borné, ils sont usuellement plus faciles à observer lorsque
le domaine est borné. Il est lié à la présence de valeurs propres non nulles dans le spectre de
l’opérateur de Schrödinger A. Remarquons enfin qu’un tel phénomène ne pourrait exister si
l’on remplaçait le matériau de Drude par un deuxième diélectrique, car le spectre ponctuel de
l’opérateur de Schrödinger ne contiendrait alors que 0 (cf. [113]).

Remarque 8.3.2 Notons ici que dans des milieux ouverts d’autres phénomènes de résonance
ont été mis en évidence avec un taux de croissance en temps moins rapide que la croissance
linéaire. Par exemple, pour l’équation des ondes dans un guide cylindrique fermé, on observe
un comportement en

√
t e−iωt si ω est une fréquence de coupure du guide, autrement dit le seuil

d’apparition d’un nouveau mode guidé (cf. [115]). Par contre, pour un guide plan (du type
R2×]0, 1[), la résonance est ici en log(t) e−iωt pour une telle fréquence (cf. [116]). Dans ces deux
cas, à la différence de notre problème, il ne s’agit pas de la présence d’une valeur propre en ω,
mais d’un changement de multiplicité du spectre continu de l’opérateur en ce point.

Nous allons maintenant illustrer ce phénomène de résonance numériquement. Dans ce but,
nous présentons des simulations effectuées par Valentin Vinoles, doctorant au sein de l’équipe
POEMS, qui travaille sur les aspects numériques de la propagation des ondes dans les métama-
tériaux. Dans ces simulations, on s’intéresse à la solution du problème de Cauchy (C) avec une
condition initiale U 0 nulle pour les paramètres physiques suivants : ε0 = µ0 = 1, Ωe = Ωm = 3.
Quant à la source F , elle est donnée par 4

F (t) = f sin(λp t),

4. La solution associée à un tel second membre s’écrit comme la partie imaginaire de celle construite à partir
de la source f ei λp t.
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où f ∈ H⊥0 est définie par

f =
(
−J‖/ε0, 0, 0, 0

)>
avec J‖(x, y) = −e−25[(x+1)2+y2], ∀(x, y) ∈ R2. (8.8)

Ce jeu de paramètres implique que l’indice de réfraction est égal n = √ε0 µ0 = 1 dans le
diélectrique et n = −√ε0 µ0 = −1 dans le matériau de Drude. Nous sommes donc dans des
conditions similaires à celles utilisées dans la lentille de Pendry (cf [90]).

Remarque 8.3.3 Le problème étant posé dans un domaine non borné, il est nécessaire de
tronquer artificiellement le domaine de calcul. A cette fin, l’une des méthodes les plus populaires
consiste à utiliser les fameuses couches absorbantes parfaitement adaptées, encore appelées PML
(acronyme anglais pour Perfectly Matched Layers), introduites par Jean-Pierre Bérenger (cf.
[15]). Malheureusement, les PML peuvent présenter des instabilités, notamment en présence
d’ondes inverses (cf. [13]). Or, le matériau de Drude, qui se comporte comme un NIM à basses
fréquences, induit l’existence d’ondes inverses dans les phénomènes de propagation (cf. sous-
partie 7.1.3). Les PML dites "classiques" sont donc instables dans notre cas. Cependant, il est
possible de construire des PML stables dans les NIM. Ceci sera détaillé dans l’article [14] en
préparation.

Dans la figure 8.1, nous avons représenté l’évolution temporelle du champ uE(·) (composante
électrique de U(·)) sur le domaine [−10, 10] × [0, 10]. A partir de t = 0, la source émet dans
le diélectrique, ce qui génère une onde qui se propage ensuite de part et d’autre de l’interface.
L’indice optique du matériau de Drude étant négatif à la fréquence d’excitation λp, les ondes
sont inverses dans ce matériau. Ceci est difficilement visible sur les instantanés de la figure 8.1,
mais on le constate aisément en regardant l’animation correspondante à cette simulation. La
source F fait ici résonner les modes plasmoniques wλp, k, 1 localisés au voisinage de l’interface,
nous notons donc surtout un accroissement au cours du temps du module de uE(·) dans cette
zone. La croissance linéaire, énoncée dans le théorème 8.3.1, est confirmée par la figure 8.3 qui
représente l’évolution au cours du temps du champ uE(·) pour le point de l’interface (0, 0).

Différents tests numériques ont mis en évidence la nécessité de placer la source proche de
l’interface pour exciter suffisamment les plasmonswλp, k, 1 afin que le phénomène soit constatable
numériquement. Ceci s’explique par le fait que les ondes plasmoniques sont exponentiellement
décroissantes dans la direction transverse à l’interface, on les excite donc d’autant mieux quand
la source est proche de cette dernière.

La simulation correspondant à la figure 8.2 consiste, tout en excitant à la fréquence de ré-
sonance λp, à prendre une source spatiale f qui est dans l’orthogonal de l’image du projecteur
E({λp}). A la différence du cas précédent, le théorème 8.3.1 prédit qu’il n’y aura pas de crois-
sance linéaire en temps de la solution. Pour construire une telle source, il suffit de rendre la
densité de courant J‖ dans (8.8) impaire en x. En effet, pour tout V ∈ H↓, le produit scalaire
(E({λp})f ,V )H est donné (cf. (7.94)) par

(E({λp})f ,V )H =
∫
|k|>kc

〈
f ,wλp, k, 1

〉
H

〈
V ,wλp, k, 1

〉
H

dk,

où la première composante de wλp, k, 1 est paire en x d’après la remarque 7.1.16. Il est donc nul
pour un courant J‖ impair. Ainsi, par densité de H↓ dans H, f appartient à Im(E({λp})⊥. De
manière à rendre J‖ impaire en x dans 8.8, nous avons ici posé :

J‖(x, y) = −e−25[(x+1)2+y2] + e−25[(−x+1)2+y2], ∀(x, y) ∈ R2.

Dans la figure 8.2, on observe alors que le module de uE(·) ne croît pas au cours du temps.
L’onde semble osciller de manière périodique, ce qui est confirmé par la figure 8.4.
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Figure 8.1 – Évolution temporelle du champ électrique uE(·) pour Ωe = Ωm = 3 et ω = λp =
Ωm/
√

2.
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Figure 8.2 – Évolution temporelle du champ électrique uE(·) pour Ωe = Ωm = 3, ω = λp =
Ωm/
√

2 et un courant J‖ impair en la variable x.
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Figure 8.3 – Évolution temporelle du champ électrique uE(·) (décrit par la figure 8.1) au point
(0, 0) situé sur l’interface.

Figure 8.4 – Évolution temporelle du champ électrique uE(·) (décrit par la figure 8.2) au point
(0, 0) situé sur l’interface.
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8.4 Le principe d’amplitude limite
Le théorème 8.3.1, nous a permis de mettre en évidence un phénomène de résonance aux

fréquences plasmons±λp. Néanmoins, le o(t) obtenu pour des fréquences d’excitations différentes
de ±λp peut être précisé. Nous allons nous restreindre au cas d’une excitation ω ∈ J où J est
l’intervalle défini par (8.25) que nous rappelons ici :

J =
R \ {−Ωm,−λp, 0, λp,Ωm} si Ωm = Ωe,

R \ {−Ωm,−λc,−λp, 0, λp, λc,Ωm} si Ωm 6= Ωe.

Nous verrons que sous certaines conditions la solution U(t) va rester localement bornée et
se rapprocher en temps longs d’un régime périodique établi u+. Ce dernier est défini par le
corollaire suivant qui se déduit immédiatement du théorème d’absorption limite 8.6.2 démontré
en annexe. Pour énoncer ce corollaire, rappelons la définition de l’ensemble C+ (définit dans
l’annexe en (8.24)) :

C+ = {z ∈ C | Im(z) > 0} .

Corollaire 8.4.1 Soient s > 2, ω ∈ J et f ∈ H↓ ∩Hac alors la limite suivante 5 :

u+ = lim
ζ∈C+→ω

R(ζ)f existe dans H↑

et est donnée explicitement par la formule suivante

〈u+,V 〉H = VPω

∫
R

θλ(f ,V )
λ− ω

dλ+ i πθω(f ,V ), ∀V ∈ H↓, (8.9)

où VPω la valeur principale de Cauchy en ω 6. Quant à θλ(f ,V ), il s’agit de la densité spectrale
de la mesure absolument continue associée à l’opérateur A définie par (8.23). De plus, sous ces
hypothèses, il existe α > 0 tel que (pour tout V ∈ H↓) λ 7→ θλ(f ,V ) est une fonction localement
hölderienne d’exposant α sur J .

Remarque 8.4.2 Décrivons ici la condition f ∈ Hac. Dans le cas où Ωe 6= Ωm, elle se résume
à supposer que f vérifie (H2) :

f ∈ H⊥0 =
{
U = (uE,uH , uP ,uM ) ∈ H | divuH |R2

−
= 0, divuH |R2

+
= 0 et divuM = 0

}
,

car H⊥0 = Hac. Par contre si Ωe = Ωm, cette condition est équivalente à supposer que f vérifie
(H2) et que sa projection sur les sous-espaces propres Ker(A ± λp) associés aux fréquences
plasmons : ±λp est nulle.

Sous ces conditions, nous pouvons démontrer la proposition suivante connu sous le nom de
principe d’amplitude limite. La démonstration proposée ici s’inspire de celle développée dans
[47].

Théorème 8.4.3 (Principe d’amplitude limite) Soient ω ∈ J , s > 2 et f ∈ H↓ ∩ Hac , la
solution U(t) du problème de Cauchy (C) avec condition initiale nulle vérifie pour tout V ∈ H↓,

〈U(t),V 〉H = −i
〈
u+,V

〉
H
e−i ω t + o(1), lorsque t→∞, (8.10)

où u+ est définie par le corollaire 8.4.1.

5. L’indice s fait ici référence au poids des espaces H↑ et H↓ définis respectivement en (7.90) et (7.91).
6. L’existence de la valeur principale de Cauchy dans la formule (8.9) résulte du caractère L1 de la densité

spectrale θλ(f ,V ) et de sa régularité höldérienne au voisinage de la singularité ω.
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Preuve. Soit V ∈ H↓. Le terme 〈U(t),V 〉H s’exprime (cf. 8.7) en fonction de la mesure spectrale
par :

〈U(t),V 〉H = (U(t),V )H =
∫
λ∈R

φω(λ, t) d (Eλf ,V ) .

Comme f ∈ Hac, la mesure spectrale est ici absolument continue, soit d (Eλf ,V ) = θλ(f ,V ) dλ
où la fonction

θλ(f ,V ) ∈ L1(R)
est la densité spectrale (dont une expression explicite est donnée en (8.23)). En utilisant la
définition de la fonction φω(λ, t) (cf. 8.1), il vient :

〈U(t),V 〉H =
∫
λ∈R

i
e−i λ t − e−i ω t

λ− ω
θλ(f ,V ) dλ. (8.11)

Quant au terme 〈u+,V 〉H↓ associé au régime périodique établi, sa forme explicite est donnée
par le corollaire 8.4.1 :

〈
u+,V

〉
H↓

= VPω

∫
R

θλ(f ,V )
λ− ω

dλ+ iπθω(f ,V ), (8.12)

où VPω désigne la valeur principale de Cauchy prise en ω. Pour établir (8.10), réécrivons (8.11)
sous la forme :

〈U(t),V 〉H = −i e−iωt
(

VPω

∫
R

θλ(f ,V )
λ− ω

dλ− VPω

∫
R

e−i (λ−ω) t

λ− ω
θλ(f ,V ) dλ

)
,

ce qui conduit avec (8.12) à :

〈U(t),V 〉H = −i e−iωt
(〈
u+,V

〉
H
− i πθω(U ,f)− VPω

∫
R

e−i (λ−ω) t

λ− ω
θλ(f ,V ) dλ

)
.

Ainsi, il reste donc à montrer que

VPω

∫
R

e−i (λ−ω) t

λ− ω
θλ(f ,V ) dλ = −i πθω(U ,f) + o(1), lorsque t→∞.

A cette fin, posons le changement de variable ξ = λ− ω, il s’ensuit que :

VPω

∫
R

e−i (λ−ω) t

λ− ω
θλ(f ,V ) dλ = VP0

∫
R

e−i ξ t

ξ
θξ+ω(f ,V ) dξ. (8.13)

Soit a strictement positif, on peut alors décomposer l’intégrale précédente de la manière suivante

VP0

∫
R

e−i ξ t

ξ
θξ+ω(f ,V ) dλ = I1(t) + I2(t) + I3(t) (8.14)

où

I1(t) = VP0

∫ a

−a

e−i ξ t

ξ
(θξ+ω(f ,V )− θω(f ,V )) dξ,

I2(t) = θω(f ,V ) VP0

∫ a

−a

e−i ξ t

ξ
dξ,

I3(t) =
∫
|ξ|>a

e−i ξ t

ξ
θξ+ω(f ,V ) dξ.
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La densité spectrale θξ+ω(f ,V ) étant une fonction intégrable, par le théorème de Riemann-
Lebesgue :

I3(t) = o(1), lorsque t→∞.

Concernant l’intégrale I1(t), comme l’espace H↓ a été choisi avec un poids vérifiant s >
2, nous savons d’après le corollaire 8.4.1 qu’il existe α strictement positif tel que la fonction
θλ(f ,V ) soit hölder d’indice α en ω. Sur un voisinage de 0, on obtient alors la majoration
suivante :

|θξ+ω(f ,V )− θω(f ,V )|
|ξ|

≤ C

|ξ|1−α
qui est intégrable en 0.

Ainsi, par le théorème de Riemann-Lebesgue, on a également I1(t) = o(1), lorsque t→∞.
Pour traiter I2(t), utilisons le lemme 8.4.4 qui est un résultat classique d’analyse complexe :

VP0

∫ a

−a

e−i ξ t

ξ
dξ = −i π + o(1), lorsque t→∞,

Il vient alors
I2(t) = −i π θω(f ,V ) + o(1), lorsque t→∞.

Ce qui conduit finalement avec (8.13) et (8.14) à

VPω

∫
R

e−i (λ−ω) t

λ− ω
θλ(f ,V ) dξ = −i π θω(f ,V ) + o(1) lorsque t→∞.

Lemme 8.4.4 Soit a > 0 alors :

I(t) = VP0

∫ a

−a

e−i ξ t

ξ
dξ = −i π + o(1), lorsque t→∞.

Preuve. En posant le changement de variable u = −ξ t, I(t) se réécrit de la manière suivante :

I(t) = −VP0

∫ a t

−a t

ei u

u
du.

Le résultat va alors découler de la formule de Cauchy appliquée au contour γt, ε = γt1 ∪ γ
t,ε
2 ∪ γε3

(cf. figure 8.5) défini par :

γt1 : u 7−→ a t ei u, u ∈]0, π[,
γt,ε2 : u 7−→ u, |u| ∈]ε, a t[,
γε3 : u 7−→ ε ei (π−u), u ∈]0, π[.

En effet, d’après la formule de Cauchy, on a :
∫
γt, ε

ei ζ

ζ
dζ = 0.

Or après un petit calcul, on montre que :
∫
γ ε3

ei ζ

ζ
dζ = −iπ.
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−a t a tε−ε Re(ζ)

Im(ζ)

γt1

γt,ε2 γt,ε2

γε3

Re(ζ)

Im(ζ)

Figure 8.5 – Contour γt, ε = γt1 ∪ γ
t,ε
2 ∪ γε3

Ainsi en faisant tendre ε vers 0, il vient :

−iπ − I(t) +
∫
γt1

ei ζ

ζ
dζ = 0

Il est alors aisé de montrer que
∫
γt1

ei ζ

ζ
dζ = o(1) lorsque t→∞.

Soit finalement,
I(t) = −iπ + o(1), lorsque t→∞.

Remarque 8.4.5 Nous nous sommes ici restreints à des fréquences d’excitation ω ∈ J . Parmi
les fréquences qui n’appartiennent pas à J (défini en (8.25)), remarquons tout d’abord que les
points −Ωm, 0,Ωm ont été éliminés de la dynamique du système par l’hypothèse (H2). De plus,
nous avons montré que le système résonnait aux fréquences plasmons ±λp lorsque Ωe = Ωm.
Ainsi, dans le but d’obtenir le premier terme de l’asymptotique en temps long des solutions de
l’équation de Schrödinger soumise à un second membre périodique, il nous resterait seulement à
étudier si le théorème d’amplitude limite est vérifié en ±λp et ±λc pour Ωe 6= Ωm . Ceci, nous
permettrait de répondre à la question suivante : atteint-on un régime périodique établi lorsqu’on
excite le système à ces fréquences ? Nous nous y attèlerons dans un future proche. Pour l’instant,
nous savons seulement par le théorème 8.3.1 qu’en excitant à ces fréquences (sous l’hypothèse
(H2)), la solution U(t) de Cauchy (C) avec conditions initiales nulles vérifie

(U (t),V ) = o(t), ∀V ∈ H.

Résumons enfin les résultats obtenus dans ce chapitre par le théorème suivant qui est en fait
une synthèse des théorèmes 8.3.1 et 8.4.3.
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Théorème 8.4.6 Soient s > 2, f ∈ H⊥0 et ω ∈ R∗ alors les asymptotiques en temps long de
la solution U(·) du problème de Cauchy (C) avec condition initiale nulle sont données par les
trois assertions suivantes :

– Pour Ωe 6= Ωm, ω ∈ J et f ∈ H↓,

〈U(t),V 〉H = −i
〈
u+,V

〉
H
e−i ω t + o(1), ∀V ∈ H↓, (8.15)

où
u+ = lim

ζ∈C+→ω
R(ζ)f ∈ H↓

est définie par le corollaire 8.4.1. Autrement dit, le théorème d’amplitude limite est vérifié.

– Pour Ωe = Ωm, ω ∈ J et f ∈ H↓, en utilisant la décomposition (7.97) de l’espace H⊥0 , on
peut écrire f de façon unique sous la forme

f = fac + E({λp})f + E({−λp})f , où fac ∈ Hac. (8.16)

On obtient alors que :

〈U(t),V 〉H = −i
〈
u+,V

〉
H
e−i ω t

+ 〈E({λp})f ,V 〉H φω(λp, t) + 〈E({−λp})f ,V 〉H φω(−λp, t), (8.17)

où
u+ = lim

ζ∈C+→ω
R(ζ)fac ∈ H↓

est définie par le corollaire 8.4.1 et

φω(±λp, t) = i
e−i±λp t − e−i ω t

±λp − ω
.

Ici, le système oscille aux fréquences ω, λp et −λp, le principe d’amplitude limite n’est
donc pas vérifié, mais la solution reste bornée en temps.

– Pour Ωe = Ωm et ω = ±λp,

(U(t),V ) = t e−iωt (E({ω})f ,V )H + o(t), ∀V ∈ H. (8.18)

Le système entre en résonance.

Preuve. La première et la troisième assertion sont ici simplement la réécriture des résultats
obtenus dans les théorèmes 8.3.1 et 8.4.3. Pour démontrer la deuxième assertion, il suffit d’utiliser
la décomposition (8.16) de la source f pour écrite U(t) = φω(A, t)f sous la forme :

U(t) = φω(λp, t)E({λp})f + φω(−λp, t)E({−λp})f + φω(A, t)fac.

et d’appliquer le théorème 8.4.3 à U 1(t) = φω(A, t)fac qui est la solution du problème de
Cauchy (C) avec une condition initiale nulle et un second membre de la forme fac e−i ω t.
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Dans le but d’illustrer ce théorème, nous avons déjà simulé numériquement le cas où l’on
excitait le système à la fréquence de résonance λp (correspondant ici à l’asymptotique (8.18))
dans la partie précédente. Nous nous proposons maintenant d’effectuer deux simulations coïn-
cidant avec les situations (8.15) et (8.17). Nous reprenons la configuration géométrique et les
paramètres physiques de la figure 8.1 à l’exception de Ωe, Ωm et de la fréquence d’excitation ω.

Dans les figures 8.6 et 8.8, on s’intéresse au cas où le principe d’amplitude limite est vérifié
(cf. (8.15)). On excite ici le système, pour Ωm = 4,Ωe = 3, à la fréquence ω = 2.7. L’onde générée
atteint bien un régime périodique établi, ceci est visible sur les trois derniers instantanés de la
figure 8.6 et confirmé par le graphique 8.8 qui décrit l’évolution temporelle du champ électrique
uE(·) au point (0, 0) situé sur l’interface. De plus, on note avec la figure (8.10), représentant le
spectre fréquentiel de l’onde tracée dans la figure 8.8, qu’il s’agit bien d’un régime périodique
établi à la fréquence ω = 2.7 dans la mesure où l’on observe un pic très marqué à cette fréquence.
De plus, remarquons également que ω vérifie ici :

λc = Ωe Ωm√
Ω2
e + Ω2

m

≈ 2.4 < ω < λp = Ωm√
2
≈ 2.8.

Cette fréquence excite donc particulièrement les modes plasmons wλp(k),k,1 (cf. figure 6.3 où l’on
note que la fréquence ω intersecte la courbe λp(k)) que l’on observe dans le régime périodique
établi dans les trois derniers instantanés de la figure 8.6 où une onde plasmonique se propage le
long de l’interface.

Dans les figures 8.7 et 8.9, on se place dans le cas correspondant à l’asymptotique (8.17),
c’est-à-dire que l’on choisit Ωm = Ωe = 3 et que l’on excite à une fréquence ω = λp + 0.5 ≈ 2.6
différente de la fréquence plasmon λp. Les instantanées de la figure 8.7 suggèrent alors que la
solution reste bornée en temps. Par contre, il ne s’agit pas d’un régime périodique établi. En
effet, on observe dans la figure 8.9 qui représente l’évolution temporelle du champ électrique
uE(·) au point (0, 0) un phénomène de battements : l’onde est ici une superposition de deux
sinusoïdes à la fréquence ω et λp. Son spectre fréquentiel (cf. figure 8.10) possède ici deux pics
l’un plus marqué à la fréquence ω et l’autre à la fréquence plasmon λp.
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Figure 8.6 – Évolution temporelle de U(·) pour Ωm = 4,Ωe = 3 et ω = 2.7 .
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Figure 8.7 – Évolution temporelle de U(·) pour Ωe = Ωm = 3 et ω = λp + 0.5 ≈ 2.6 .
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Figure 8.8 – Évolution temporelle du champ électrique uE(·) (décrit par la figure 8.6) au point
(0, 0) situé sur l’interface.

Figure 8.9 – Évolution temporelle du champ électrique uE(·) (décrit par la figure 8.7) au point
(0, 0) situé sur l’interface.
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Figure 8.10 – Spectre fréquentiel du signal représenté par la figure 8.8 (à gauche) et par la
figure 8.9 (à droite).

8.5 Conclusion
L’étude spectrale effectuée au septième chapitre, nous a permis d’obtenir l’ asymptotique en

temps long des solutions de notre problème d’évolution soumis à un second membre périodique
en temps. Nous avons alors dégagé trois types de comportement selon la fréquence d’excitation ω
(décrits dans le théorème 8.4.6) : la convergence vers un régime périodique établi, un phénomène
de battements où la solution reste bornée en temps mais oscille à plusieurs fréquences et enfin
la présence de résonances où la solution explose linéairement en temps.

Ce travail ouvre de nombreuses perspectives. Énumérons tout d’abord les débouchés à court
terme de nature plutôt technique.

Dans un premier temps, il nous faut traiter les cas où l’on excite le système pour Ωe 6= Ωm aux
fréquences±λc et±λp. En effet, faute de temps, l’asymptotique des solutions correspondant à ces
excitations n’est pas décrite par le théorème 8.4.6 (cf. remarque 8.4.5). Le principe d’amplitude
limite est-il vérifié pour ces fréquences ? les simulations numériques effectuées nous font plutôt
pencher pour une réponse positive à cette interrogation.

Ensuite, nous projetons d’affiner les majorations utilisées dans la preuve du théorème d’ab-
sorption limite 8.6.2 afin d’obtenir des espaces à poids H↓ et H↑ optimaux. Ceci permettrait de
considérer un espace de sources H↓ plus grand (pour les théorèmes d’absorption et d’amplitude
limite) où les fonctions f seraient supposées moins décroissantes à l’infini (cf. remarque 8.6.6).

Enfin, nous envisageons de traiter les équations de Maxwell complètes dans le dioptre. Rap-
pelons que nous avons ici considéré de façon arbitraire le mode transverse magnétique (TM)
et que l’on transposerait aisément les résultats obtenus dans le cadre du mode transverse ma-
gnétique (TE). Or dans le cas d’un milieu stratifié, l’étude spectrale des modes (TE) et (TM)
permet d’obtenir celles des équations de Maxwell complètes (cf. [113]).

Énumérons maintenant quelques perspectives à plus long terme. Ce travail effectué dans le
cas d’un matériau de Drude pourrait être généralisé à des modèles dispersifs plus compliqués
à l’instar de celui de Lorentz évoqué dans le cinquième chapitre. Puis, on pourrait également
étendre cette étude à d’autres géométries : le cas d’une lentille où une couche de métamatériau
d’épaisseur finie est insérée dans un diélectrique, celui d’un milieu stratifié alternant plusieurs
couches de diélectriques et de métamatériaux ou encore le cas d’"un dioptre circulaire" où une
boule de métamatériau est incluse dans un diélectrique... Un tel travail permettrait de vérifier
si les résonances plasmoniques existent pour d’autres géométries. Enfin, traiter le cas d’une
interface non régulière présentant un coin serait particulièrement intéressant car il s’y produit
en régime harmonique des phénomènes tout à fait remarquables (cf. [35]).
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8.6 Annexe
Nous désignons par E(Iac) le projecteur orthogonal de H sur Hac (espace de Hilbert défini

comme le support de la partie absolument continue de la mesure spectrale E (cf. (7.113)). Notons
que d’après le corollaire 7.2.5, on peut alors caractériser E(Iac) en fonction de la famille spectrale
par

E(Iac) =
E(I0) si Ωm 6= Ωe,

E(I0 \ {−λp, λp}) si Ωm = Ωe,
(8.19)

E(Iac) est donc le projecteur spectral associé au borélien

Iac =
I0 si Ωm 6= Ωe,

I0 \ {−λp, λp}) si Ωm = Ωe.

Le but de cette annexe est de prouver le théorème d’absorption limite formulé dans le
paragraphe 8.6.2. Ce théorème a été démontré dans des cadres très généraux : pour les équations
de propagations du premier ordre [47, 112] et du second ordre [46] et dans nombreux contextes
relatifs aux ondes : en acoustique [39, 41], en électromagnétisme pour un milieu stratifié composé
de diélectriques [113], en élasticité [40], pour les équations de la houle [64], etc. Le fil directeur
de notre preuve s’inspire de ces différents ouvrages.

L’énoncé de ce théorème nécessite au préalable d’exprimer l’opérateur R(ζ)E(Iac) sous la
forme

(R(ζ)E(Iac)U ,V )H =
∫
R

θλ(U ,V )
λ− ζ

dλ, ∀U ,V ∈ H,

où θλ(U ,V ) est la densité spectrale associée à la partie absolument continue de la mesure
spectrale E. C’est l’objet du paragraphe suivant.

8.6.1 Expression de la résolvante en fonction de la densité spectrale
D’après la relation (7.98), l’opérateur borné R(ζ)E(Iac) prend la forme diagonale suivante

R(ζ)E(Iac) = Ũ∗
1Iac(λ)
λ− ζ

Ũ (8.20)

(car E(Iac)E(I0) = E(Iac) d’après (8.19)). Ainsi, le produit scalaire (R(ζ)E(Iac)U ,V )H s’ex-
plicite par :

(R(ζ)E(Iac)U ,V )H =
∫
R

∫
R

∑
j∈Jλ,k

1Iac(λ)
λ− ζ

ŨU(λ, k, j) ŨV (λ, k, j) dmk(λ) dk.

ou de manière équivalente en fonction des zones spectrales A, B, C, D et E :

(R(ζ)E(Iac)U ,V )H =
∑

p∈A,B,C,D

∫
Op

∑
j∈Jλ,k

1
λ− ζ

ŨpU(λ, k, j) ŨpV (λ, k, j) dk dλ (8.21)

+ δΩe 6=Ωm
∑
±

∫
IE

1
±λp(k)− ζ Ũ

EU(±λp(k), k, 1) ŨEV (±λp(k), k, 1) dk.

où δ désigne ici l’indice de Kronecker, valant 1 si Ωe 6= Ωm et 0 si Ωe = Ωm. Sa présence est
justifiée par le fait que les valeurs propres de A : ±λp pour Ωe = Ωm, n’appartiennent pas à Iac.
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Notons que dans la zone E, en posant (pour Ωe 6= Ωm) le changement de variable : λ = λp(k),
on peut se ramener à une intégrale en λ. La fonction λp est ici C∞, strictement monotone, de
dérivée non nulle sur l’ensemble {k ∈ R | k > kc} (cf. lemme 6.5.1). Elle admet donc un inverse
au sens de la composition C∞ sur cet ensemble que nous notons λ−1

p . Celui-ci a pour image
l’intervalle ĨE =] min(λc,Ωm/

√
2),max(λc,Ωm/

√
2)[). L’équation (8.21) devient alors :

(R(ζ)E(Iac)U ,V )H
=

∑
p∈A,B,C,D

∫
Op

∑
j∈Jλ,k

1
λ− ζ

ŨpU (λ, k, j) ŨpV (λ, k, j) dk dλ (8.22)

+δΩe 6=Ωm
∑
±

∫
|λ|∈ĨE

1
λ− ζ

ŨEU(λ,±λ−1
p (|λ|), 1) ŨEV (λ,±λ−1

p (|λ|), 1)
∣∣∣λ′p(λ−1

p (|λ|))
∣∣∣−1

dλ.

Nous cherchons maintenant à faire apparaître dans l’écriture de la résolvante (8.22) la densité
spectrale θλ(U ,V ) associée à la partie absolument continue de la mesure spectrale E. A cette
fin, réécrivons l’équation (8.22) de la manière suivante :

(R(ζ)E(Iac)U ,V )H

=
∫
R

1
λ− ζ

 ∑
p∈A,B,C,D

∫
R

∑
j∈Jλ,k

1Op(λ, k) 1
λ− ζ

ŨpU(λ, k, j) ŨpV (λ, k, j) dk
 dλ

+
∫
R

δΩe 6=Ωm
λ− ζ

∑
±
1ĨE(|λ|)ŨEU(λ,±λ−1

p (|λ|), 1) ŨEV (λ,±λ−1
p (|λ|), 1)

∣∣∣λ′p(λ−1
p (|λ|))

∣∣∣−1
dλ.

Cette dernière relation prend alors la forme :

(R(ζ)E(Iac)U ,V )H =
∫
R

θλ(U ,V )
λ− ζ

dλ

où la fonction θλ(U ,V ) est définie pour λ ∈ R par :

θλ(U ,V ) =
∑

p∈A,B,C,D

∫
R

∑
j∈Jλ,k

1Op(λ, k) ŨpU(λ, k, j) ŨpV (λ, k, j) dk (8.23)

+ δΩe 6=Ωm
∑
±
1ĨE(|λ|)ŨEU (λ,±λ−1

p (|λ|), 1) ŨEV (λ,±λ−1
p (|λ|), 1)

∣∣∣λ′p(λ−1
p (|λ|))

∣∣∣−1
.

En remplaçant l’opérateur R(ζ) par le projecteur spectral E(I) (pour un borélien I de R), on
montrerait de manière analogue que le projecteur E(I)E(Iac) prend la forme suivante

(E(I)E(Iac)U ,V )H =
∫
R
1I(λ) θλ(U ,V ) dλ.

Ainsi, la fonction θλ(U ,V ) est bien la densité spectrale de la partie absolument continue de E
et nous savons que c’est une fonction L1(R) d’après (7.112).

8.6.2 Théorème d’absorption limite
Nous arrivons maintenant au cœur de l’annexe : le théorème d’absorption limite. Ce théorème

assure l’existence des limites suivantes :

R±(λ0) = lim
ζ∈C±→λ0

R(ζ)E(Iac) où C± = {ζ ∈ C | ±Im(ζ) > 0} (8.24)
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de l’opérateur résolvant de part et d’autre de l’axe réel pour une topologie à préciser. Dans notre
cas, nous munissons l’algèbre B(H↓,H↑) des opérateurs bornés de H↓ dans H↑ de la norme :

‖T‖H↓,H↑ = sup
F ,G∈H↓\{0}

|〈TF ,G〉H|
‖F ‖H↓ ‖G‖H↓

.

où l’espace H↓ et son dual H↑ ont été définis respectivement en (7.91) et (7.90).

Remarque 8.6.1 La présence du projecteur E(Iac) est justifiée par le fait que les limites
lim

ζ∈C±→λ0
R(ζ) n’existent pas sur Hpp (espace de Hilbert défini comme le support de la partie

purement ponctuelle de la mesure spectrale E (cf. 7.113)).

Nous n’avons malheureusement, faute de temps, pu démontrer l’existence de ces limites que
pour des points λ0 appartenant à l’ensemble suivant :

J =
R \ {−Ωm,−λp, 0, λp,Ωm} si Ωm = Ωe,

R \ {−Ωm,−λc,−λp, 0, λp, λc,Ωm} si Ωm 6= Ωe,
(8.25)

où λp et λc désignent ici la fréquence plasmon et le point d’intersection des coupures spectrales
λ1(·) et λ = k/

√
ε0 µ0 défini dans le lemme 6.4.1. Notons que ces deux valeurs sont égales lorsque

Ωe = Ωm (cf. figure 6.4). Énonçons alors le théorème d’absorption limite pour λ0 ∈ J .

Théorème 8.6.2 (théorème d’absorption limite) Soient 0 < γ ≤ 1/2 et s > 2 + γ et λ0 ∈ J .
L’opérateur R(ζ)E(Iac) se prolonge de part et d’autre de l’axe réel en λ0 (pour la topologie de
B(H↓,H↑)) par R±(λ0). Les opérateurs R±(λ0) (qui sont des fonctions localement hölderiennes
d’exposant γ/2 sur J) sont alors caractérisés par la formule suivante 7 :

〈
R±(λ0)U ,V

〉
H

= VPλ0

∫
R

θλ(U ,V )
λ− λ0

dλ± i πθλ0(U ,V ), ∀U ,V ∈ H↓, (8.26)

où θλ(U ,V ) (qui est également une fonction localement hölderienne d’exposant γ/2 sur J) est
la densité spectrale de la mesure absolument continue associée à l’opérateur A défini par (8.23)
et VPλ0 la valeur principale de Cauchy en λ0.

Preuve. La preuve va s’effectuer en deux étapes. La première consiste à décomposer l’opérateur
R(ζ)E(Iac) en une partie régulière et une partie singulière au voisinage de λ0, la limite du terme
régulier ne posant alors aucun problème. Dans la seconde étape, nous passerons à la limite
de la partie singulière de l’opérateur à l’aide des formules de Plemelj-Sokhotskyi (cf. [66]) qui
reposent sur la régularité höldernienne de la densité spectrale θλ(U ,V ) au voisinage de λ0.
Pour obtenir cette régularité, nous nous appuierons sur des propriétés de régularité de la famille
modale wλ, k, j exhibée au chapitre précédent.

Localisation de la singularité

Soit K0 = [λ0 − a, λ0 + a] un compact, dont l’intérieur contient λ0. Pour passer à la li-
mite l’opérateur R(ζ)E(Iac) en λ0 ± i0, nous allons isoler la partie singulière de R(ζ)E(Iac) en
décomposant cet opérateur (à l’aide de la relation (8.20)) de la manière suivante :

R(ζ)E(Iac) = R(ζ)′ +R(ζ)′′

7. Remarquons ici que nous utilisons la même notation 〈u,v〉H et 〈v,u〉H pour u ∈ H↓ et v ∈ H↑. Ces deux
entités sont ici simplement liées par une relation de conjugaison.
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où les opérateurs bornés R(ζ)′ et R(ζ)′′ sont des troncatures spectrales de l’opérateur résolvant
définies par

R(ζ)′ = Ũ∗
1Kλ0

(λ)1Iac(λ)
λ− ζ

Ũ et R(ζ)′′ = Ũ∗
1R\Kλ0

(λ)1Iac(λ)
λ− ζ

Ũ.

Le passage à la limite sur R(ζ)′′ ne pose aucun problème. En effet, la fonction

fζ(λ) =
1Kλ0

(λ)1Iac(λ)
λ− ζ

n’est pas singulière et est même indéfiniment différentiable sur un voisinage de λ0, on en déduit
alors que l’opérateur R(ζ)′′ est également indéfiniment différentiable sur ce voisinage pour la
topologie de B(H) où B(H) désigne ici l’algèbre des opérateurs bornés munie de la norme :

‖T‖B(H) = sup
F ,G 6=0

|(TF ,G)H|
‖F ‖H ‖G‖H

. (8.27)

Sa limite (pour la topologie de B(H) et donc à fortiori pour celle de B(H↓,H↑)) au point λ0 est
simplement donnée par :

lim
ζ→λ0

R(ζ)′′ = Ũ∗
1R\Kλ0

(λ)1Iac(λ)
λ− λ0

Ũ = R(λ0)′′ ,

où l’opérateur R(λ0)′′ se réécrit en fonction de la densité spectrale θλ(U ,V ) sous la forme :

(R(λ0)′′U ,V )H =
∫
R

1R\Kλ0
(λ) θλ(U ,V )
λ− ζ

dλ, ∀U ,V ∈ H. (8.28)

Passage à la limite du terme singulier

Il nous reste maintenant à prouver que l’opérateur R(ζ)′ admet une limite (pour la topologie
de B(H↓,H↑)) de part et d’autre de l’axe réel en λ0. Nous allons tout d’abord le démontrer dans
un cas particulier.

Cas où Ωe > Ωm et Ωm < λ0 < Ωe

Nous supposons que le compact Kλ0 est inclus dans l’ensemble {λ ∈ R | Ωm < λ < Ωe}. Soient
U et V ∈ H↓. L’opérateur R(ζ)′ , qui est troncature spectrale de l’opérateur R(ζ)E(Iac), prend
la forme suivante :

〈
R(ζ)′U ,V

〉
H

= (R(ζ)′U ,V )H =
∫
R

1Kλ0
(λ)

λ− ζ
θλ(U ,V ) dλ =

∫ λ0+a

λ0−a

θλ(U ,V )
λ− ζ

dλ

avec
θλ(U ,V ) =

∫
|k|<√ε0µ0 λ

ŨCU(λ, k, j) ŨCV (λ, k, j) dk.

Notons que comme U et V ∈ H↓, l’expression de la densité spectrale (8.23) se reformule ici en
fonction de la famille modale :

θλ(U ,V ) =
∫
|k|<√ε0µ0 λ

〈U ,wλ, k, 1〉H 〈V ,wλ, k, 1〉H dk, (8.29)
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où le vecteur propre généralisé wλ, k, 1 est décrit par les relations (cf. (7.58), (7.62) et (7.89)) :

wλ, k, 1(x, y) = ŵλ, k,1(x) e
i k y

2π , ∀(x, y) ∈ R2

avec
ŵλ, k,1(x) = c̃+

λ,k Vλ,k (C+
λ,k)>Bλ,k(x).

Nous rappelons ici l’expression du coefficient c̃+
λ,k (défini en (7.61)),

c̃+
λ,k =

(π−1 |λ|µ−1
0

∣∣∣θ−λ,k∣∣∣) 1
2

i
(
µ−1

0 θ−λ,k + |µ+(λ)|−1 θ+
λ,k

) . (8.30)

Le résultat va alors découler du théorème 14.c page 94 de [66] basé sur les formules de Plemelj-
Sokhotskyi. Ce théorème permet d’une part de justifier l’existence des limites

R(λ0)′± = lim
ζ∈C±→λ0

R(ζ)′

pour la topologie de B(H↓,H↑), d’autre part, il nous fournit la régularité hölderienne locale de
ces limites. Pour appliquer ce résultat, la condition essentielle est de démontrer que la densité
spectrale θλ(U ,V ) est une fonction hölderienne sur Kλ0 . Plus précisément (en nous plaçant
dans les hypothèses du théorème 8.6.2), il suffit de montrer que pour un exposant 0 < γ ≤ 1/2
et un poids s > 2 + γ, il existe une constante C strictement positive (ne dépendant que du
compact Kλ0) telle que pour tout U ,V ∈ H↓

|θλ(U ,V )| ≤ C ‖U‖H↓ ‖V ‖H↓ , ∀λ ∈ Kλ0 , (8.31)

|θλ′ (U ,V )− θλ(U ,V )| ≤ C ‖U‖H↓ ‖V ‖H↓
∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ/2 , ∀λ, λ′ ∈ Kλ0 . (8.32)

Pour prouver les conditions (8.31) et (8.32) énonçons au préalable les deux lemmes suivants.

Lemme 8.6.3 Soit K un compact de Oc et U ∈ H↓ alors il existe une constante CK > 0
(indépendante de U) : ∣∣∣〈U ,wλ, k, 1〉H

∣∣∣ ≤ CK ‖U‖H↓ , ∀(k, λ) ∈ K, (8.33)

où le poids s dans ‖·‖H↓ vérifie s > 2.

Preuve. Soit U = (uE,uH , uP ,uM ). Par inégalité triangulaire, nous avons∣∣∣〈U ,wλ, k, 1〉H
∣∣∣ ≤ ∣∣∣〈uE, (wλ, k, 1)1〉ε0

∣∣∣+ ∣∣∣〈uH , (wλ, k, 1)2〉µ0

∣∣∣
+
∣∣∣〈uP , (wλ, k, 1)3〉ε0 Ω2

e

∣∣∣+ ∣∣∣〈uM , (wλ, k, 1)4〉µ0 Ω2
m

∣∣∣ .
Nous allons ici nous contenter de montrer l’estimation suivante :

∃C1 > 0, |
∣∣∣〈uE, (wλ, k, 1)1〉ε0

∣∣∣ ≤ C1 ‖uE‖L2
s(R2) ,∀(k, λ) ∈ K. (8.34)

Au vu de la forme de l’opérateur Vλ,k (définie en (6.17)), on montrerait de la même manière
que :

∃C2 > 0, |
∣∣∣〈uH , (wλ, k, 1)2〉µ0

∣∣∣ ≤ C2 ‖uH‖L2
s(R2) , ∀(k, λ) ∈ K, (8.35)

∃C3 > 0, |
∣∣∣〈uP , (wλ, k, 1)3〉ε0Ω2

e

∣∣∣ ≤ C3 ‖uP‖L2
s(R2

+) , ∀(k, λ) ∈ K, (8.36)

∃C4 > 0, |
∣∣∣〈uM , (wλ, k, 1)4〉µ0Ω2

m

∣∣∣ ≤ C4 ‖uM‖L2
s(R2

+) , ∀(k, λ) ∈ K. (8.37)
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On déduit alors de (8.34), (8.35), (8.36), et (8.37) l’estimation (8.33) recherchée.
Prouvons (8.34). En utilisant le fait que le coefficient c̃+

λ,k défini en (8.30) est borné (en (k, λ))
sur K, on obtient qu’il existe une constante C > 0 telle que :∣∣∣〈uE, (wλ, k, 1)1〉ε0

∣∣∣ ≤ C
∣∣∣∣〈uE, (C+

λ,k)>Bλ,k(·) ei k ·
〉
ε0

∣∣∣∣ , ∀(k, λ) ∈ K.

En majorant le terme
∣∣∣(C+

λ,k)>Bλ,k(x)ei ky
∣∣∣ de part et d’autre de l’interface x = 0, il vient (en

utilisant le fait que θ−λ,k est imaginaire pur et θ+
λ,k strictement positif) qu’il existe une constante

C strictement positive telle que

∣∣∣(C+
λ,k)>Bλ,k(x)ei ky

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ch(θ−λ,k x)−
µ+(λ)−1θ+

λ,k

µ−1
0

sh(θ−λ,kx)
θ−λ,k

∣∣∣∣∣ ≤ 1 + C |x| , ∀x < 0, ∀(k, λ) ∈ K

∣∣∣e−θ+
λ,k

x
∣∣∣ ≤ 1, ∀x > 0, ∀(k, λ) ∈ K.

(notons ici que comme le terme θ−λ,k s’annule sur la coupure spectrale λ = k/(√ε0 µ0), nous
avons regroupé le terme

∣∣∣sh(θ−λ,kx)|/θ−λ,k
∣∣∣ pour le majorer par |x|). Il vient alors finalement que

∣∣∣〈uE, (wλ, k, 1)1〉ε0
∣∣∣ ≤ C

∫
R2
|uE(x, y)| (1 + |x|) dx dy, ∀(k, λ) ∈ K,

soit avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz (puisque pour s > 2, la fonction x 7→ 1 + |x| est dans
L2
−s(R2)) : ∣∣∣〈uE, (wλ, k, 1)1〉ε0

∣∣∣ ≤ C ‖uE‖L2
s(R2) , ∀(k, λ) ∈ K.

Lemme 8.6.4 Soit K un compact de Oc et U ∈ H↓ alors il existe une constante CK > 0 et un
réel 0 < γ ≤ 1/2 (indépendants de U) tels que :

∣∣∣〈U ,wλ
′
, k, 1 −wλ, k, 1

〉
H

∣∣∣ ≤ CK
∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ/2 ‖U‖H↓ , ∀(k, λ) et (k, λ′) ∈ K,

où le poids s dans ‖·‖H↓ vérifie s > 2 + γ.

Preuve. Soient U = (uE,uH , uP ,uM ), 0 < γ ≤ 1/2 et s > 2 + γ. Tout comme dans le lemme
précédent, nous allons encore nous contenter de prouver que∣∣∣∣〈uE, (wλ

′
, k, 1 −wλ, k, 1)1

〉
ε0

∣∣∣∣ ≤ CK
∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ/2 ‖uE‖L2

s(R2) , ∀(k, λ) et (k, λ′) ∈ K.

On aurait (au vu de la forme de l’opérateur Vλ,k) les mêmes estimations (avec le même exposant
γ) sur les autres composantes du produit cartésien.

Remarquons tout d’abord que∣∣∣∣〈uE, (wλ
′
, k, 1 −wλ, k, 1)1

〉
ε0

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣c̃+
λ′ ,k
− c̃+

λ,k

∣∣∣ ∣∣∣∣〈uE, (C+
λ,k)>Bλ,k(·)ei k ·

〉
ε0

∣∣∣∣ (8.38)

+
∣∣∣c̃+
λ′ ,k

∣∣∣ ∣∣∣∣〈uE, ((C+
λ′ ,k

)>Bλ′
,k(·)− (C+

λ,k)>Bλ,k(·)
)
ei k ·

〉
ε0

∣∣∣∣ .
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Pour traiter le premier terme de cette majoration, il suffit d’utiliser le fait que la fonction c̃+
λ,k

(définie en (8.30)) est γ hölderienne sur le compact K, il vient alors avec le lemme précédent :
∣∣∣c̃+
λ′ ,k
− c̃+

λ,k

∣∣∣ ∣∣∣∣〈uE, (C+
λ,k)>Bλ,k(·) ei k ·

〉
ε0

∣∣∣∣ ≤ C
∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ ‖uE‖Ls(R2) , ∀(k, λ) et (k, λ′) ∈ K. (8.39)

Pour le deuxième terme, notons d’abord que c̃+
λ′ ,k

est bornée sur K. Puis remarquons que pour
x < 0,

|
(
C+
λ′ ,k

)>Bλ′
,k(x)− (C+

λ,k)>Bλ,k(x)
)
ei ky| ≤

∣∣∣ch(θ−
λ′ ,k

x)− ch(θ−λ,k x)
∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
µ+(λ′)−1θ+

λ′ ,k

µ−1
0

sh(θ−
λ′ ,k

x)
θ−
λ′ ,k

−
µ+(λ)−1θ+

λ,k

µ−1
0

sh(θ−λ,k)x
θ−λ,k

∣∣∣∣∣∣ .
Ainsi en effectuant les majorations suivantes (où C est une constante strictement positive ne
dépendant que du compact K) :

|x|

∣∣∣∣∣∣
µ+(λ′)−1θ+

λ′ ,k

µ−1
0

sh(θ−
λ′ ,k

x)
θ−
λ′ ,k

x
−
µ+(λ)−1θ+

λ,k

µ−1
0

sh(θ−λ,k)x
θ−λ,kx

∣∣∣∣∣∣ ≤ C
∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ/2 (|x|+ |x|1+γ),

et ∣∣∣ch(θ−
λ′ ,k

x)− ch(θ−λ,k x)
∣∣∣ ≤ C

∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ/2 |x|γ
(qui sont justifiées par le fait que les fonctions u 7→ sh(u)/u et u 7→ ch(u) sont uniformément
hölderiennes d’exposant γ sur iR et que θ−λ,k et (µ+(λ)−1θ+

λ,k)/µ−1
0 sont holdériennes d’exposant

1/2 sur Oc), il vient :

|
(
C+
λ′ ,k

)>Bλ′
,k(x)− (C+

λ,k)>Bλ,k(x)
)
ei ky| ≤ C

∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ/2 (|x|γ + |x|+ |x|1+γ). (8.40)

Pour x > 0, nous avons :

|
(
C+
λ′ ,k

)>Bλ′
,k(x)− (C+

λ,k)>Bλ,k(x)
)
ei ky| ≤

∣∣∣∣e−θ+
λ
′
,k
x − e−θ

+
λ,k

x
∣∣∣∣

≤ C
∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ/2 |x|γ , (8.41)

(car u 7→ e−u est uniformément hölderienne d’exposant γ sur R+ et θ+
λ,k est hölderienne d’expo-

sant 1/2 sur Oc). En exprimant le crochet de dualité sous forme intégrale, il découle l’inégalité :
∣∣∣c̃+
λ′ ,k

∣∣∣ ∣∣∣∣〈uE, ((C+
λ′ ,k

)>Bλ′
,k(·)− (C+

λ,k)>Bλ,k(·)
)
ei k ·

〉
ε0

∣∣∣∣
≤ C

∫
R2
|
(
C+
λ′ ,k

)>Bλ′
,k(x)− (C+

λ,k)>Bλ,k(x)
)
ei ky| |uE(x, y)| dx dy

On obtient finalement en utilisant (8.40) et (8.41) par inégalité de Cauchy-Schwarz (car pour
s > 2 + γ, la fonction x 7→ |x|γ + |x|+ |x|1+γ est dans L2

−s(R2)) :
∣∣∣c̃+
λ′ ,k

∣∣∣ ∣∣∣∣〈uE, ((C+
λ′ ,k

)>Bλ′
,k(·)− (C+

λ,k)>Bλ,k(·)
)
ei k ·

〉
ε0

∣∣∣∣ ≤ C
∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ/2 ‖uE‖L2

s(R2) . (8.42)

On conclut alors d’après (8.38) en utilisant les majorations (8.39) et (8.42).
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Remarquons tout d’abord que l’inégalité (8.31) est d’après la relation (8.29) une conséquence
immédiate du lemme 8.6.3.

Prouvons maintenant la condition de Hölder (8.32). Soit λ, λ′ ∈ Kλ0 avec λ′ > λ. On peut
alors réécrire avec (8.29), la différence θλ′ (U ,V )− θλ(U ,V ) sous la forme

θλ′ (U ,V )− θλ(U ,V ) = I1(λ, λ′) + I2(λ, λ′)

où I1(λ, λ′) =
∫

0<|k|<√ε0µ0 λ

〈
U ,wλ

′
, k, 1

〉
H

〈
V ,wλ

′
, k, 1

〉
H
− 〈U ,wλ, k, 1〉H 〈V ,wλ, k, 1〉H dk,

et I2(λ, λ′) =
∫
√
ε0µ0 λ<|k|<

√
ε0µ0 λ

′

〈
U ,wλ

′
, k, 1

〉
H

〈
V ,wλ

′
, k, 1

〉
H

dk.

Concernant I2(λ, λ′), une simple application du lemme 8.6.3 conduit à :∣∣∣I2(λ, λ′)
∣∣∣ ≤ C

∣∣∣λ′ − λ∣∣∣ ‖U‖H↓ ‖V ‖H↓ , ∀λ, λ′ ∈ Kλ0 | λ
′
> λ. (8.43)

Quant à I1(λ, λ′), en ajoutant et en retranchant la quantité
〈
U ,wλ

′
, k, 1

〉
H
〈V ,wλ, k, 1〉H, on

peut réécrire cette intégrale sous la forme :

I1(λ, λ′) =
∫

0<|k|<λ

〈
U ,wλ

′
, k, 1

〉
H

〈
V ,wλ

′
, k, 1 −wλ, k, 1

〉
H

dk

−
∫

0<|k|<λ

〈
U ,wλ, k, 1 −wλ

′
, k, 1

〉
H
〈V ,wλ, k, 1〉H dk.

En majorant cette dernière expression à l’aide des lemmes 8.6.3 et 8.6.4, il vient finalement que
pour un exposant 0 < γ ≤ 1/2 et un poids s > 2 + γ∣∣∣I1(λ, λ′)

∣∣∣ ≤ C
∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ/2 ‖U‖H↓ ‖V ‖H↓ , ∀λ, λ′ ∈ Kλ0 | λ

′
> λ. (8.44)

On tire alors des inégalités (8.44) et (8.43) la condition de Hölder (8.32) :

∃C > 0 et 0 < γ ≤ 1/2 | |θλ′ (U ,V )− θλ(U ,V )| ≤ C ‖U‖H↓ ‖V ‖H↓
∣∣∣λ′ − λ∣∣∣γ/2 , ∀λ, λ′ ∈ Kλ0 ,

(où C ne dépend ici que du compact Kλ0). On conclut alors en appliquant les relations de
Plemelj-Sokhotskyi (cf. [66]) qui justifient l’existence des limites

R(λ0)′± = lim
ζ∈C±→λ0

R(ζ)′

(pour la topologie de B(H↓,H↑)) et donnent leur forme explicite :

〈
R(λ0)′±U ,V

〉
H

= VPλ0

∫
R

1Kλ0
(λ) θλ(U ,V )
λ− λ0

dλ± i πθλ0(U ,V ), ∀U ,V ∈ H↓, (8.45)

où R(λ0)′± sont des fonctions hölderiennes d’exposant γ/2 sur l’intérieur de Kλ0 , c’est-à-dire
l’intervalle ]λ0−a, λ0+a[. En rassemblant les limites (8.45) et (8.28), on obtient alors l’expression
explicite (8.26) des opérateurs R(λ0)±.

Nous nous sommes ici contentés de détailler la démonstration du passage à la limite du
terme singulier R(ζ)′± dans le cas où Ωe > Ωm et Ωm < λ0 < Ωe, mais ceci n’est pas réducteur.
Les relations (8.31) et (8.32) sur la densité spectrale θλ(U ,V ) se démontreraient en fait de la
même manière dans les autres cas et on conclurait de façon analogue en utilisant les relations de
Plemelj-Sokhotskyi. En effet, la forme des modes wλ, k, j , nous montre qu’on pourrait aisément
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obtenir les estimations des lemmes 8.6.3 et 8.6.4 pour les fonctions wλ, k, j (cf. (7.58), (7.59),
(7.60), (7.62), (7.63) et (7.89)) dans les différentes zones spectrales OA, OB, OD et IE. La dé-
monstration de la condition de Hölder (8.32) s’appuierait également sur le caractère localement
lipschitzien 8 des fonctions C∞ : ±λ−1

1 (·) sur ]0,min(Ωe,Ωm)[, ±λ−1
2 (·) sur ] max(Ωe,Ωm),∞[,

±√ε0 µ0 λ sur R+∗,±λ−1
p (·) et

∣∣∣λ′p(λ−1
p (|·|))

∣∣∣−1
sur ] min(λc,Ωm/

√
2),max(λc,Ωm/

√
2)[. Ces fonc-

tions interviennent dans l’écriture de θλ(U ,V ) sous forme intégrale (dans le cas traité, nous
nous sommes servis de la régularité lipschitzienne locale de l’inverse de la coupure spectrale
λ = k/

√
ε0 µ0 : k = √ε0 µ0 λ pour majorer l’intégrale I2(λ, λ′)).

Un cas particulier est le cas où Ωm 6= Ωe et λ0 = ±Ωe. En effet, si Ωe < Ωm, il est ici
facile de vérifier que la fonction ±λ−1

1 (·) est seulement hölderienne d’exposant 1/2 (et non pas
lipschitzienne) en ±Ωe, ce qui est ici suffisant pour la démonstration (notons que cette perte de
régularité s’explique par le fait que la dérivée de ±λ1 s’annule en ±Ωe, cf. figure 6.5). Il en est
de même pour la fonction ±λ−1

2 (·) en ±Ωe si Ωe > Ωm.

Remarque 8.6.5 Nous avons exclu de la démonstration précédente les points ±λc où les esti-
mations effectuées sur les modes wλ, k, j dans la preuve des lemmes 8.6.3 et 8.6.4 ne seraient
plus valables car θ+

λ,k et θ−λ,k s’annulent au voisinage de ces points, ou du moins il faudrait s’y
prendre autrement. De même, le cas Ωe 6= Ωm et λ0 = ±λp diffère des cas traités dans la mesure
où les courbes ±λp(·) présentent une asymptote horizontale d’équation λ = ±λp en l’infini (cf.
figures 6.5 et 6.3). Le terme

∣∣∣λ′p(λ−1
p (|λ|))

∣∣∣−1
dans (8.23) devient alors singulier au voisinage de

±λp. Il faudrait donc adapter la démonstration précédente.

Remarque 8.6.6 Notons enfin que par manque de temps la démonstration de ce théorème
n’est pas optimale et mérite d’être retravaillée au sens où le poids s qui définit l’espace H↓, pris
strictement supérieur à 2, pourrait être affiné (on demande ici trop de décroissance à l’infini).
Il faudrait améliorer les majorations effectuées dans la démonstration de ce théorème. Dans
[113], un théorème d’absorption limite est énoncé dans le cas d’un milieu stratifié composé de
diélectriques avec un poids s dont l’infimum 1/2 est optimal. Nous pensons qu’on pourrait obtenir
dans notre situation un tel résultat. Ceci fera l’objet de nos recherches dans un futur proche.

8. Les fonctions ±λ1 et ±λ2 sont C∞ strictement monotones et de dérivées non nulles sur R+∗ (cf. lemme
6.4.1) donc par le théorème d’inversion locale, leurs inverses au sens de la composition ±λ−1

1 (·) et ±λ−1
2 (·) sont

respectivement C∞ sur ]0,min(Ωe,Ωm)[ et ] max(Ωe,Ωm),∞[. On démontre de même à partir du lemme 6.5.1
que ±λ−1

p (·) est C∞ sur ] min(λc,Ωm/
√

2),max(λc,Ωm/
√

2)[.
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Titre : Étude de deux problèmes de propagation d’ondes transitoires : 1) Focalisation spatio-temporelle
en acoustique ; 2) Transmission entre un diélectrique et un métamatériau.

Résumé : Cette thèse comporte deux parties indépendantes. Dans la première, à l’aide d’un réseau de
transducteurs, nous cherchons à émettre dans un milieu contenant des obstacles diffractants dont nous
ignorons les positions une onde venant focaliser en espace et en temps au voisinage d’un de ces obstacles.
La solution proposée ici est basée sur la méthode DORT (Décomposition de l’Opérateur de Retournement
Temporel) qui conduit à des propriétés de focalisation spatiale en régime harmonique. Cette dernière
consiste à effectuer une décomposition en valeurs singulières (SVD) de l’opérateur de diffraction qui à une
distribution de signaux envoyés aux transducteurs associe la mesure de l’onde diffractée. Dans le cadre du
modèle asymptotique petits obstacles de Foldy-Lax (justifié ici dans le cas bidimensionnel), nous montrons
comment synchroniser les signaux fournis par la méthode DORT en introduisant une SVD particulière
liée au caractère symétrique de l’opérateur de diffraction. Notre méthode est justifiée par des arguments
théoriques et une étude numérique. La seconde partie est dédiée à un problème de transmission entre un
diélectrique et un métamatériau. La question qui est posée ici consiste à étudier la validité du principe
d’amplitude limite (PAL) dans un tel milieu. Ce principe définit le régime périodique établi comme le com-
portement asymptotique en temps long d’un système soumis à une excitation périodique. Nous proposons
ici une réponse dans le cas d’un dioptre plan entre un diélectrique et un métamatériau particulier (modèle
de Drude). Dans un tel cadre, les équations de Maxwell sont reformulées en une équation de Schrödinger
dont nous réalisons l’analyse spectrale complète. Notre étude permet de voir que le PAL est vérifié sauf
à une fréquence particulière, appelée fréquence plasmon, pour laquelle les rapports des valeurs prises par
la permittivité et par la perméabilité de part et d’autre l’interface sont égaux à −1. Cette fréquence
correspond à une résonance du système et la réponse à une telle excitation croît linéairement en temps.

Mots-clés : Focalisation spatio-temporelle, retournement temporel, méthode DORT, modèle asympto-
tique de Foldy-Lax, équations de Maxwell, métamatériaux, théorie spectrale, principe d’amplitude limite.

Title: Analysis of two wave propagation phenomena : 1) Space–time focusing in acoustics ; 2) Transmission
between a dielectric and a metamaterial.

Abstract: This thesis consists of two independent parts. In the first one, we consider a reference medium,
containing some scatterers whose positions are unknown. Using an array of transducers, our goal is to
generate an acoustic wave that would focus in space and in time near one of these scatterers. The tech-
nique proposed here is based on DORT method (French acronym for Decomposition of the Time Reversal
Operator) which leads to space focusing properties in the frequency domain. It consists in a singular value
decomposition (SVD) of the scattering operator, that is, the operator which maps the input signals sent
to the transducers to the measure of the scattered wave. In the context of the Foldy–Lax approximation
(which is justified here in 2D), by introducing a particular SVD related to the symmetry of the scattering
operator, we show how to synchronize the time-harmonic signals derived from the DORT method to achieve
space–time focusing. Theoretical properties and a numerical study justify our approach. The second part
is devoted to a transmission problem between a dielectric and a metamaterial. The question we consider
is the following : does the limiting amplitude principle hold in such a medium? This principle defines the
stationary regime as the large time asymptotic behavior of a system subject to a periodic excitation. An
answer is proposed here in the case of a two-layered medium composed of a dielectric and a particular
metamaterial (Drude model). In this context, we reformulate the time-dependent Maxwell’s equations as a
Schrödinger equation and perform its complete spectral analysis. As an application of this study, we show
finally that the limiting amplitude principle holds except for a particular fequency, called the plasmonic
frequency, characterised by a ratio of permittivities and permeabilities equal to −1 across the interface.
This frequency is a resonance of the system and the response to this excitation blows up linearly in time.

Keywords: Space–time focusing, time reversal, DORT method, Foldy–Lax asymptotic model, Maxwell’s
equations, metamaterials, spectral theory, limiting amplitude principle.
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