N

N

Approches analytiques et numériques de problemes de
transmission en propagation d’ondes en régime
transitoire. Application au couplage fluide-structure et
aux méthodes de couches parfaitement adaptées

Julien Diaz

» To cite this version:

Julien Diaz. Approches analytiques et numériques de probléemes de transmission en propagation
d’ondes en régime transitoire. Application au couplage fluide-structure et aux méthodes de couches
parfaitement adaptées. Modélisation et simulation. ENSTA ParisTech, 2005. Frangais. NNT':
tel-00008708

HAL Id: tel-00008708
https://pastel.hal.science/tel-00008708
Submitted on 7 Mar 2005

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://pastel.hal.science/tel-00008708
https://hal.archives-ouvertes.fr

Numero attribué par la bibliotheque

année : 2005

e
. UNIVERSITE
(pies s Sasie CURIE ZIINRIA

THESE DE DOCTORAT DE L’'UNIVERSITE PARIS 6

Spécialité

Mathématiques Appliquées

présentée par

Julien DIAZ

Pour obtenir le grade de

DOCTEUR de 'UNIVERSITE PARIS 6

Sujet de la these :

Approches analytiques et numériques de problemes de transmission
en propagation d’ondes en régime transitoire.

Application au couplage fluide-structure et aux méthodes de couches
parfaitement adaptées.

soutenue le 18/02/2005 devant le Jury composé de

Francis Collino Examinateur

Jan Hesthaven Rapporteur

Patrick Joly
Frédéric Nataf
Olivier Pironneau
Olivier Poncelet

Maryline Talmant

Directeur de these
Rapporteur
Président du Jury
Examinateur

Examinatrice






Sommaire




Sommaire

5.2 Utilisation dun pas de tempslocal . . . . . . . . ... 71
Bonexed . . . . . 76

5.b  Calcul du second membre de (@ ....................... 78

p . p - 81
6.1 Les différents codes implémentéd . . . . . o .o e 83
6.2 Comparaison avec des solutions analvtiqued . . . . . . . . .. ... ... ... 84

II Une analyse de la précision des conditions aux limites et couches
bantes pour I’équation des ondes par la méthode de Cagniard de
Hoop 99

R Les Conditi Limi N 1 ] 125

P p ; ; 197
131
141

Bonexed . . . 151
R.a_Extension anx conditions de Higdonl . . . . . . . . ... 151

19_Les Couches absorbantes Parfaitement. Adaptées 155
01 Principanxrésultatd . ... 157
9.2 Démonstrations des théoremes a m ................... 169
9.3 Résnltats numériques concernant: le probleme du demi-espacd . . . . . . . . . 177
9.4 Résultats numérigues concernant le domaine entouré de PMIJ . . . . . . . . . 184

isé ’ i 5 195
[10_Analvse des PMI classiques pour I’acoustique en écoulementl 197
[10.1 Tes équations de U'acoustique en écoulement! . . . . . . o o o o i 199

[10.2 Les PML pour I'aéroaconstiqud . . . . . . . ... ... . . 206

[10.3 Analyse de I'instabilité des PML, par la méthode de Cagniard-de Hoopl . . . . 212
Annexed . . . ., 229

10.a Démonstration du théoréme @ ........................ 222




Sommaire

1.3 Résultats numériqued . . . . . . . . . .. 238

[11.4 Te cas d’un écoulement obliqud . . . . . . o o oo 247

IV__La méthode de Cagniard-de Hoop : une présentation mathématique
et numérique 253

B e o T — 231
Dotraduction . . .« . o o oo 333

[13.1 Calcul de la fonction de Green dans un milien homogéne infini . . . . . . . . 337
[13.2_Cas d’un milien & deux couches planes homogéned . . . . . . ... ... ... 340
|I;3.3 [nteraction fluide-so jdé .............................. 365

[13.4 Considérations pratiques pour le calenl numériguel . . . . . . . .. . ... .. 396
findex 411
Index des citationd 413

Références 415




Sommaire




Remerciements

Mes premiers remerciements s’adressent bien évidemment a Patrick Joly. Je lui suis infini-
ment reconnaissant pour ses conseils, sa patience, sa rigueur scientifique et son humour.
J’ai beaucoup progressé pendant ces quatre années grace a lui.

Jan Hesthaven et Frédéric Nataf ont accepté d’étre rapporteurs de ma these. Je les remercie
vivement de leurs remarques et de 'attention qu’ils ont portée a mon manuscrit.

Merci a Olivier Pironneau d’avoir accepté de participer a mon jury et d’en étre le président.

Je remercie Maryline Talmant et Emmanuel Bossy pour leurs conseils et I'intérét qu’ils ont
pu porter a mon travail. Leurs questions et leurs remarques m’ont certainement permis de
clarifier ma présentation du couplage fluide-structure.

C’est grace a Olivier Poncelet que j’ai connu la méthode de Cagniard-de Hoop, je lui suis
reconnaissant pour son aide. Je tiens également a remercier tous ceux qui m’ont permis de
progresser dans la compréhension de cette méthode : Quentin Grimal, Bruno Lombard et
Madjid Berraki.

Au cours de cette these, j’ai beaucoup apprécié les nombreuses discussions (qui s’éloignaient
bien souvent du strict cadre mathématique) que j’ai pu avoir avec Francis Collino. Je suis
heureu qu’il ait accepté de participer & mon jury.

Je remercie Hervé de Féraudy pour m’avoir fait confiance et m’avoir soutenu pour I’attribution
de ma bourse de these.

Mon travail a été grandement facilité par l'excellente ambiance régnant dans les projets
ONDES et ESTIME. Je remercie tous les membres de ces projets, ainsi que ceux du Labora-
toire de Mathématiques Appliquées de ’Ensta, pour I'aide qu’ils m’ont apportée en mathé-
matique et en informatique, et également pour leur disponibilité et leur amitié.

Pour finir je voudrais remercier ici mes amis et mes parents pour le soutien qu’ils m’ont
apporté durant toutes ces années.

1. Accessoirement, je suis admiratif devant son soutien inconditionnel au PSG. Je suis certain qu’il sera un
jour récompensé de sa perséverance.
2. Je n’ose pas dire “honoré” de peur de froisser sa modestie...



Remerciements




Introduction

La geneése de cette theése, dont le résultat final est sans doute plus hétéroclite (mais j’espere
plus riche) que celui prévu au départ, est treés liée & un contexte “historique” qu’il me sem-
ble intéressant de rappeler en préambule. Cette présentation va me permettre d’introduire
les différentes parties de mon travail et de mettre en avant ses principales caractéristiques,
contributions ou nouveautés (en gras dans le texte). Cette présentation sera suivie d'une de-
scription plus détaillée du plan de la these et du contenu des quatre parties qui la composent.
Je terminerai par la liste des publications auxquelles mon travail a donné lieu.

1. Le sujet initial a pour origine une interaction avec des chercheurs du laboratoire d’image-
rie paramétrique (LIP) de Paris 6, plus précisément de Maryline Talmant et d’Emmanuel
Bossy. Leurs travaux concernent le diagnostic précoce de 1’ostéoporose par une tech-
nique ultrasonore dite “technique de transmission axiale”. L’ostéoporose est une maladie
du squelette caractérisée par une augmentation de la porosité des os et donc par une
baisse de leur densité. Elle entraine une augmentation importante du risque de frac-
ture. Le principal examen permettant de diagnostiquer cette maladie est 1’évaluation
de la densité minérale osseuse par densitométrie rayons X. Cette technique étant rela-
tivement couteuse et irradiante, 'utilisation de techniques d’évaluation ultrasonore s’est
développée depuis une vingtaine d’années. Ce sont toutes des techniques dites de trans-
mission (I’émetteur et le récepteur sont positionnés a deux endroits différents de 1'os),
par opposition a I’échographie qui est une technique de réflexion. Il y a deux classes de
techniques de transmission :

(a) La technique de transmission transverse : ’émetteur et le récepteur sont posi-
tionnés de part et d’autre de 'os. Cette technique s’applique plus particulierement
a I’étude de l'os trabéculaire qui constitue la partie centrale des os plats ou courts
et I'extrémité des os longs (voir figure [ll). Cet os est extrémement poreux.

(b) La technique de transmission axiale : I’émetteur et le récepteur sont positionnés sur
une ligne parallele a 'axe de 1'os. Cette technique s’applique plus particulierement
a I’étude de l’os cortical qui constitue la partie centrale des os longs et I’enveloppe
des os plats ou courts. Cet os est beaucoup plus dense que 1'os trabéculaire.

Leur principe repose sur I’évaluation de la vitesse de propagation des ondes de I’émetteur
au récepteur ou sur la mesure de latténuation des ondes durant ce trajet (pour plus de
détails sur ces techniques et sur l'ostéoporose nous renvoyons a la these d’Emmanuel
Bossy [I1]).

Pour pouvoir diagnostiquer 1'ostéoporose il faut donc étre capable de relier la densité
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F1G. 1: Os cortical et os trabéculair

osseuse (ainsi éventuellement que d’autres parametres comme ’anisotropie et l'atténua-
tion) a la vitesse de propagation des ondes. Pour cela il est utile d’avoir a sa disposition
un code numérique simulant la propagation de ces ondes. Outre 1’os, qui est assimilé a
un solide homogene isotrope, ce code doit aussi simuler la propagation des ondes dans
les tissus mous (peau, muscle, moelle ...) assimilés a de I’eau. Les codes commerciaux
a la disposition du LIP au début de cette theése étaient limités a la modélisation des
solides isotropes bidimensionnels et conduisaient a d’importants artefacts numériques
dans le fluide.

C’est pourquoi nous avons cherché a mettre au point une méthode de résolution numéri-
que adaptée a la spécificité du couplage fluide-structure, c’est ce travail qui a fait 'objet
de la premiere partie de la theése. La particularité de mon travail a été de mettre au
point une méthode de raccord non conforme en espace autorisant un pas de temps
local, respectivement dans les domaines fluides et solides. La stratégie de raccord se fait
sans multiplicateur de Lagrange (contrairement aux méthodes d’éléments joints)
et le schéma résultant est explicite sauf peut-étre a l'interface. La stabilité de ces
méthodes est garantie par un résultat de conservation d’énergie discréte.

. Parallelement, j’avais, au cours de mon stage de DEA, commencé & travailler sur un

probleme assez différent, a savoir I’étude de couches absorbantes parfaitement adaptées
(Perfectly Matched Layers, PML) en acoustique (qui ont d’ailleurs été utilisées dans
le cadre du couplage fluide-structure pour simuler des milieux non bornés), et plus
précisément pour ’aéroacoustique. Ce travail n’ayant pas été achevé au cours du stage,
j’ai continué a m’y intéresser pendant ma these, ce qui a donné lieu a ce qui constitue la
troisieme partie de ce document. La principale contribution de mon travail a été la con-
struction d’une nouvelle méthode PML stable pour I’acoustique en écoulement
et une nouvelle analyse théorique de la stabilité temporelle de ces PML. Signalons
ici que ces travaux, bien que développés indépendamment, sont proches de ceux récents
de Hu.

. C’est un autre aspect de mon travail qui fait le lien entre ces deux sujets, apparem-

ment tres distincts. Pour le probleme d’interaction fluide-structure, le probleme de la
validation du code de calcul s’est assez vite posé : en général on cherche tout d’abord

3. Pour un bel os, c’est un bel os.
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Introduction

a valider un code a l’aide de solutions analytiques exactes. Dans le cas de 'interaction
fluide-structure, 'obtention d’une solution analytique explicite est déja une question non
triviale. Dans le cadre de notre participation au GDR ultrasons, nous avons notam-
ment pu interagir avec des chercheurs du Laboratoire de Mécanique Physique (LMP)
de I'Université de Bordeaux 1 (en particulier d’Olivier Poncelet) qui nous ont permis
de nous familiariser avec la méthode de Cagniard-de Hoop qui est une méthode partic-
ulierement efficace d’obtention de solutions analytiques non triviales pour la propagation
d’ondes en milieu stratifié en régime temporel. De ce fait j’ai été amené a m’investir de
fagon importante dans la compréhension, 'application & divers cas de figure et la mise
en oeuvre numérique de cette méthode. C’est ce travail qui a débouché sur la quatrieme
partie de la these qui, bien que volumineuse, revét un caractére un peu marginal par
rapport au reste de la these. Au dela du seul intérét, déja réel en soi, de I’obtention
de solutions analytiques, il m’a semblé intéressant de faire une présentation de
cette méthode a l'intention de la communauté d’analyse numérique, au sein
de laquelle cette méthode, pourtant élégante et utile, reste méconnue. Nous n’avons
pas eu la prétention de faire oeuvre d’originalité scientifique ici, si ce n’est au niveau
de la justification de certains points techniques, généralement omise dans les articles
que nous avons eu 'occasion de consulter. C’est la recherche d’une présentation plus
mathématique que celle qu’on trouve dans les exposés plus classiques des ouvrages de
physique et le souci de faire une présentation détaillée qui ont débouché sur une partie
aussi conséquente.

Dans le méme temps, nous avons réalisé que cette méthode était un outil idéal pour
analyser, en domaine temporel, les méthodes PML mais aussi sur un sujet tres voisin, en
loccurence les conditions aux limites absorbantes (CLA) locales. De fait, 'utilisation de
la méthode nous a permis d’obtenir des résultats théoriques, pour le coup résolument
nouveaux, sur ’analyse des PML et des CLA (deuxi¢me partie).

Plan de la theése.

Comme nous 'avons déja dit, cette these se divise en quatre parties :
Premiere partie : Méthodes numériques pour le couplage fluide-structure.

Dans cette partie nous présentons des méthodes numériques non conformes (c’est-a-dire qui
permettent 1'utilisation de maillages non conformes et de pas de temps locaux) pour résoudre
des problemes d’interaction fluide-structure dans le domaine temporel en deux ou trois dimen-
sions. Ces méthodes, robustes et tres précises, sont basées sur des formulations variationnelles
mixtes. Elles sont de plus explicites et conservatives et peuvent étre d’ordre arbitrairement
élevé en espace.

Dans le premier chapitre nous présentons I'intérét des méthodes numériques non conformes
pour le couplage fluide-structure.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons les formulations variationnelles que nous utiliserons
par la suite : les formulations dites duale-duale et primale-primale. Ces formulations seront
obtenues a partir des équations de I’élastodynamique formulées en vitesses-contraintes dans
le solide et des équations de I’acoustique formulées en vitesses-pression dans le fluide. Toutes
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deux ont la particularité de ne pas faire intervenir de multiplicateur de Lagrange.

Dans le troisieme chapitre nous décrivons les éléments finis utilisés pour la discrétisation en
espace de ces formulations variationnelles.

Dans le quatrieme chapitre nous considérons certaines questions relatives a l'analyse des
schémas semi-discrets.

Dans le cinquiéme chapitre nous nous intéressons a la discrétisation en temps des schéma semi-
discrets. Nous présenterons d’abord deux schémas conformes (le pas de temps est le méme
dans le fluide et dans le solide) avant d’étudier un cas particulier de schéma non conforme (le
pas de temps sera deux fois plus grand dans le fluide que dans le solide).

Dans le sixieme chapitre nous montrerons la précision de nos méthodes en confrontant les so-
lutions numériques obtenues dans des configurations simples a des solutions quasi analytiques
calculées par la méthode de Cagniard-de Hoop. Nous montrerons ensuite que ces méthodes
sont également capables de traiter des problemes plus complexes.

Deuxieme partie : Une analyse de la précision des conditions aux limites et
couches absorbantes pour I’équation des ondes par la méthode de Cagniard
de Hoop.

Dans cette partie nous appliquons la méthode de Cagniard-de Hoop, qui nous a permis
d’obtenir des solutions analytiques dans la premiere partie, a I’étude des frontieres artifi-
cielles.

Dans le septieme chapitre nous rappelons les deux principales techniques de frontiere artifi-
cielle : les conditions aux limites absorbantes et les couches absorbantes parfaitement adaptées
(Perfectly Matched Layers, PML). Nous rappelons également les principaux résultats concer-
nant ’étude de la stabilité et de la précision de ces méthodes.

Dans le huitieme chapitre nous nous intéressons au probléeme du demi-espace borné par une
condition aux limites absorbante avec une source ponctuelle. Nous montrerons comment il
est possible d’obtenir une expression analytique de la solution fondamentale de ce probléeme
grace a la méthode de Cagniard-de Hoop. Nous en déduirons des estimations d’erreur dans
le cas d’une source quelconque en temps.

Dans le neuvieme chapitre nous considérons successivement le probleme du demi-plan, du
quart de plan et du domaine rectangulaire bornés par des couches parfaitement adaptées.
Dans chaque cas nous obtiendrons a nouveau une expression explicite de la solution fonda-
mentale du probléeme considéré grace a la méthode de Cagniard-de Hoop.

Troisieme partie : PML stabilisées pour ’acoustique en écoulement.

Dans le dixiéeme chapitre nous rappelons comment adapter le modele PML aux équations de
I’aéroacoustique. Il est maintenant bien connu que ces PML sont instables et que les causes de
ces instabilités peuvent étre analysées par une étude a haute fréquence que nous redétaillerons
ici. Nous conclurons ce chapitre par une nouvelle analyse de ces instabilités par la méthode

12
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de Cagniard-de Hoop.

Dans le onziéme chapitre nous présentons une technique de stabilisation des PML en aéro-
acoustique. La méthode de Cagniard-de Hoop nous servira ici & montrer la stabilité de notre
nouveau modele.

Quatrieme partie : La méthode de Cagniard-de Hoop : une présentation
mathématique et numérique.

Dans les deux derniers chapitres nous présentons en détail la méthode de Cagniard-de Hoop
en dimension deux (chapitre 11) et en dimension trois (chapitre 12). En partant de la con-
figuration la plus simple possible (un milieu acoustique homogene infini), nous aboutirons
progressivement a I’étude du couplage fluide-structure. Ces deux chapitres ne contiennent pas
de résultats réellement nouveaux mais regroupent des résultats contenus dans la littérature
et éclaircissent certains détails qui ne semblent pas avoir été traités jusqu’a maintenant.

Liste des articles. Cette thése a donné lieu a trois articles :

J. Diaz et P. Joly. An analysis of higher boundary conditions for the wave equation. A
paraitre dans SIAP.

J. Diaz et P. Joly. Robust high order non conforming finite element formulation for time
domain fluid-structure interaction. A paraitre dans JCA.

J. Diaz et P. Joly. A time domain analysis of PML models in acoustics. Soumis 8 CMAME.
et & deux proceedings de conférence :

J. Diaz et P. Joly. Eléments finis d’ordre élevé pour le couplgae fluide-structure. In Etude
de la propagation ultrasonore en milieux non homogenes en vue du contréle non destructif
(décembre 2003), GDR-US 2501, pp. 71-80. Aussois.

J. Diaz et P. Joly. Stabilized perfectly matched layer for advective acoustics. In The
Sixth International Conference on Mathematical and Numerical Aspects of Wave Propagation
(Waves 2003) (juillet 2003), pp. 115-119. Jyvéskyla.
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Premiere partie

Méthodes numériques pour le
couplage fluide-structure
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Chapitre 1

Motivation de I’étude

Ce premier chapitre a pour objectif d’exposer I'utilité de méthodes numériques non-
conformes pour le couplage fluide-structure et les différentes propriétés que nous
souhaitons que ces méthodes possedent : nous voulons pouvoir utiliser des maillages
non conformes et des pas de temps locaux (section [[2), et que le couplage entre le
fluide et le solide puisse étre assuré sans faire intervenir de multiplicateur de Lagrange
(section [[J). Nous avons choisi de considérer le probléme d’interaction fluide-structure
comme un probléme de transmission entre un systeme formulé en vitesse-pression dans
le fluide et un systéme formulé en vitesse-contrainte dans le solide (section [LTI).

17
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Introduction

Les problemes d’interaction fluide-structure apparaissent dans de trées nombreuses applications
physiques telles que (nous citons ici quelques sujets d’intérét du projet ONDES) ;

e la propagation des ondes élastiques dans les sols sous-marins (sismique, recherche pé-
troliere) [67, 411 ;

e la propagation des ondes ultrasonores dans des tissus biologiques, tels que 'os [[I7, [I§] ;

e les vibrations de structures solides (avion, voiture, instrument de musique) immergé
dans un fluide [65, 29].

Beaucoup de travaux ont déja été consacrés au développement de méthodes numériques ef-
ficaces pour résoudre ce type de probleme dans le domaine fréquentiel mais tres peu se sont
intéressés au probleme temporel qui introduit de nouvelles difficultés, notamment a cause de
la question de la stabilité des schémas en temps. De plus, il est de plus en plus courant,
en calcul scientifique, de considérer des problemes de grande taille, comme les problemes de
décomposition de domaines, pour lesquels 'utilisation de maillages indépendants (et non con-
formes) sur chaque domaine est souhaitable. Pour les problemes temporels, 'utilisation de
pas de temps locaux peut également étre nécessaire.

Nous présentons dans cette partie différentes méthodes numériques pour la résolution des
probléemes d’interaction fluide-structure dépendant du temps. Ces méthodes sont dans ’esprit
de celles présentées dans [65] et sont dans la continuation de différents travaux du projet
ONDES a I'INRIA [82, 42, 29, [77, 22, 23]. Toutes ont en commun les propriétés suivantes :

leur construction repose sur des formulations variationnelles mixtes ;

la résolution est explicite a ’exception parfois du calcul sur l'interface fluide-solide ;

e ce sont des méthodes conservatives : leur stabilité est garantie par la conservation d’une
énergie ;
e elles peuvent étre d’ordre arbitrairement élevé en espace.

Le plan de cette partie est le suivant. Dans ce chapitre nous présentons l'interét pra-
tique de 'utilisation de maillages non-conformes et de pas de temps locaux. Au chapitre
nous présentons les deux principales formulations variationnelles sur lesquelles nos méthodes
s’appuient : les formulations dites primale-primale et duale-duale. Nous proposerons, au
chapitre Bl une méthode d’éléments finis mixtes pour la discrétisation spatiale de chacune
de ces formulations puis nous nous intéresserons, au chapitre Bl & la question cruciale de la
discrétisation en temps en insistant particulierement sur I’analyse de stabilité. Nous con-
clurons cette partie en présentant des résultats numériques destinés a valider nos méthodes
(section [6.2) et & donner des exemples d’application (section B3).

Ce travail a donné lieu a l'article [31]
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Chapitre 1 Motivation de I’étude

1.1 Pourquoi développer un outil spécifique pour le couplage
fluide-solide

Il est bien connu qu’un milieu acoustique peut-étre considéré comme la limite d’un milieu
élastique isotrope dont le coefficient de Lamé p tend vers zéro. Il est donc naturel, si on possede
un code numérique pour résoudre les équations de I’élastodynamique a coefficients variables,
d’essayer de traiter le milieu fluide comme une région particuliere d’un solide hétérogene ou
i = 0 (ou tres petit). D’un point de vue pratique, cette technique nécessite le calcul d'un
tenseur de contraintes (quatre inconnues en dimension 2 et neuf en dimension 3) dans le
fluide alors qu’une seule inconnue de pression est a priori nécessaire. D’un point de vue plus
mathématique, si le code numérique est basé sur une discrétisation du déplacement par des
éléments finis H!, alors prendre p = 0 fait perdre le résultat de coercivité H' (seule la norme
L? du déplacement est contrélée). Pour pallier cette difficulté, on peut alors choisir p tres
proche de 0. Dans ce cas des artefacts numériques, causés par la présence d’ondes S tres lentes
peuvent apparaitre. Nous donnons un exemple de ces phénomenes sur la figure [LTl Au cours
de sa theése au LIP, E. Bossy [I1] a rencontré cette difficulté en utilisant un code commercial,
il a donc mis au point un code de différences finies, basé sur le schéma de Virieux [84), 3.
Bien que dans ce code le fluide soit toujours considéré comme un solide avec p proche de 0,
les ondes S parasites ne perturbent pas la solution.

Les ondes S parasites

Fluide

Solide

Fia. 1.1: Apparition d’ondes parasites

Nous nous sommes orientés dans ce travail vers une stratégie différente, mieux adaptée au
traitement de coefficients variables, aux géométries complexes et a la spécificité du probleme
d’interaction fluide-solide. Cette approche repose sur la résolution par des méthodes d’élé-
ments finis d’un probléme de transmission entre un systeme formulé en vitesse-pression dans
le fluide et un systéme formulé en vitesse-contrainte dans le solide.

1.2 Maillages non conformes
Dans le cas de méthodes numériques classiques le choix des parametres de discrétisation (pas
d’espace h et pas de temps At) est guidé par les données de expérience a simuler, les deux

parametres principaux étant la longueur d’onde A et la vitesse de propagation des ondes c.
Nous rappelons ci-dessous comment la détermination de ces parametres se fait dans la pratique
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1.3 Stratégie de couplage entre le fluide et le solide

et pourquoi il est intéressant de pouvoir choisir des pas d’espace et de temps différents dans
le milieu fluide et dans le milieu solide :

1. Le critére habituel pour le choix du pas d’espace h est de choisir h < A\/N, ou N est
un nombre de points par longueur d’onde donné. N dépend du schéma numérique,
de la précision souhaitée, de la durée de l’expérience... Dans le cas d’un probleme
d’interaction fluide-structure, trois longueurs d’onde doivent étre considérées : Ay pour
le fluide, Ag pour les ondes de cisaillemen et Ap pour les ondes de compressio.
Nous supposons, pour simplifier le raisonnement, que le nombre N requis pour obtenir
la précision souhaitée est le méme dans le milieu fluide et dans le milieu solide et que
Af < Ag < Ap (situation qui est de loin la plus fréquente dans la pratique). II est alors
facile de remarquer que le choix hy = A\y/N < hy = Ag/N garantit la méme précision
que hy = hg = A\y/N tout en nécessitant moins de place mémoire et de temps de calcul.

2. Dans le cas de schémas explicites, le pas de temps doit satisfaire, pour des raisons de
stabilité, une condition, dite condition CFL (Courant-Friedrichs-Levy) :
cAt <
P
avec a dépendant de la méthode numérique. D’autre part, choisir cAt/h trop petit aug-
mente inutilement le temps de calcul et, pour la plupart des schémas numériques, induit
des phénomenes de dispersion numérique qui peuvent fortement diminuer la précision
de la méthode. Dans le cas d’'un couplage fluide-structure ou le pas de temps est le
méme dans les deux milieux, il devra vérifier :

h s
At < min (af—f,as—> .

cy cs
Dans le cas oll ¢; < cp (en général le rapport est de un pour trois), nous aurons :

At = OéSE < ozf&.
cs cy
L’utilisation de pas de temps différents sur chaque grille (en utilisant la méthode des pas
de temps locaux — voir [7] (raccord de type Dirichlet/Neumann) et [43] (raccord par
conditions aux limites absorbantes)) nous donnera plus de souplesse pour se rapprocher
le plus possible des conditions CFL dans les deux milieux.

1.3 Stratégie de couplage entre le fluide et le solide

Quand on utilise des maillages non conformes ou des pas de temps locaux, la principale dif-
ficulté réside dans le traitement des conditions de transmission. Dans ce que nous allons
présenter, nous avons privilégié la robustesse en imposant la stabilité de la méthode de cou-
plage. Pour cela les principes de base sont :

e construire I’espace de discrétisation a partir d’une formulation variationnelle du systeme
couplé ;

4. Aussi appelées ondes S, ondes shear, ondes transverses, ondes T...
5. Aussi appelées ondes P, ondes longitudinales, ondes L...
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Chapitre 1 Motivation de I’étude

e assurer la stabilité par la conservation d’une énergie discrete appropriée.

La méthode bien connue des éléments joints (ou mortiers) [15, 12] (dans un contexte volumes
finis, une méthode alternative, dite new cement, est proposée dans [B], et prolongée dans [78].
Elle se distingue de la méthode mortar par le fait que la transmission entre domaines se fait par
I'intermédiaire de quantités de type Robin et non de Dirichlet/Neumann) permet de traiter
la non-conformité de ce probléeme . Néanmoins cette méthode nécessite l'introduction d’une
inconnue supplémentaire sur 'interface, dite multiplicateur de Lagrange et la discrétisation
de ce multiplicateur entraine certaines contraintes, liées en particulier a la vérification d’une
condition inf-sup. Nous privilégierons donc les méthodes ne nécessitant pas I'introduction de
multiplicateurs de Lagrange.
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Chapitre 2

Obtention de formulations
variationnelles couplées

ous travaillons avec les équations de I'élastodynamique en vitesses-contraintes for-

mulées comme un systeme du premier ordre que nous rappelons a la premiere
section. Nous présenterons alors les deux formulations variationnelles qui lui sont
naturellement associées : la formulation primale, étudiée par S. Fauqueux [42] et la
formulation duale étudiée par C. Tsogka [82]. Nous rappelons ensuite brievement la
formulation des équations de 'acoustique en vitesse-pression ainsi que les deux formu-
lations variationnelles qui lui sont associées. Nous pourrons alors nous intéresser au
couplage entre le milieu fluide et le milieu solide : nous présenterons deux formulations
variationnelles sans multiplicateur, les formulations primale-primale et duale-duale.
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2.1 Les équations de 1’élastodynamique

Notations

Nous notons d la dimension du probleme (d = 2 ou d = 3). On appelle Q¢ le milieu fluide et
(25 le milieu solide, on suppose que €2 et {25 sont deux ouverts de IR tels que (voir figure ZT]) :

00y = 08); =T, interface entre les deux milieux, et que 2, UQ,UT = R4

Nous appelons n la normale a I' dirigée du milieu solide vers le milieu fluide.

Fluide

FiG. 2.1: Tllustration du probleme en dimension 2

2.1 Les formulations variationnelles associées aux équations
de I’élastodynamique
2.1.1 Les équations sous forme forte

La formulation en vitesse-contrainte des équations de I’élastodynamique linéaire (petits dé-
placements) s’écrit :

(Z—%(az,t) — CO(z) g(vs(, 1)) =0 dans Q, x [0, 7], (2.1.1a)
(S)
ps(a:)%(w,t) —divag(z,t) =0 dans Qg x [0, 7. (2.1.1b)

ou

o g =(04)ij=1.a : Qs x [0,T] — IR?? est le tenseur des contraintes, en Pa (N m~2 ou

m! kg s)
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Chapitre 2 Obtention de formulations variationnelles couplées

o C = (Cijkl)ijki=1.4 est le tenseur des coefficients d’élasticité, en Pa, vérifiant les pro-

priétés de symétrie et de positivité :
2 (L
Cijkl = Cjikl = Chiij €t Cijri&ij&rl = aZ§ij, V¢ tenseur symétrique ; (2.1.2)
ij

3.

)

e ps > 0 est la masse volumique du solide, en kg m™

o c(vs) = % (l’us —i—lvst) et div représente la divergence classique appliquée aux ten-

seurs.
Les propriétés de C impliquent la symétrie de g.

Remarque 2.1.1 Afin de ne pas alourdir la présentation, les conditions initiales seront
supposées nulles sauf mention contraire. Pour la méme raison nous ne préciserons plus la
dépendance en espace des constantes physiques.

Nous considérons maintenant deux formulations variationnelles associées a (S), la formulation
primale et la formulation duale.

2.1.2 Les équations sous forme faible
2.1.2.1 La formulation variationnelle mixte primale

La formulation variationnelle primale [65] consiste & chercher v, dans H'(Q,) = (H'(£2))?
et o dans

LQ(QS) = {g ‘ 05 € L2} .
On multiplie donc respectivement les équations (T2 et (ZIID) par

ée ]LQ(QS) et  wg € Hl(QS),

et on integre les deux nouvelles équations sur 2 :

i/ g:ﬁ—/ Ce(vs) : €=0, (2.1.3a)
dt Jo,= = == 2
d .
ps—/ 'us-ws—/ diveo -w, = 0. (2.1.3b)
dt Ja,

Nous intégrons alors par parties le terme en divergence de la seconde équation :

/QS dive-w, :/r(gn)'ws_/ﬂsl(’ws) o

Il ne reste plus qu’a remarquer que, d’apres les propriétés de symétrie du tenseur C décrites
par (Z12) :
Ce(vs) =C V(vs)

pour obtenir la formulation variationnelle mixte primale :

26



2.1 Les équations de 1’élastodynamique

Trouwver (vs,a) : 1+ HY(Q,) x L%(Q,) tel que, pour tout (ws,§) € HY(Q,) x L*(Q,) :

d g:§— | CN(vs):£=0, (2.1.4a)
dt Qs i = Qs I — =

(SP) 4
— Ps Vs Wy + V(ws):o— /(gn)-ws =0. (2.1.4Db)
dt Qs Qs - r—

Remarque 2.1.2

o la symétrie du tenseur des contraintes n’est pas imposée de maniére forte dans l’espace
fonctionnel ;

e pour linstant nous ne nous préoccupons pas du terme de bord de (2IAD) qui n’a
d’ailleurs pas de sens dans les espaces de fonctions décrits précédemment. Ce point sera
clarifié au moment de prendre en compte les conditions de transmission (section [Z3).

2.1.2.2 La formulation variationnelle mixte duale

La formulation variationnelle duale [65] consiste & chercher vy dans L?(,) = (L?(Q,))? et
dans

IS}

H;ZZTI(QS) = {g d’ordre d ’ oij € LQ(QS), dive; € (LQ(QS))d et 0y = Uji}

Rappelons que, d’apres les propriétés du tenseur C' décrites par (ZI.2), I'application € — C'¢e
est un isomorphisme dans D'espace des tenseurs symétriques et nous notons A I'application
inverse correspondante, vérifiant également les propriétés de (EZT2). Les équations (zami)
deviennent alors :

0Aa

5 g(vs) =0 dans Qg x [0,77, (2.1.5a)
dvs .

Ps g divg =0 dans Q4 x [0, 7. (2.1.5Db)

On multiplie respectivement la premiere et la seconde équation par
EeHY(Q,) et wse L*(Ny)

pour obtenir :

4 Aog: € — / e(vs) : =0 dans Qs x [0,T], (2.1.6a)
dt QS — = QS_ =
d .
psa/ Vg Ws — / dive -w, =0 dans Qg x [0, 7. (2.1.6b)
QS S -
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Chapitre 2 Obtention de formulations variationnelles couplées

On integre alors par parties le terme en e(v). Rappelons que div est I'adjoint de g(.) lorsqu’on
opere sur des tenseurs symétriques :

/Qsé(vs) 3£:/F(£n).vs—/sdivgus

La formulation variationnelle mixte duale s’écrit donc :

Trouver (vg,a) :t— L?() x H/™(Qy) tel que, pour tout (ws, &) € L2(Q,) x H3/™(Q,) :

div
d .
— Ag:f—&—/ d1v§-vs—/(§n)-05:0, (2.1.7a)
dt QS I = s = 1—1 =
(SD) 1
— Ps Vg Wy — w,-dive = 0. (2.1.7b)
dt Qs Qs -

Remarque 2.1.3

o la symétrie du temseur des contraintes est cette fois imposée de maniére forte dans
l’espace des fonctions ;

e ici encore, le terme de bord de ([ZITal), qui n’a a priori pas de sens, sera traité a la

section [Z3.

2.2 Les formulations variationnelles associées aux équations
de P’acoustique

2.2.1 Les équations sous forme forte

La formulation en vitesse-pression des équations de ’acoustique s’écrit :

m%(%ﬂ +divos(x,t) = f(x,t) dans Q¢ x 0,77, (2.2.1a)
(F)
pf(w)%(m,t) + Vp(z,t) =0 dans Q¢ x [0, 77, (2.2.1b)

N

ol
e p: Qs x[0,7] — IR représente le champ de pression, en Pa :

o vy = (vf;)i=1.a : Qp x [0,T] — IR¢ représente le champ des vitesses dans fluide,

enms

cy > 0 est la vitesse de propagation des ondes acoustiques dans {17, en m s7L:

py > 0 est la masse volumique du fluide, en kg m3 ;

)

f Q¢ x[0,T] — IR est une fonction source que nous supposerons par la suite dans
L2(Qy).
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2.2 Les équations de I’acoustique

2.2.2 Les équations sous forme faible

Nous pouvons bien str également obtenir deux formulations variationnelles différentes dans
le fluide.

2.2.2.1 La formulation variationnelle mixte primale

Par analogie avec les équations de l'élastodynamique, la formulation variationnelle mixte
primale consiste & chercher p dans H'(Qy) et vy dans L*(Q #)- On multiplie donc respec-
tivement (ZZTal) et ZID) par ¢ dans H'(Qy) et par w; dans L*(;) et on intégre sur

Qf:
d
— p2q +/ divqu:/ fq (2.2.2a)
dt Jo, cs?pr - Ja, Q;
d
— pfvf-wf+/ Vp-’wf:(). (2.2.2b)
dt Jo, Q,

On obtient alors la formulation variationnelle mixte primale en intégrant par parties le terme
en divergence :

Trouver (p,vy) :tw HY(Qy) x L*(y) tel que, pour tout (q,wys) € H'(Qp) x L*(Qy) :

d Pq
al T, Vq-’vf—/(J(Uf'n)=/ fa, (2.2.3a)
Q; CfTPf Qy r Qy
(FP)
d
— pf'vf-wf—i—/ Vp-w;=0. (2.2.3Db)

2.2.2.2 La formulation variationnelle mixte duale

La formulation variationnelle mixte duale consiste a chercher p dans L?(€)) et par v dans
H 4;,(Qy). Nous multiplions donc respectivement (ZZIal) et ([Z2ZIH) par ¢ dans L?(Qy) et
wy dans H 4;,(€2¢) et on integre sur Qy :

d

—/ qu +/ divqu:/ fq (2.2.4a)
dt Jo, cs?py - Ja, Q;

d

—/ pfvf-wf—i-/ Vp-wf:O. (2.2.4b)

On obtient alors la formulation variationnelle mixte duale en intégrant par parties le terme
en gradient :

Trouver (p,vy) :t— L*(Qf) X H g1,/ (Qf) tel que, pour tout (g, wy) € L*(Qs) x H 430, (2y) -

d
— qu +/ qdivvf:/ fa (2.2.5a)
dt Jo, cr2pr - Ja, Q;

(FD)
d
- pfvf-'wf—/ pdiV ’wf—/p('wf-n):(). (2.2.5b)
dt Jo, Q; r
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Chapitre 2 Obtention de formulations variationnelles couplées

2.3 Le couplage entre le solide et le fluide

Les conditions naturelles de transmission sur l'interface I' sont la continuité des vitesses
normales et la continuité des contraintes normales :

Vs =051 (I (2.3.1a)

(CT)
on=-pn (I (2.3.1b)

Coupler la formulation primale dans un domaine avec la formulation duale dans l'autre
nécessiterait 'introduction d’un multiplicateur de Lagrange comme pour les éléments mor-
tar (voir par exemple [36]). Les deux autres possibilités (formulations primale-primale et
duale-duale) sont des méthodes sans multiplicateur.

2.3.1 La formulation primale-primale

La fagon la plus simple de coupler la formulation (SP) dans le solide a la formulation (FP)
dans le fluide est d’utiliser la condition de transmission (23.JD) dans le terme de bord de

ET40) -
/F(gn)-ws = —/F(pn)-ws-

Cette intégrale de bord a bien un sens puisque la fonction test wg est dans H 1((25), et que p
est cherché dans H'(€2f), w, - m et p sont donc tous deux éléments de H%(F)

Réciproquement, il ne nous reste plus qu’a utiliser la condition de transmission (23Tal) dans

le terme de bord de (ZZ3al) :
[atwrm = [aw.n).
r r

Il est facile de vérifier que cette intégrale a bien un sens puisque ¢ et v sont dans H 3 (T).
La formulation variationnelle primale-primale s’écrit donc :

Trouver (p,vy,o,vs) @ t— X tel que tout (q,wy,§, ws) de X vérifie

— — vr-Vg— | q(vs-m) =0, 2.3.2a
dt Jo, ci?pr Joy d r ( ) ( )
d
- ,ofvf-wf+/ Vp-w; =0, (2.3.2b)
dt Jo, Q2

(PP)
d
— ps'vs-ws—i—/ Q:Z('ws)—l—/pn-wS:O, (2.3.2¢)
dt Jq. == r
d
— [ a:{— | CN(vs):§=0, (2.3.2d)
dt Qs_ = Qs — =
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2.3 Le couplage entre le solide et le fluide

avec

X = HY(Qy) x L*(Qy) x L*(Q5) x H'(Q)

2.3.2 La formulation duale-duale

Nous voulons ici coupler (SD) et (FD). La prise en compte des conditions de transmission
(CT) est un peu plus compliquée et nécessite de modifier les termes de bord et les espaces
fonctionnels (ce point sera traité plus en détail a la section EE3). Considérons d’abord le terme

de bord de (ZI7al).

En utilisant le fait que tout vecteur u peut se mettre sous la forme (u-n)n +n A (u A n),
le produit scalaire ({n)-vs dans l'intégrale de bord de (ZTT7al) est égal a :

(€n)-n)(vs-n) + (En) An)-(vs An).

Remarquons maintenant que la condition de transmission (2.3.TD)) est équivalente & :

p=—(gn)n (2.3.3a)

(cn)An=0. (2.3.3b)

En imposant la condition (Z330)) de maniere forte, c’est & dire en prenant les fonctions test
§ et en cherchant g dans

H oo () = {g € Hg" (%) | (@ n) An =0},

nous pouvons faire apparaitre la condition de transmission (EZ3Tal) dans l'intégrale de bord

de (ZI7a)

/F(gn)ms = /F((én)n)('vfn) (2.3.4)

Nous pouvons ensuite utiliser la condition (Z33al) dans l'intégrale de bord de (22350 :

[ s m == [ pen)n (2.3.5)

Remarquons qu’il reste un probleme d’analyse fonctionnelle puisque, si g et  sont dans

H%TO () et vy et w, dans H g;,(2f), les termes de droite de (2232 et de (233) apparaissent

alors a priori comme des intégrales de produit de fonctions H _%(F). Pour pallier cette
difficulté nous devons restreindre les espaces dans lesquels nous allons chercher g et vs. Les
trois possibilités les plus évidentes sont de chercher :

1. (g n)-n dans H%(I’) ;
2. vy-n dans H2(T) ;

3. (cn) netvs-n dans L*(I).
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Chapitre 2 Obtention de formulations variationnelles couplées

Comme nous le verrons a la section B3] ces trois choix, qui garantissent la continuité de la
forme bilinéaire associée a la formulation variationnelle, lui font perdre sa coercivité. Pour des
raisons de symétrie (il n’y pas de raison particuliere pour que la régularité de ¢ soit différente
de celle de v¢), nous avons choisi la troisieme possibilité qui nous conduit a chercher ¢ et v ¥
respectivement dans : B

~

() = {2 e B2 | (@n) - ne ZA(D)

H o () = {v; € Hyi () | vs-m € LAT)}
dont les normes associées s’écrivent ;
1213 ) = Izl + (@ ) -l = llgliFaga,) + iV el + @ m) - nliEaqy
et
||Uf||%dm(9f) = ||’Uf‘|%1d,.v(ﬂf) + ||’Uf‘"||%2(r) = ||’UfH2L2(Qf) + ||diV’Uf||%2(Qf)||Uf‘n||%2(r)-

La formulation duale-duale s’écrit donc :

Trouwver (p,vy,a,vs) : t— X tel que tout (¢, wr,§, ws) dans X vérifie

d Pq / :
— + qgdivos =0, 2.3.6a
dt Q CfQPf Q; f ( )
d .
— pf'vf-'wf—/ pdlvwf+/(gn)~n(wf-n):0, (2.3.6b)
dt Jo, Q; r—
(DD)

d
— Ag:§+/ div‘f-vs—/(gn)~n(vf-n):0, (2.3.6¢)
dt QS__ = s = F =
d .
— PsVs - Wg — wg-dive =0, (2.3.6d)
dt Qs Qs -

avec

X = LA(Qp) x Hin() x HIH(Q4) x L2(€)

2.4 Obtention d’identités d’énergie

Nous allons maintenant montrer que les formulations (PP) et (DD) vérifient la conservation
d’une certaine énergie.

2.4.1 Pour la formulation primale-primale

Soit (p,vy,0,vs) solution de (PP). Alors comme I'équation (B32d)) est vérifiée pour toute
fonction test de LL2(€2,), elle est vérifiée de maniere forte :

g—ga(vs) =0.
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2.4 Obtention d’identités d’énergie

D’apres les propriétés du tenseur C, o est un tenseur symétrique, et nous pouvons donc
choisir { = Ag. Pour les autres fonctions test nous choisissons (¢, w s, ws) = (p, vy, vs) pour

obtenir :
( 1 0Op
—p— Vp-v —/p(v -n) =0, (2.4.1a)
/Qf cy?py Ot Q Y
ov
/ pf—f-vf—i-/ Vp-v; =0, (2.4.1Db)
Qy ot Qy
v,
Ps ——— Vs + oc:V(vs)+ [ pn-vs=0, (2.4.1¢)
s 315 S_ - T
Oa
/ A—=:0— V(vg):0=0. (2.4.1d)
.- 0t = Jo.= =
soit, en additionnant ces quatre équations :
1 Jp Ovy Ovg / oa
/ng0f2pf3tp+/9fpf t var/nsps R ST (242)
ce qui peut se mettre sous la forme :
dEpp
=0 2.4.3
dt ’ (2.4.3)
avec

1 2 1
Bor® =5 | [ ot [ oslloslP| 45| [ eellodP s [ Agig| (249
2 \Ja, iy Jay 2 LJa, Q.

Il est évident, grace aux propriétés du tenseur A que I'énergie Epp(t) est positive.

Remarque 2.4.1 Cette énergie est la somme des énergies que mous aurions obtenues en
considérant un fluide seul et un solide seul.

2.4.2 Pour la formulation duale-duale

Considérons maintenant (p, v, g, ) solution de la formulation duale-duale et posons

(Q7wf7§7ws) = (p,vf,O',’Us),

nous obtenons alors :

1 Op /
—p+ P divor = 0, 2.4.5a
Af CfQPf ot Q; f ( )

G
/ pfﬁ,,vf_/ pdivvf+/(gn).n(vf.n):o, (2.4.5D)
o, = Ot Qp ro

/QS(Ag—Z :J)—{—/sdivg.vs—/r(gn).n(vf.n) —0. (2.4.50)

v
/ psi SV — / v, -dive = 0. (2.4.5d)
0. Ot . =
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Chapitre 2 Obtention de formulations variationnelles couplées

En additionnant ces quatre équations on obtient :

dEpp

—0 2.4.6
dt ’ (2.4.6)

avec

1 P> 1
Eoplt) =5 | [+ [ psllodP|+5 | [ Azig)+ [ wlol?| (247
2 Qf chf Qf 2 Qs s

Il est facile de vérifier que Epp(t) > 0.

Remarque 2.4.2 Cette énergie est encore une fois la somme des énergies que nous aurions
obtenues en considérant un fluide seul et un solide seul.
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Chapitre 3

Semi-discrétisation en espace

Nous présentons dans ce chapitre les éléments finis utilisés pour la discrétisation en
espace des formulations variationnelles obtenues au chapitre précédent. Pour la
formulation variationnelle duale-duale nous avons choisi, dans le solide, des éléments
finis construits a partir des éléments infr)l — Q@ de C. Tsogka [R2] et, dans le fluide
les éléments finis de Raviart-Thomas classiques. Pour la formulation primale-primale
nous avons choisi les éléments finis @ de S. Fauqueux 2] dans le fluide et dans le
solide. Nous rappelons en annexe le principe des éléments finis courbes qui permettent
une meilleure approximation des frontieres courbes.
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3.1 Discrétisation par éléments finis de la formulation duale-duale

Notations

Dans ce chapitre nous notons :

3.1

T, (vesp. 7p,), un maillage de Qy (resp. {)s), composé de quadrangles (si d = 2) ou

d’hexaedres (si d = 3) notés K Zf (resp. K?) et Tp, la réunion de ces deux maillages. ;
K = [0,1]" le cube (ou le carré) unité.

F{ (resp. F7) :Af( — Klf (resp. K7) une application vectorielle bijective transformant
la frontiere de K en la frontiere de K Zf (resp. K7?) et telle que chaque composante de
F'; soit un polynéme de degré 1 par rapport a chaque variable ;

P, ’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a k ;
Py, 1, 'ensemble des polynomes de deux variables défini par :
k1 ko

R R DI R

i=1 j=1

Py, ko ks U'ensemble des polynomes de trois variables défini par :
k1 ko ks

Pk:l,k‘z,kg p($1,$2,x3) | p(xlal?al‘?)) - ZZZCUZNC%QCQ )

i=1 j=1 I=1
Qi 'ensemble des polynomes défini par
Qk = Py, (en dimension 2) ou Qp = Py (en dimension 3) ;

Q1 (K) ensemble des fonctions dont la restriction a I’élément K peut étre identifiée a
un polynome de @y, :

Qr(K) = {q[ﬂpe Qr telle que g x :p|K} :

on utilisera également les ensembles Py, (K'), Py, k,(K) et Pp, g, 1y (K) dont la définition
est similaire & celle de Q(K)

Discrétisation par éléments finis de la formulation duale-
duale

3.1.1 Les éléments finis dans le solide

Par souci de simplicité, nous nous limitons a la présentation de I’élément fini d’ordre 1,
Q ‘11“’ — Q, et nous renvoyons le lecteur & [82] pour I'extension a des éléments d’ordre élevé
ou a la dimension 3.
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

hy
Fluide
Solide
hs

FiG. 3.1: Un maillage pour la formulation duale-duale

Remarque 3.1.1 Les éléments de C. Tsogka sont spécifiquement définis pour des mail-
lages réguliers, nous supposerons donc que tous les éléments de Ty, sont des carrés. En
conséquence, les interfaces courbes devront étre discrétisées en marche d’escalier. Cependant
cela n'interdit pas lutilisation de pas d’espace différents dans le fluide et dans le solide (voir

figure [Z1).

L’espace Q Cf“’ est ’espace des contraintes Q 1 par morceaux vérifiant les propriétés suivantes :

e 011 est discontinue a travers les arétes horizontales du maillage et continue a travers les
arétes verticales ;

e 099 est discontinue & travers les arétes verticales et discontinue a travers les arétes
horizontales ;

e 019 = 091 est une fonction continue.
La définition mathématique de Q {¥* s’écrit
Qv ={o| o12=00€H (), orz)x € Q(K), VK € Ty,
et [o11,00])" € Hain(), (011,02) € Q1(K) X Qi(K), VK € T, }

Les degrés de liberté des contraintes sont tous associés aux noeuds des éléments. D’apres
la définition que nous en avons donné, ils sont au nombre de cinq en chaque noeud (voir
la figure B2). A titre d’illustration nous avons représenté le profil et le support des cingq
fonctions de base associées a un noeud i sur la figure B4
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3.1 Discrétisation par éléments finis de la formulation duale-duale

Pour que ces éléments soient conformes avec 1’espace HZ??O nous devons également imposer

—

012 = 0 sur l'interface I' : nous appelons Q ‘11“’ I’'espace défini par
Qv = {gé Q" oz :0}-

o —

Remarque 3.1.2 (ocn)n appartient bien a L*(T') si g est dans Q §%°.

d .9
4922 0294 012 = 021 012 = 091 pUs2
i ™ !
011 011 Vg9
] ol . un
Us1
h h s
o
W, 4211 |
o, 03,0  o12=o0n c12=0n (059
Fi1g. 3.2: L’élément fini dans le solide : les contraintes (a Fic. 3.3: L’élément fini
gauche et au centre) et les vitesses (a droite). utilisé dans le fluide.

Le champ de vitesse dans le solide sera approché par des éléments de I'espace Q, ’espace
des champs de vitesse constants par maille :

Qo = {vs € L*(Q) |vs € Qo(K) x Qo(K), VK € T}

(les degrés de liberté sont associés au centre des mailles — voir figure B2).

3.1.2 Les éléments finis dans le fluide

Le champ de pression sera approché par des éléments de I'espace @, I'espace des champs de
pression constants par morceaux sont constants par morceaux :

Qo= {p € L*(Qy)|p € Qu(K), VK € Ty} .

Les degrés de liberté du champ de pression seront associés au centre des mailles. Pour
approcher le champ de vitesse, nous utiliserons 1’élément fini de Raviart-Thomas RT ¢ défini
par :

RTO = {’Uf ’ [Ufl,UfQ]t c Hdiv(Qf)a (Uflvva) I~ Plo(K) X POl(K), VK € 771,‘}
On en déduit que

e la premicre composante de la vitesse (vy,) est continue a travers les arétes verticales et
discontinue a travers les arétes horizontales ;

e la seconde composante de la vitesse (vy,) est continue a travers les arétes horizontales
et discontinue a travers les arétes verticales.

C’est pourquoi nous associerons les degrés de liberté de vy, au centre des arétes verticales
et les degrés de liberté de vy, au centre des arétes horizontales (voir figure B3). A titre
d’illustration nous avons représenté le profil et le support des de la fonction de base vy, (resp
vr,) associée a l'aréte i (resp. j) sur la figure BAa (resp. sur la figure BAb).
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

Fic. B4 : o},

Ni

Fic. Bdlc : 03,

7

Fic. B4d : o,

Fic. Bdle : 0192

F1G. 3.4: Les fonctions de base o (a gauche) et leurs supports (& droite)
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3.1 Discrétisation par éléments finis de la formulation duale-duale

Fic. BAla : vry

F1G. 3.5: Les fonctions de base v (& gauche) et leurs supports (a droite)

FIG. b : va

3.1.3 Equations semi-discrétisées

Nous notons
(L2 Dny (Haw(Qp)n HEHQ)n et (LX)
les espaces de discrétisation respectifs de

LX), Haw(Qp), HEZH(Qs) et L*(Qy)

sur un certain maillage 73, du domaine {2 caractérisé par son pas h.

La formulation variationnelle semi-discrétisée s’écrit alors :

Trouver (ph,'v?,gh,'vsh) : t— X" tel que tout (qh,w?,éh,'wg) dans X" vérifie
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

( d h h
— qu —|—/ qhdivv]}: fq", (3.1.1a)
dt Jo, cropr  Ja, Q;
d/ h .k / h Jic b / h h
— prUY Wy — ptdivwi + [ (¢"n) n(wr-n)=0, 3.1.1b
dt Jo, Uy a, f r(_ )-n(wj-n) ( )
(dd)
o égh :éh—i—/ divéh-vg—/(éhn)-n(v]}-n):O, (3.1.1¢)
Qs s r
d
— psvlt - wh — wh - dive" =0, (3.1.1d)
dt Qs Qs -
avec

XM = (L2Q))n % (i (@) x HT ()0 % (L2 ()1

Nous notons

Np Nuf

B @l = (o} Bl Eaw@n] = {v)}

j=i i=1

et
Bl O = (ot} BIE @ = (),

i= =1

les bases respectives des espaces (L2(27))n, (Hagin(S2))n, (L*(S2%))n et (HY™ () et nous
définissons les matrices de masse

Pi 9; ho b
(Mp)i; Z]é 5o (My)ij :]é PFYF;VF;
f

et

(Ms); ; :}{ ég? col (M) :7{ ps'vgi-v’;j,

Qs Qs

olt ¢ désigne une intégration exacte ou numérique. Puisque p et v, sont constantes par
morceaux, les matrices de masse Mp et M, sont diagonales. L’application de la technique de
condensation de masse décrite par exemple dans [65] nous permet d’obtenir M diagonale et

My, diagonale par blocs 5 x 5. Le principe consiste a choisir les degrés de liberté des fonctions
de base comme points de quadrature de I'intégration numérique.

Nous définissons également les matrices
(Dy)ij = / ph divvl}. et (Dy)ij = / vl div "
qui représentent des opérateurs de divergence discrets. Finalement nous notons
h h
(B = [ (el m) (o}, m)
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3.2 Discrétisation de la formulation primale-primale

I'opérateur de trace discret et

la source discrete.

Fi:/ fa;
Q

L’application de la procédure standard de discrétisation par éléments finis conduit alors au
systeme différentiel ordinaire suivant©) :

3.2 Discrétisation de la formulation primale-primale

( dP
MPE +Dfo :177

dv,
My~ — D}P + B =0,
(dd) e
My + D:Vi — BV, =0,

dt

dVs
Y px—o

dt

3.2.1 Modification de la formulation primale-primale

(3.1.2a)
(3.1.2b)
(3.1.2¢)

(3.1.2d)

Pour pouvoir utiliser les éléments finis de S. Fauqueux dans le solide nous devons modifier la

formulation variationnelle (PP) en introduisant une fonction auxiliaire définie par

2l
ot~ LY

avec la condition initiale v(0) = 0.

Nous utiliserons donc la formulation suivante, équivalente a (PP) :

Trouver ((p,vyf,a,vs),7) :

(PP?)

(

d pq / /
- — = vy-Vg— [ q(vs-n) =0,
dt Qf CfQPf Qf f r ( S )

d

- pfvf-wf—i-/ Vp-wf:O,

d
_/ ps”s'“’s"‘/ Q:Z(ws)‘f’/pn'wszoy
dt Qs s T

he

d
§ L e [ Zwog=o

)
1aa%
|
S~
I
[1=
1aa%
Il
A

6. Les vecteurs P, Vy, V, et X sont composés des degrés de liberté de ", U?,U? et gh

t— X x L%(Qs) tel que tout (q,wys,§, ws) de X vérifie

(3.2.1a)

(3.2.1b)

(3.2.1¢c)

(3.2.1d)

(3.2.1¢)
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

avec
X = H(Qy) x L*(Qy) x L*(Qs) x H'(Q)
La formulation (PP’) étant équivalente & la formulation (PP), elle garantit également la

conservation de I’énergie Epp définie en (ZZ3). Néanmoins, comme nous le verrons par la
suite, nous utiliserons plutot ’énergie Eppr définie par :

1 P> 1
Borlt) =5 | [ et [ orlosdPl+ 5| [ pellodP+ [ Cyia| 322
2 Qp crops Qp 2 Qs Qs - =

Pour montrer la conservation de Epp/(t) il suffit de choisir

(q,'UJf,’lUs) = (p,’vf,'vs)

puis

£ =Vv,dans B2ZId) et ¢ =Cy dans (BZTd).

3.2.2 Considérations sur le maillage utilisé

Contrairement a la formulation précédente, les éléments finis que nous allons présenter sont
définis pour des mailles (quadrangles ou hexaedres) quelconques. Cette formulation est donc
plus adaptée a la prise en compte des interfaces courbes. C’est pourquoi nous considérerons
ici un maillage quelconque (un exemple de maillage quelconque est donnée sur la figure B0).
Si nous utilisons des maillages non conformes sur une frontiere courbe, a moins que 'un des
pas d’espace soit un multiple de l'autre, les deux maillages vont s’interpénétrer comme le
montre la figure B Nous supposerons donc ici que les maillages sont conformes.

SRR
AT
SHHTGS

Fic. 3.7: Maillages non conformes sur une
FiG. 3.6: Le maillage du domaine frontiere courbe

3.2.3 Définition des espaces d’approximation

Nous présentons ici les espaces d’approximation pour un ordre k quelconque. Pour pouvoir
appliquer la condensation de masse, les degrés de liberté des fonctions de base sont associés
aux points de Gauss-Lobatto d’ordre k + 1 (voir [#2] pour plus de détails).

44



3.2 Discrétisation de la formulation primale-primale

Le champ de pression dans le fluide qui est une fonction de type H!, sera approché par des
éléments de Q§°™ défini par

Q™ = {p € H'Qy) | pr o Fl e Qu(i]) VK] € Thf} :

D’apres cette définition p est une fonction continue a travers les arétes (et les faces en dimen-
sion trois) des mailles. Pour illustrer notre propos, nous avons représenté 1’élément @5 sur la

figure

Le champ de vitesse dans le solide, lui aussi de type H!, sera approché par des éléments de
Q™ défini par

Qe = {fvs € H'(Q) | viks o Ff € (Qu(K7))? VK] € 77%}'

D’apres cette définition v est continue a travers les arétes des mailles (voir figure BY)).

Le champ de vitesse dans le fluide, qui est de type L?, sera approché par des fonctions de
I’espace Q%lsc défini par

. —1
Qi = {v; € L) [ [/ IDF] vy 0 F € (Qu(k]))! VK] €T,

ol Jl-f représente le jacobien de F{ . Cette transformation, dite transformation de Piola, nous
servira plus loin a simplifier la calcul des matrices de rigidité.

De méme le champ de contrainte sera approché par des fonctions de ’espace Q %isc défini par
Qi = {g e L) | |} |DF} gy, 0 F} € (QuE)® VK] €T, ).

Les champs auxiliaires v sont approchés par les mémes types de fonction que ¢.

Nous notons

(H Qn (LHQ))n, LA, et (H ()

les espaces de discrétisation respectifs de
H'(Q), LAQ)). L) et HY(Q,)

sur un certain maillage 75, du domaine ) caractérisé par son pas h. La formulation variation-
nelle semi-discrétisée s’écrit alors :

Trouver ((ph,v’},gh,vg),lh) Dt XD (L2 (), tel que tout (qh,w?éh,w?) de X" vérifie
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

I I P.
PO S A PR O [
(—lﬂl_)Ol_) OF(_L (—L(—lﬂr
T T T
‘—lﬁl—).l_) [ ) @ ‘—l.‘_l"l_’
(JOT_’OT_’ [} [} (JO(_T!IL
O = e |
RN IO O A O

Fic. 3.8: L’élément fini Q5

d " q" h h h
— 5 — vy Vg — [ ¢"(vs-m) = faq, (3.2.3a)
dt Jo, cr?pr Ja, r Q;
—g/)wv?w?+/)Vﬂ“w?:Q (3.2.3b)
, d

(pp’) — Ps 'U;‘-'wi? +/ o Z('wg) + /phn-'w’; =0, (3.2.3c)
dt Jq, Q.- r
/ ol ¢l —/ cAl e =o, (3.2.3d)
Qs_ = Qs - = =
d
—/ At el / Yol : ¢h =0, (3.2.3¢)
dt QS = = Qs h— =

avec

Nous notons

et

BIE @) =o)L Bl ={o'}
les bases respectives des espaces (H*(Qf))n, (L2(Q)n, (H () et (L2(Qs))n.

Comme pour le probleme dual-dual, nous définissons les matrices de masse

plql
(Medg = § 28 Mgy = § ool ol
" Q cr’py JIea Q URCAINCE
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3.2 Discrétisation de la formulation primale-primale

et

—_— = :_]

(Ms); ; :}i ol ig?7 (Ms)i :ja psvl;-vls, (C)ij=dCal:a"

Nous utiliserons encore une fois la condensation de masse pour diagonaliser les matrices de
masse : nous obtenons alors Mp et M, diagonales, M diagonale par blocs dx d et C diagonale
par blocs d? x d2.

Nous définissons également les matrices
h .h h h
(Gr)ig :/ Vi v, et (G)ig :/ Vus;:g;
Q Qs
qui représente des opérateurs de gradient discrets. Finalement nous notons

(B)ij = /Fp? (vsi-m)

Fi:/ fa;
Qy

la source discrete. L’application de la procédure standard de discrétisation par éléments finis
conduit alors au systéme différentiel ordinaire suivant() :

I'opérateur de trace discret et

P,

v,
My~ +GyP =0, (3.2.4b)

dVs
(pp) Msd—‘; +G*N 4+ B*P =0, (3.2.4¢)
Mg¥. — CT =0, (3.2.4d)

dr
My — GV = 0. (3.2.4e)

Les matrices Gy et G5 sont des opérateurs de gradient discrets et C approche la multiplication
par le tenseur C. En appliquant a nouveau la technique de condensation de masse

Remarque 3.2.1 Dans la pratique on réécrit les équations (B2ZAd) et BZAdl) uniquement
en fonction de X :

dy
Ms— - CM: GV, = 0. (3.2.5)

Remarque 3.2.2 Rappelons que le fait d’approcher vy et g par des éléments de Q%isc et
Q{s¢ nous permet d’obtenir la propriété suivante :

V- vl = AV v et Zvé col = Zﬁi 57,
K/ f 7 ! e P
En conséquence, les matrices Gy et Gs sont indépendantes des mailles Ty, et T, : toutes les

informations concernant les parameétres physiques et la géométrie des maillages sont contenues
dans les matrices diagonales (ou diagonales par blocs) Mp, My, My, My et C.

7. Les vecteurs P, V;, Vs et ¥ sont ici encore composés des degrés de liberté de p”, U?gv? et gh
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

3.3 Calcul d’une énergie

Comme pour le cas continu nous pouvons montrer la conservation d’une énergie semi-discrete
associée a la formulation variationnelle duale-duale et a la formulation variationnelle primale-
primale.

3.3.1 Energie associée au schéma dual-dual (dd)

En multipliant les équations (B1Zal), (B1.20), BI2d) et BI2d) respectivement par P, Vy,

et Vs, on vérifie facilement que :

dFE4q .

0
dt ’

avec

Edd(t) = (Mp P, P) + (Mf Vf,Vf) + (Mg E,E) + (Ms Vs, Vs)

Cette énergie n’est rien d’autre que la formulation semi-discrétisée de 1’énergie continue FEpp.

3.3.2 Energie associée au schéma primal-primal (pp)

Utilisons d’abord (B2ZZZ4d) dans (B2Z4d) pour obtenir :

ar
av;
Mfd—tf +GyP =0, (3.3.1b)
(pp)
d‘/s * —1 *
M,——* + GIMg'CT + B*P =0, (3.3.1¢)
dr
My — GV, =0. (3.3.1d)

En multipliant respectivement (B3Tad), B3J0), B3Id) et B3Id) par P, Vi, Vs et T on

montre que
dE,,

dt

:0,

avec

Epp(t) = (MpP,P)+ (Mf Ve, Vf) + (M, Vg, Vi) + (CT,T).

On retrouve a nouveau ’expression semi-discrétisée de I’énergie Epp.

Annexes

3.a Les éléments finis courbes

Avec les éléments finis d’ordre N les solutions sont approchées par des polynomes de degré N.
La précision du calcul augmente donc avec 'ordre des éléments, ce qui permet de diminuer le
nombre de points par longueur d’onde. Typiquement, avec des éléments ()5 nous prenons 7
a 8 points par longueur d’onde (contre 20 points avec des éléments ()1). En contrepartie les
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3.a Les éléments finis courbes

interfaces courbes sont moins bien prises en compte par des larges mailles (voir figure BJ).
L’utilisation d’éléments finis courbes (); permet une approximation beaucoup plus précise
de la géométrie. Le principe consiste & paramétrer les arétes (ou les faces en dimension 3)
des éléments non plus par des fonctions affines mais par des polyndémes de degré k (voir
figure BI0).  Considérons par exemple 1'élément ABCD représenté sur la figure BTl et

Fia. 3.9: Approximation d’une frontiere

F1G. 3.10: Approximation d’une frontiere
courbe par des éléments finis Q5 classiques bp

courbe par des éléments finis Q)5 courbes

supposons que nous connaissions fi, fy, f3 et f, les paramétrages respectifs sur [0,1] des
quatre “arétes” AB, BC, DC et AD. Comme indiqué dans [79] on peut alors définir une

A

Fi1G. 3.11: L’élément courbe ABCD
fonction F, transformant le carré unité en P'élément courbe ABCD par
F(&,&) = (1-8&)f1(&) +&f2(&) +&F3(6) + (1 — &) fa(é)
= (1=&)1=&)f1(0) = &1 = &) f1(1) = (1 = &1)&F3(0) — &1&f3(1).

F transforme exactement la frontiere du carré unité en la frontiere de ABCD. Cette fonction
n’est en général pas inversible et encore moins polynémiale. Pour pallier cette difficulté nous
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

allons donc approcher chaque aréte par une aréte paramétrée par un polynéme d’un certain
degré.

Pour illustrer notre propos nous présentons la méthode pour des éléments finis 5. Intéres-
sons-nous a l'aréte AB paramétrée par la fonction f, et considérons f;(v;) les images par f
des six points de Gauss-Lobatto d’ordre 5 (voir figure BIZ). Nous pouvons alors approcher

F1(v3) f1(ve

F1(v2)
f1(vs)
A f1(n) f1(n) '

F1Gc. 3.12: L’aréte AB

f1 par une fonction polynémiale de degré 5 définie comme un polynéme de Lagrange par

INGEDSFATY | e
i=1 j=1 ¢ J
J#

qui nous fournit le parametrage de 'aréte approchée représentée en bleu sur la figure B.13]

f1(vs) f1(ve
F1(n) B
J1(vs)

A1) f1(n)
Fic. 3.13: L’aréte AB et son approximation par f

On définit de la méme fagon les approximations des trois autres arétes, et la nouvelle fonction,
polynomiale et bijective F' est obtenue par la formule :

F(¢1,6) = (1—&)F1(&) +&Fa(E) +EFs(€) + (1 — &) Fa(&)
— (1-&)1-&)F1(0) —&(1 - &) F1(1) — (1 — &1)&F3(0) — E162F5(1).
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Chapitre 4

Questions théoriques concernant les

problemes semi-discrets

Nous nous intéressons dans ce chapitre a 1’étude de la convergence des schémas
semi-discret primal-primal et dual-dual. Nous montrerons a la premiere section
que 'analyse de I’erreur du schéma primal-primal peut se faire de maniere tres classique
et nous verrons a la deuxiéme section que cette analyse ne peut étre appliquée au
schéma dual-dual a cause des espaces fonctionnels qui lui sont associés. Nous donnerons
cependant quelques pistes pour mener cette étude.
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Contenu
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4.1 Equivalence entre les formulations du premier et du second ordre

Introduction

L’analyse classique de la convergence d’un schéma semi-discret s’appuie sur la définition d’une
projection convenablement choisie de la solution continue sur ’espace d’approximation, dite
projection elliptique. Cette projection est en général définie comme étant la solution d’un
probleme elliptique associé au probleme d’évolution. L’étude s’effectue alors en deux étapes :

1. On établit des estimations d’erreur entre cette projection et la solution du probléeme
continu.

2. A Taide de techniques d’énergie on relie ces estimations d’erreur aux estimations d’erreur
entre la solution du probléme continu et la solution du probléeme semi-discret.

Nous ne nous intéresserons ici qu’a la premiere étape et nous renvoyons a la these de J. Rodri-
guez [7).

4.1 Equivalence entre les formulations du premier et du sec-
ond ordre

L’étude de la convergence du probleme semi-discret consiste a comparer la solution du prob-
leme continu, (c’est-a-dire la solution associée & la formulation primale-primale (EZ32) ou a
la formulation duale-duale (Z34)), & la solution du probleme discret, (la solution associée a
la formulation variationnelle primale-primale semi-discrete (B2Z3)) ou a la la formulation vari-
ationnelle duale-duale semi-discrete (BITl)). Toutes ces formulations sont des formulations
du premier ordre et il se trouve qu’il est plus simple de considérer des formulations du second
ordre. Nous utiliserons donc les propositions suivantes qui montrent ’équivalence entre le
premier ordre et le second ordre.

Proposition 4.1.1 Sip et vg sont solutions de la formulation variationnelle primale-primale
du premier ordre ([Z32), alors elles sont solutions de la formulation variationnelle du second
ordre :

Trouver (p,vs) : t+— HY Q) x HY(Q) tel que tout (q,ws) de H'(Qp) x H () vérifie

d? pq / 1 d

— + —Vp-Vq——/q vs-n) =0, 4.1.1a
dt? Jo, ci?pr - Ja, pr dt Jp ( ) ( )
d—2/ v 'w+/ CV(’U)‘V(’UJ)—FE/ n-ws=0 (4.1.1b)
ds2 Qsps s Ws 0, == s) M (Ws dt Fp s = U. -1

do

Réciproquement, si p et vs sont solutions de [EILTl), et si nous posons pfdc% =Vpet 7=

CYws alors (p,vy,vs,a) est solution de la formulation variationnelle primale-primale du

premier ordre (23.2).

Proposition 4.1.2 Sivy et g sont solutions de la formulation variationnelle duale-duale du
premier ordre ([Z38), alors elles sont solutions de la formulation variationnelle du second
ordre :
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Trowver (p,vs) @ t— HY(2y) x HY(Qs) tel que tout (q,ws) de H(Qy) x H () vérifie

2
% pf'vf-'wf+/ div vy div wf+%/(gn)-n(wf-n) =0, (4.1.2a)
Q; Q; r

dt2/ == £+/dea d“’f—i/(fn) n(vy-n)=0. (4.1.2b)

Réciproquement, si vy et g sont solutions de [EIZD), et si nous posons dp — cfc prdivoy et

dt —
Ps dc';s =divg alors (p,vy,vs,g) est solution de la formulation variationnelle duale-duale du

premier ordre (Z3.0]).

La démonstration de ces deux propositions est évidente.

Pour obtenir des propositions similaires pour les formulations semi-discrétisées il faut con-
sidérer des maillages réguliers, on a alors :

Proposition 4.1.3 Sip" et v? sont solutions de la formulation variationnelle semi-discréti-
sée du premier ordre BZ3) alors elles sont solutions de la formulation variationnelle semi-
discrétisée du second ordre :

Trowver (p",vl) : t — (H'(Q))n x (HY Q) tel que tout (¢" wh) de (H*())n x
(HY(Q))5 vérifie

d? p"q" / 1 d [ w/.

— + Bull v/ vy /q vy -n) =0, 4.1.3a
dt? Ja, cf?pr  Ja, Py dt ( ) ( )
d h gk h ny o, d h h

— Ps Vg - W, +/ CV(vy) :Z(ws)+—/p n-w; =0. (4.1.3Db)
de? Jq, Q.- = dt Jr

Réciproquement, si p" et v sont solutions de ([ELD) et si (U?,gh,yh) est solution de :

Trouver (vf, %l Moot e (LQ(Qf))h x (L2(2)n x (L2(Qs))n tel que tout (w?,éh) de
(L2(Q))n x (L2(Qs))n vérifie

[ d / h h h h
— PrUy- WY+ Vp"'-wi =0, (4.1.4a)
dt Jo, " g, f
/ ghzgh—/ cAligh =0, (4.1.4b)
Qs = Q- - =
d h h h h
| 2g | M) £ =0 (4.1.4c)
\ Qs - - QS -
alors (p" 'U’;,'Uf, Y ) est solution de la formulation variationnelle semi-discrétisée du pre-

mier ordre (B23).
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4.1 Equivalence entre les formulations du premier et du second ordre

Démonstration :

La démonstration de cette proposition repose sur le fait que, comme nous utilisons des mail-
lages réguliers, les ensembles V(H'(Qy)); et V(H'(2)), sont respectivement inclus dans

(L2(Q)n et (L2(Qs))n-

Pour tout ¢" de (H'(;));, il est donc possible de trouver 'wf Vq" dans (L*())p et
I'équation ([B23H)) implique donc :

d

h h h h
— v vy v =
dt/ﬂfpfvf q'+ p"-Vq

Qy

Il suffit alors de dériver I’équation GIZE) et d’utiliser cette derniere relation pour obte-
ir ((E13a). De méme, pour tout w” de (H!(€))p il est possible de trouver & = V(w") et

&M = CV(wh) dans (L?(Q))y, et les équations (B2Z3d) et (BZ3d) impliquent donc respec-

tivement :

b V(wh) = 1.
: Y(w _/ngl : Y(wh) =0 (4.1.5)

12)/3

On utilise la premiere relation dans (B:233d) et on dérive cette nouvelle équation pour obtenir :

d
dt2/psv w—i—dt/nyl )dt/pn’wh 0.

Il ne reste plus qu’a utiliser (L) pour conclure.

/.2
J.

4
dt

IIQ
1

Y(vy) : Y(wl) =0. (4.1.6)

La démonstration de la réciproque se fait de maniere trés similaire. |

On peut également simplifier le systéme auxiliaire (B2l grace a la proposition :

Proposition 4.1.4 S5i v’} et gh sont solutions de la formulation variationnelle (EEIA) alors
elles sont solutions de la formulation variationnelle :

Trouver (v’},gh) ot (L2(Q))n x (L2(Qs))n tel que tout (w’},§h) de (L*(24))n x (L2(Q))n
vérifie B

d/ h .k / h_. o h

— prvy-wy + Vp"-wy =0, 4.1.7a
dt Jo, PP ), ! (4.1.7a)
d

— | - | Ccy@h):eh=o. (4.1.7b)
dt = QS__ =

Réciproquement, si v’} et gh sont solutions de ([ELD) et si lh est solution de :

8. En supposant toutefois que ps soit constante par maille.
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Trowver ¥ : t — (L*(%))s tel que tout §h de (L2(Qs))n vérifie

&l e
S~
||Q:
vy

ho oM - e — 1.
/Qw mgh =0, (4.1.5)

S

S

alors (U’},gh,lh) est solution de la formulation variationnelle (EIZ).

Démonstration :

Il suffit de choisir une fonction test g € (L?(Qy))p, dans I'équation (EELZH) et une fonction
test g = gg € (L%(Qs))n dans I'équation ([ETAd). [

On a une proposition analogue pour la formulation duale-duale :

Proposition 4.1.5 Si v? et gh sont solutions de la formulation variationnelle semi-discré-
tisée du premier ordre (BIJl) alors elles sont solutions de la formulation variationnelle semi-
discrétisée du second ordre :

Trouver (v?,gh) Dt (ﬁdw(ﬂf))h X (ﬁzgﬁ)(gs»h tel que tout (w%,éh) dans (ﬁdw(Qf))h X

(EL2(Q))n vérifie

d2/ h .h / 2 h no, d h h

— pruy-wy + ceoprdivo’ divw +—/ ag'n)-n(wf-n)=0, 4.1.9a
a2 Jo, PIUT T f, s A Ity F(_ )-n(w}-n) ( )
Ey h'5h+/ L diver . dive® i/(ghn) n(v"-n) =0 (4.1.9b)
a Jo, 22 8 T ), Ve Ve T g [ S =0 -

Réciproquement, si v? et o et v" sont solutions de @IT) et si (p",v") est solution de :

Trowver (p",vs") + t — (L*(Q))n x (L*(