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Introduction

Ce travail s’inscrit dans le cadre des travaux de recherche menés au sein du projet ONDES sur
la modélisation mathématique et numérique de de la propagation d’ondes dans les milieux
complexes, c’est-a-dire des milieux obéissant a une loi de comportement non classique. En
I’occurence, il s’agira ici des milieux solides obeissant a une loi rhéologique destinée a prendre
en compte la dissipation des ondes dans un matériau ou a la porosité du milieu d’étude. Ces
derniéres propriétés induisent des phénomeénes spécifiques de nature variée (absorption in-
trinseque, dispersion intrinseque ...) qui correspondent a des difficultés nouvelles sur un plan
mathématique ou numérique.

La modélisation numérique de la propagation des ondes élastiques dans les milieux hétérogenes
est déja un vieux sujet qui a connu un essor particulier au cours des années 80 avec pour mo-
tivation essentielle les applications a la sismique, en particulier la sismique pétroliere. Plus
récemment les progres des méthodes numériques, notamment des méthodes de discrétisation
d’ordre élevé, et les améliorations constantes des performances des ordinateurs ont permis
de traiter des problemes de plus en plus réalistes, s’approchant de la dimension des vraies
applications (mises en jeu) ou prenant en compte les phénomenes physiques de plus en plus
complexes : on s’écarte alors des lois de comportements purement élastiques linéaires.

C’est dans cet esprit que se situe mon travail de these dont la spécifité consiste a cher-
cher & modéliser d’une part les phénomeénes d’atténuation intrinseques des ondes liés a la
nature viscoélastique des matériaux, d’autre part, modéliser la propagation des ondes dans
les milieux poreux (milieux élastiques en présence de micro-perforations occupés par un
ou plusieurs fluides). Ces deux sujets ont été définis au travers des contacts entre le projet
Ondes de 'INRIA et 'IFREMER (Institut frangais de recherche pour 'exploitation de la mer,
avec Y. H. De Roeck) pour les milieux viscoélastiques et d’autre part avec la société SHELL
(avec W. Mulder et R. E. Plessix) pour les milieux poroélastiques. Par ailleurs ces sujets sont
arrivés au moment ou deux theses venaiennt d’étre effectuées a 'INRIA : la these de Chrysoula
Tsogka sur des méthodes d’éléments finis mixtes vitesse-contrainte couplées avec do-
maine fictifs et celle de Sandrine Fauqueux sur les méthodes d’éléments finis spectraux
sur maillages quadrangulaires ou hexaédriques. Compte tenu de ce contexte, un de mes
objectifs a été de faire évoluer les codes de calcul correspondant vers la prise en compte de
la viscoélasticité (avec le code de C. Tsogka) et celle de la poroélasticité (avec le code de
S. Fauqueux).

Ma theése comporte naturellement deux parties distinctes et indépendantes, la premiere

partie sur la modélisation des milieux viscoélastiques linéaires correspond au travail des
deux premieres années de ma these. La seconde partie sur la modélisation des matériaux

17



LISTE DES TABLEAUX

poroélastiques a été effectuée au cours de la troisieme année.

Je renvoie aux introductions des deux parties pour plus de détails spécifiques a chaque
probleme. Je voudrais conclure cette introduction en présentant les points communs entre
les deux parties de la these. Mon but était avant tout de développer des méthodes s’ap-
puyant sur des bases mathématiques solides. En particulier, j’ai cherché a concevoir des
méthodes dont la stabilité pouvait étre démontrée a priori, y compris dans le cas des mi-
lieux hétérogenes quelconques. Pour cela on a fait le choix de s’appuyer sur des approches
variationnelles et des approximations par éléments finis mixtes qui autorisent notam-
ment l'utilisation des méthode énergétiques pour 'analyse des méthodes numériques. De
ce point de vue, nous nous démarquons des méthodes plus traditionnelles de différences finies,
méthodes encore largement utilisées au sein de la communauté géophysique. Enfin, la prise
en compte de frontieres artifficielles pour borner le domaine de calcul, peut étre réalisée en
généralisant les méthodes des couches absorbantes parfaitement adaptées (perfectly
matched layers) récemment apparues dans la littérature. Chacune des deux parties de la theése
a débouché sur un code de calcul bi-dimensionnel (notons que 'extension 3D ne pose pas
de probleme conceptuel) qui ont fait I'objet de nombreuses validations numériques.
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Introduction

Les matériaux réels, les roches en particulier dissipent de I’énergie lorsqu’ils sont soumis &
des déformations. On verra dans la deuxiéme partie que le mouvement moyen d’un fluide
par rapport a une matrice élastique conduit & un mécanisme dissipatif (Loi de Biot pour la
propagation d’onde dans les milieux poreux) et donc une atténuation des ondes. Les origines
de la dissipation en dehors de phénomene de Biot sont multiples. (les effets thermiques frot-
tement grains a grains les mouvements locaux de fluide ...), les origines sont nombreuses et
complexe et une modélisation physique qui tient compte de la totalité des causes sera tres
compliqué. Ces milieux sont le siege de phénomenes de dissipation intrinseque qui provoquent
une décroissance de 1’énergie et une atténuation exponentielle de I'amplitude des ondes au
cours de leur propagation. Pour bien simuler la réalité physique, il est important de tenir
compte de ce phénomene d’absorption des ondes di a une propriété viscoélastique du mi-
lieu de propagation. On s’intéresse a la modélisation de ce phénomene par l'introduction de
modeles viscoélastiques linéaires, ces modeles sont bien adaptés a la description d’une large
classe de phénomenes dissipatifs. Ces modeles nécessitent la connaissance non seulement des
valeurs actuelles des contraintes et des déformations mais aussi des valeurs passés, ils sont dit
des matériaux a mémoire.

L’objectif de cette étude est de construire une méthode numérique performante, c’est-a-dire
une méthode qui respecte les quatre points suivants :

1. Le premier point concerne une méthode qui conduit a un schéma explicite en temps (en
utilisant la technique de la condensation de masse)

2. Facile & implémenter en utilisant un maillage uniforme en espace.
3. Stable en temps avec une condition raisonnable.
4. La méthode doit étre facile & adapter pour les modeles réalistes.

Le premier chapitre concerne le choix d’'un modele viscoélastique adapté, c’est a dire respecte
les phénomenes physiques :(la dissipation d’énergie et ’absorbtion des ondes). On présente
les différentes lois (différentes présentations de lois de comportements viscoélastiques).

Dans le deuxieme, on fait une analyse mathématique pour s’assurer que le probleme est
bien posé, on montre des théoremes d’existence et d’unicité de la solution forte et la solution
faible et nous étudions les principales propriétés de la solution : la décroissance de 1’énergie,
propagation a vitesse finie et la dispersion des ondes ainsi que l'influence des temps de re-
laxation sur la qualité de 'atténuation et la propagation d’ondes.
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Le troisieme chapitre est le chapitre central de cette partie, dans lequel nous décrivons la
méthode d’approximation numérique pour résoudre le probleme de la viscoélasticité et ou nous
étudions les principales propriétés de cette méthode (stabilité, précision). On s’est intéressé
aussi & 'adaptation de couches absorbantes parfaitements adaptées (PML) & notre probléme.

Finalement, au chapitre 4, nous accordons une large place aux résultats numériques, lesquels
vont de tests de validation élémentaires jusqu’a la simulation d’expériences physiques réalistes.

Cette partie a donné lieu a un article :

E. Bécache, A. Ezziani et P. Joly. A mixed finite element approach for viscoelastic wave
propagation, Computational Geosciences, volume 8, pp 255-299, 2004.

deux rapports de recherche INRIA :

E. Bécache, A. Ezziani et P. Joly. Modélisation de la propagation d’ondes dans les mi-
lieux viscoéelastiques linéaires. I. Analyse mathématique. Rapport de Recherche 4785, INRIA,
2003.

E. Bécache, A. Ezziani et P. Joly. Modélisation de la propagation d’ondes dans les mi-
lieux viscoéelastiques linéaires. II. Analyse numérique. Rapport de Recherche 5159, INRIA,
2004.

et a trois proceding de conférence :

E. Bécache, A. Ezziani et P. Joly. Modeling of wave propagation in linear viscoelastic
media. In Mathematical Modeling of Wave Phenomena (Vaxjo, novembre 2002), volume 7,
pp 39-48. Mathematical modeling in physics, engineering and cognitive sciences.

E. Bécache, A. Ezziani et P. Joly. Mathematical and numerical modeling of wave propaga-
tion in linear viscoelastic media. In Mathematical and Numerical Aspects of Wave propagation
(Jyvaskyla, juillet 2003), pp 916-921, Springer.

E. Bécache, A. Ezziani et P. Joly. Propagation d’ondes dans les milieux viscoélastiques
linéaires. In Etude de la propagation ultrasonore en milieux non-homogénes en vue du controle
non destructif (Aussois, décembre 2003), GDR 2501, pp 11-20.
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Chapitre 1

Modeles viscoélastiques linéaires

Dans ce chapitre nous rappellerons la définition des modeles viscoélastiques intégro-
différentiels et nous présenterons les modeles qui feront 'objet de notre analyse. Il s’agit
de modeles de type différentiels qui apparaissent comme des généralisations naturelles
du modele de Zener.
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Modeles viscoélastiques linéaires
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1.1 Modeéeles intégro-différentiels

Introduction

La loi de comportement élastique est instantanée, c’est-a-dire sans mémoire, et ne prend pas
en compte les phénomenes de dissipation d’énergie. Or, les matériaux réels, les roches en
particulier, dissipent de I’énergie lorsque ils sont soumis a des déformations. C’est le cas des
milieux élastiques visqueux. On s’intéresse a la modélisation de ce phénomene dissipatif par
I'introduction des modeéles viscoélastiques linéaires. Ces modeles sont bien adaptés a la des-
cription d’une large classe de phénomenes dissipatifs.

L’objectif de ce chapitre est de présenter le modele viscoélastique sur lequel on travaillera. On
se propose de rappeler la représentation de la relation contrainte-déformation viscoélastique.
Dans un premier temps, nous présentons le modele intégro-différentiel, ou modele de relaxa-
tion ; cette formulation est basée sur I’écriture du tenseur de contraintes comme un produit de
convolution en temps entre un tenseur de relaxation et le tenseur de déformation. L’obtention
de ce modele découle directement des hypotheses de la viscoélasticité linéaire :

— la valeur instantanée du tenseur des contraintes s’exprime localement comme une fonction
linéaire des valeurs passées des déformations.

— Les propriétés des matériaux n’évoluent pas avec le temps (matériaux non vieillissants).

Ensuite, nous montrons comment ces modeles garantissent la dissipation de I’énergie sous des
conditions sur le tenseur de relaxation, en rappelant un théoréme de décroissance de ’énergie
(cf Théoreme 1.1.1).

Dans un deuxiéme temps, nous présentons une classe générale de modeles différentiels, en
montrant ’équivalence entre les deux présentations intégro-différentielle et différentielle. Bien
que la derniere présentation soit moins générale que la premiere, elle est plus adaptée aux
approximations et aux traitements numériques.

Dans un troisieme temps, nous présentons la loi viscoélastique de Zener et son interprétation
physique comme un cas particulier de la présentation différentielle. Nous proposons le modele
de travail en dimension 2 et 3 dans les deux cas anisotrope et isotrope, en étendant le modele
de Zener.

Enfin, nous rappelons une autre classe de modeles différentiels basée sur des dérivées non-
entieres. Malgré le degré de généralité des cette représentation par rapport a la représentation
entiere, on ne I’exploite pas dans cette étude car elle nécessite un traitement mathématique
et numérique plus complexe (voir par exemple [74] pour le modele de Zener).

1.1 Modeles intégro-différentiels

1.1.1 Définitions

Les modeles viscoélastiques linéaires [53] permettent de prendre en compte le phénomene de la
dissipation dans un milieu. Dans un tel modele, nous considérons le tenseur des déformations
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Modeles viscoélastiques linéaires

a l'instant ¢ :

1 811,1 8uj
(1.1.1) 5ij( ) 5 <8.73] + 8mz>

associé a un champ de déplacement u(x,t) :

u : R x[0,7] = RY,
(z,t) = (1, ,za)'st) — wu(a,t)=(w(z,t),- - Lug(e, ),

en adoptant dans tout ce qui suit la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés
et en simplifiant les notations e(t) = e(u(t)), Vt € IR. Alors, la relation liant la contrainte o
a e [40, 78, 53] est donnée par la loi :

85kl
(1.1.2) oij(z,t) / Giju(t —7) —— o (7)dr,

ou G est un tenseur d’ordre quatre, appelé tenseur de relaxation, qui vérifie les symétries
suivantes :

(1.1.3) Gijki = Gjitt = Griij, Vi,5,k,l=1,---,d.

La formule (1.1.2) exprime que I’état de la contrainte a l'instant t dépend de histoire des
déformations, c’est pourquoi on qualifie ces modeles de modeles & mémoire. De plus o(t)
n’est pas influencé par le futur de la déformation (par e(7) pour 7 > t). Il existe, dans
la littérature, plusieurs fagons équivalentes d’exprimer la relation (1.1.2). Par exemple, une
simple intégration par parties conduit a :

L OG

(1.1.4) oij(z,t) = Gijr(0) e (t) + b
0 T

(1) er(t — 1) dr.

Nous supposerons par la suite que toutes les quantités sont causales, c’est a dire nulles pour
t < 0. L’expression (1.1.2) peut alors s’exprimer comme un produit de convolution [53, 56, 26] :

0
ou R = e est la dérivée au sens des distributions de G' (G est discontinu en 0) et avec

(1.1.6) (R*¢€)ij = Rijii * €

On peut remarquer que (1.1.2) généralise la loi de Hooke : le cas des matériaux élastiques est
obtenu avec le choix :
G=C(z)H(t)

ou H est la fonction de Heavside :

et C est le tenseur d’élasticité standard.
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1.1 Modeéeles intégro-différentiels

Une forme alternative de la relation de contrainte-déformation peut étre obtenue en inversant
les roles de la déformation et de la contrainte dans (1.1.2) de telle maniere que la déformation
a l'instant ¢ soit déterminée par I’histoire de la contrainte. Ceci s’écrit sous la forme :

(LL7) €ij(t) = /t i (t — T)aagl(T) dr

oo T
ou J est le tenseur de fluage vérifiant :

(1.1.8) Jijer = Jjire = Jijie, Vi, 5,k 0=1,---,d.

1.1.2 Dissipation du modele

1.1.2.1 Notations et définitions

On note par E(IRd) I’espace vectoriel des applications linéaires :

(1.1.9) L(RY) = {0 : RY — R linéaire},

nous munissons cet espace d’'une structure euclidienne a | ’aide du produit scalaire :
(1.1.10) 06 =046, Y(0,6)€[LRY?

|o| désigne la norme associée. £5¥™(IR%) désigne le sous espace vectoriel de £(IR?) des tenseurs
symétriques :

(1.1.11) LV™RY = {0 € LRY) /oij =04 Vi, j=1,--- ,d}.

Soit R un tenseur d’ordre 4 symétrique, on dit que R est défini positif si il existe une constante
C > 0 telle que :

(1.1.12) Ro:0=Rjjop0;>C ]0]2 Voe ,C(IRd).

1.1.2.2 Quantité d’énergie

Sous des hypotheses appropriées sur le tenseur de relaxation G et par technique d”énergie,
la loi de comportement viscoélastique linéaire (1.1.4) conduit & un mécanisme dissipatif [51],
comme nous allons le voir.

On considere I’équation d’équilibre pour un milieu au repos mécanique :
0%u
p _—
ot?

ol p est la densité volumique et div est 'opérateur divergence défini par :

(1.1.13) —dive =0,

d
aalj
8xj

j=1
(1.1.14) dive =

d
> Ty
= al‘j
On suppose de plus que le tenseur de relaxation G vérifie les hypotheses suivantes :
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Modeles viscoélastiques linéaires

~ G € C*(R*; L*(IRY)).

— G est défini positif sur IRY.

— G’ est défini négatif sur IRY.

— G" est défini positif sur IR?.

~ lim G(z,t) existe p.p.x € R?

t—-+oo
On définit la densité d’énergie potentielle :
1 [t

Qu,t) = —3 ; G'(7) [e(u(t — 7)) — e(u(®)] : [e(u(t — 7)) — e(u(t))] dr

+ Gooe(u(t)) :e(u(t))

(1.1.15)

avec Goo(z) = G(x,400) supposé fini défini positif. D’apres les hypotheses ci-dessus, la
densité () est positive.

Définition 1.1.1 Soit (u,0) la solution du systéme d’équations (1.1.4) et (1.1.13), on définit
l’énergie de ce systéeme par :

(1.1.16) E(t) = %/}Rd [,0 %

Cette quantité est décroissante grace au théoreme suivant :

2

+ Q(u,t)] dx.

Théoréme 1.1.1 La quantité d’énergie (1.1.16) vérifie l'identité :

dE 1 +oo
(1.1.17) —=—= G"(s)[e(u(t — 7)) —e(u(t))] : [e(u(t — 7)) — e(u(t))] dr dz.
Démonstration

On fait le produit scalaire de (1.1.13) par Oyu, on obtient aprés une intégration sur R? :
1d
2dt JRe

En faisant une intégration par parties en espace du deuxieéme terme de cette équation, nous

aurons :

p|Owu|? dz — / ddiva -OQpudx = 0.
R

1
—i/ p|0sul? da +/ o :e(0pu)dx = 0.
2 dt R4 R4

Nous utilisons la loi de comportement (1.1.4) qui définit o ; la densité d’énergie potentielle
o : e(Oyu) s’écrit alors sous la forme :

(1.1.18)

+00
0 :e(Ou) = %%[G(O)E(U(t)) se(u(t))] + i G'(7) s(u(t — 7)) : e(Dpu(t)) dr,
1d +o0 ,
— §£[G(O) e(u(t)) : e(u(t))] + ; G'(7) [e(u(t — 7)) — e(u(t))] : e(Oru(t)) dr
+o00
+ ; G'(T)e(u(t)) : e(Opu(t)) dr,
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1.2 Modéles différentiels

Le dernier terme vérifie :

+o0 1d +o0
G'(T)e(u(t)) : e(Opu(t))dr = o7 G' (1) e(u(t)) : e(u(t)) dr,
0 0
= G c(ult) : (ult)] ~ 5 [G(0) <(u(t)) : (u(t))]
on en déduit alors : L4
o :e(Qu) = §£[GOO e(u(t)) s e(u(?))] + 1,
avec .
I= ; G'(7) [e(u(t — 1)) — e(u(t))] : e(Opu(t)) dr.

Nous montrons que I s’écrit comme la somme de la dérivée en temps d’une quantité positive
plus un terme de dissipation. En effet :

I = — 0+oo G'(1)[e(t — 1) —e(t)] : Ole(t — ) — ()] dT + K,
- 14 +OOG'()[(L‘— )—e@®)] et —7) —e@)]dr + K
= 3@, 7)[e T)—¢€(t)] : [e T)—¢ T 1
avec .
K, = ; G'(1)[e(t —7) —&(t)] : Ope(t — 7) dT,

Pour achever la démonstration du théoreme nous montrons que K est positif :

K, = 0+0° G'(T)e(t — 1) —e(t)] : Ope(t — 7) dr,
“+oo
= - ; G'(T)[e(t —7) —e(t)] : Ore(t — 7)dr,
“+oo
= - ; G'(T)e(t —7)—e(t)] : O-[e(t — ) — e(t)] dT,

+oo
= /0 G'(7)[e(t —7) — e(t)] : [(t — 7) — ()] dr > 0. W

1.2 Modeles différentiels

Le type d’équations “intégro-différentielles” présentées précédemment est tres ”lourd” a résoudre
dans le cadre d’une simulation numérique. Une facon plus pratique de présenter le comporte-
ment viscoélastique est de I’écrire sous une forme différentielle en se basant sur des analogies
mécaniques qui font intervenir des assemblages de ressorts et d’amortisseurs dans le cas uni-
dimensionnel (modeles rhéologiques élémentaires) [24, 40, 56] :

(1.2.1) P(D)o =Q(D)e(u),
ou D est 'opérateur différentiel :

o f

Dt —
f_> 82‘:2,

Vie NN,
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Modeles viscoélastiques linéaires

P et @Q sont des polynomes différentiels :

N M
(1.2.2) P(D)=>anD", Q(D)=> b,D"
m=0 m=0

Gurtin et Sternberg [56] ont montré que cette classe de modele (différentielle) s’écrit sous la
forme générale (intégro-différentielle) lorsque M = N et sous les hypothéses suivantes :

Hypotheése 1.2.1 ay #, by # 0.

Hypothese 1.2.2 La condition initiale ( ou condition de compatibilité) suivante est vérifiée :

(1.2.3) Z min;z Z mamz ) Vn=1,---,N

tm
Si ces hypotheses sont vérifiées, il existe une fonction de relaxation G telle que o et € sont
liés par la relation (1.1.2). De plus G est la solution unique du probleme différentiel :
(1.2.4) P(D)G =by dans |0, +o0],
avec les conditions initiales :

n—1
by 0" am
ay’ Otm a0 00 = an [bN " Z AN=ntm Gm

(1.2.5) G(0) = G(0)] Yn=1,--- ,N.

Remarque 1.2.1 1 est facile de voir que l’hypothese (1.2.3) sur les conditions initiales est
nécessaire. En effet, supposons d’une part que o et e sont liés par (1.2.1) et d’autre part qu’il
existe G telle que (1.1.2) soit satisfaite. En appliquant la transformée de Laplace :

fo)= [ e
0
aux deuz relations (1.1.2) et (1.2.1), on obtient les deux relations suivantes :

(1.2.6) 5(s) = s G(s) &(s)

et

(1.2.7) m=1

~ M Oe omle
= Q()2(s) = > by [s™ e(0) + ™7 570 ST (0)]
m=1
Ces deuz relations sont compatibles si G vérifie :
(1.2.8) Gs) = 2)
sP(s)

et si de plus on a :

ot
(1.2.9) Y 5 -1
m— m—29€ e
- Z by [s"e(0) + s 25(0) T e (0)]
m=1

Cette derniére relation entraine (1.2.3), lorsque M = N.
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1.3 Modéle de Zener

1.3 Modele de Zener

1.3.1 Modele 1D

Dans le cas unidimensionnel, les modeles viscoélastiques les plus couramment utilisés sont les
modeles de Kelvin-Voigt (le prototype des modeles rhéologiques solides, F1a 1.3.1), de Maxwell
(le prototype des modeles rhéologiques fluide, F1G 1.3.2) et de Zener (le modele standard).
Nous nous sommes intéressés au modele de Zener, qui s’interpréte physiquement comme
lassemblage du modele élémentaire de Kelvin-Voigt (ressort et amortisseur en parallele) avec
un ressort en série [26] (F1G 1.3.3).

—— A

£y

o

s
Fia. 1.3.1 — Modele de Kelvin-Voigt

{WW

FiG. 1.3.2 — Modele de Maxwell

Sieg et €1 représentent respectivement la déformation de chacun des ressorts et o la contrainte
qui s’exerce sur ’élément, alors la loi de comportement s’écrit sous la forme :

€ = ¢go+te,
(1.3.1) o = Epeo,
o = Eier+ney,

avec :

— ¢ la déformation totale du modele.
— Fy, E7 les modules d’élasticité de chacun des ressorts.

— 71 la viscosité de ’amortisseur.

On déduit alors de (1.3.1) I’équation de comportement :

(1.3.2) 0+ 190 = ue + umé
avec

Ui Ey By U]
1.3.3 __n - ot o
(1.3.3) =t E " TR rE ST TR

Les parametres 7y, 7 sont appelés temps de relaxation. Le parametre p est le module
d’élasticité différé.
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Modeles viscoélastiques linéaires

I 7T @ e

=]

modele élémentaire de Kelvin-Voight ressort

—~—

€1 €0

—— AN
— & — AW |5

I Eo
Ln

Fi1G. 1.3.3 — Modele de Zener

Remarque 1.3.1 On remarque que :

— D’apres (1.53.3) on remarque que Ey > 0, ce qui signifie que la condition physique T3 > T
est toujours vérifiée.

— Les deux modéles de Kelvin-Voigt et de Maxwell s’obtiennent comme cas limites. Le premier
est obtenu pour Eq — oo. Le deuxieme pour F1 — 0.

1.3.2 Extension 2D et 3D

Pour une dimension supérieure, notre objectif est de présenter un modele viscoélastique
différentiel qui s’adapte aux milieux isotropes et anisotropes. Nous proposons un modele
qui généralise celui de Zener 1D, dont la loi de comportement est donnée par :

(1.3.4) o+ 1900 = Ce(u) + 19D e(du),

ol 79 > 0 est un temps de relaxation, C' et D sont deux tenseurs 4 x 4 symétriques, définis
positifs. Nous reviendrons plus loin sur les propriétés de ces tenseurs.

Remarque 1.3.2 Dans les deux cas limites : 7o =0 ou D — C =0, la loi de comportement
(1.3.4) deviennent purement élastique. En effet :
1. Lorsque 19 = 0, on trouve la loi de Hooke o = Ce(u).

2. Lorsque C = D, I’ équation de comportement (1.3.4), s’écrit sous la forme :

o(x,t) = C(x) e(ulx, 1)) + ¢ 7 [o(x,0) — C(x) e(u(x,0))].
Si on a la condition de compatibilité o(x,0) = C(z)e(u(x,0)) (voir 1.2.8), on obtient

la loi de Hooke, dans le cas contraire, c’est l’équation d’un comportement élastique avec
un terme source.
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1.4 Modele de Zener généralisé

Ecriture du modéle de Zener sous la forme intégro-différentielle

Sous 'hypothese de compatibilité (1.2.3), nous montrons que la loi de comportement (1.3.4)
s’écrit a l'aide d’une présentation intégro-différentielle. Le temps de relaxation 79 étant sup-
posé strictement positif, la relation (1.3.4) peut se réécrire sous la forme :

1 1
(1.3.5) — (0 — De(u)) 4+ 0¢(0c — De(u)) = ——(D — C) e(u).

T0 70
En multipliant cette équation par exp(r/79) et en intégrant entre 0 et ¢, on obtient, en
choisissant la condition initiale o(0) = D e(u(0)) :

1

o(t) = De(u(t)) + /0 —T—O(D — C) et/ g(u(r)) dr.

Ce qui donne la forme intégrale de la loi de Zener :

o(t) = G(0)e(t) %—f(ﬂ e(t —7)dr,
0
(1.3.6) Git)=C+ (D-C)e ™,

La fonction de relaxation G s’écrit donc comme la superposition du tenseur d’élasticité et
d’une fonction exponentielle qui s’annule & 'infini. Nous verrons que le tenseur D — C' doit
étre défini positif pour que le modele soit dissipatif. De plus, nous remarquons que le tenseur
G vérifie les hypotheéses du théoréme 1.1.1.

Modele isotrope

Par analogie avec le cas purement élastique, on dit que le milieu caractérisé par la loi de
comportement (1.3.4) est isotrope si il existe des coefficients A(x), pu(x), Ta(x), 7u(z) tels
que :

(Co)ij = Nijok + 2p04; 5 (Do)ij = Ayndijokr + 217,04

et on définit les coefficients :

X+ 2u p AN+ 20y
(1.3.7) Vp = ’ ,Us:\/%, Tp:TOTZuM’ Ts = T0Vp,

avec vp la vitesse, 7, le temps de relaxation associés a I'onde de pression et v, la vitesse, 75 le
temps de relaxation associés a l'onde de cisaillement (voir analyse par ondes planes §2.2.2).

1.4 Modele de Zener généralisé

Une fagon pratique pour caractériser la qualité de la dissipation des milieux viscoélastique
d’une maniere quantitative se fait a l'aide du facteur de qualité. En faisant une analyse par
ondes planes, nous montrons que cette quantité dépendent de la fréquence (voir §2.2.1 et
§2.2.2). Or en géophysique une classe des matériaux est caractérisée par des facteurs de qua-
lité constants sur une large bande de fréquence. Pour décrire des milieux a facteur de qualité
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quasi-constant nous considérons le modele de Zener généralisé.

A partir du modele de Zener “simple”, il est facile de construire un modele plus complexe,
composé d’un certain nombre d’éléments de Zener en parallele [34], comme ceci est illustré

dans le cas 1D sur F1G 1.4.1. Sur cette figure, les parametres F;, E;, [ = 1,--- , L représentent

g1 €1

€2 €2

G e ”

€3 €3

Iﬁhs Eg3 g

N =y yyyvam b
G b

FiG. 1.4.1 — Modele de Zener généralisé

les modules d’élasticité des ressorts et lesn;, [ = 1,--- , L les parametres de viscosité des amor-
tisseurs. En dimension supérieure, le modele de Zener généralisé revient a définir le tenseur
des contraintes comme une superposition :

L
(1.4.1) o= Zal.
=1

ou chaque o; est relié au tenseur des déformations par :

(1.4.2) o1+ 10010; = Ce(u) + 70 Die(0hu), l=1,---,L.
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1.5 Autres modéles viscoélastiques

1.5 Autres modeles viscoélastiques

Dans la littérature on trouve une autre classe de modeles viscoélastiques, les modeéeles
différentiels fractionnaires basés sur des dérivées non-entieres, pour lesquels le tenseur des
contraintes o et le tenseur de déformation ¢ sont liés par la loi de comportement différentielle
(1.2.1) ou P et Q sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre non-entier (voir par exemple [32]) :

M N
(1.5.1) P(D)=apD’+ ) amn D™, Q(D) =bg D’ + > by D" Hm

m=1 m=1
avec 0 < o, < 1,0< B < 1et

(1.5.2) D f(t) = 1“(11— ) /0 T —1’7')0‘ f(r)dr, VO<a<1,

ou I' est la fonction gamma classique définie par [1] :
+oo

(1.5.3) I'(2) :/ t*~te7tdt, (Rez>0)
0

L’introduction de ces modeles a été motivée des le début des années 70 par la modélisation
des matériaux viscoélastique en particulier en géophysique [32, 35] et pour la modélisation des
polymeres [7, 8, 77, 82]. L’avantage de ces modeles avec dérivation fractionnaire est qu’ils sont
capables de décrire le comportement de matériaux a facteur de qualité constant sur une bande
de fréquences [31, 35], par contre la résolution numérique est compliquée et ’approximation
des opérateurs différentiels fractionnaires n’est pas classique, de plus ’étude mathématique
est plus complexe que les modeles différentiels classiques avec dérivation entiere (voir par
exemple [66] pour des pertes viscothermiques et [67] pour la stabilité de systemes differentiels
fractionnaires).
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Chapitre 2

Analyse mathématique

Nous faisons ici une analyse mathématique du probleme modele, nous montrons un
résultat d’existence et unicité de la solution forte et de la solution faible et nous étudions
les principales propriétés de la propagation d’ondes associées a notre modele : dissipation
de ’énergie, propagation a vitesse finie, dispersion des ondes et le comportement de la
solution lorsque I'absorption tend vers 0.
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2.1 Etudes des milieux hétérogene

Introduction

Ce chapitre est consacré a ’analyse et ’étude mathématique du probléme viscoélastique as-
socié & la loi de comportement de type différentielle (1.3.4). Les modeles de viscoélasticité
linéaires ont déja été largement étudiés du point de vue mathématique [51, 56] dans un cadre
assez général (modele intégro-différentiel). Les résultats que nous présentons ici concernent
plus spécifiquement le modele de Zener généralisé.

La premieére section concerne ’analyse mathématique complete de ces modeles dans des mi-
lieux hétérogenes. En particulier, nous montrons des résultats d’existence et d’unicité de la
solution forte et la solution faible en utilisant la théorie des semi-groupes, lequels ne semblent
pas pouvoir étre considérés comme des cas particuliers de résultats plus généraux [51]. Par
ailleurs les théoremes sur la dissipation d’énergie et la propagation a vitesse finie semblent ori-
ginaux [11, 13]. Dans la derniére partie de cette section, nous démontrons mathématiquement
en quel sens un milieu purement élastique peut étre considéré comme la limite d’un milieu
visco-élastique quand ’absorption tend vers 0. Enfin, 'intérét de cette analyse est aussi (et
peut-étre surtout) de préparer I'analyse numérique que nous menerons dans le chapitre 3 qui
s’appuiera largement sur les techniques développées dans ce chapitre. Dans la derniere section,
nous présentons des résultats classiques sur I'analyse de la propagation d’ondes planes dans des
milieux homogenes. Nous mettons ’accent sur les phénomenes de dispersion et la dépendance
de l'atténuation vis a vis de la fréquence, nous abordons la question de modélisation sui-
vante : comment adapter les parametres du modele mathématique d’une fagon a se caler sur
des mesures ou pour obtenir des propriétés physiques données ? En particulier, nous rappelons
la notion de facteur de qualité qui caractérise d’une maniere quantitative la dissipation du
milieu et en proposant une méthode pour approcher des milieux a facteur de qualité quasi-
constant sur une bande de fréquence. Ceci nous permettera de comprendre les propriétés des
ondes viscoélastiques, en particulier, 'influence des coefficients d’amortissements sur la qua-
lité de la dissipation et la dispersion des ondes. Ces résultats nous seront en particulier utiles
pour 'analyse de stabilité par Fourier des schémas numériques présentés dans le chapitre 3
mais aussi pour interpréter nos résultats numériques.

2.1 Etudes des milieux hétérogene

On s’intéresse a la propagation des ondes dans un milieu modélisé par une loi de comportement
de type Zener (1.3.4) en dimension d (d = 1,2, 3). On cherche donc & déterminer le champ de
déplacement u et le tenseur des contraintes o vérifiant :

82u . d

(2.1.1a) P oz~ dive = f,  dans R*x]0, 77,
0o ou d

(2.1.1b) o+ To5y = Ce(u) +m9De o) dans IR*x]0,T7,
ou d
(2.1.1c) u(x,0) = g, E(:U,O) =wu;  dans RY,
(2.1.1d) o(x,0) = oy, dans RY,
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ou div est l'opérateur divergence défini par (1.1.14), p est la densité volumique, 7o un temps
de relaxation, f la densité de source, C et D deux tenseurs 4 x 4 qui satisfont :

(2.1.2) Cijki = Cjirt = Criij , Dijri = Djijg = Dyyij,
et il existe M_, M, deux constantes positives, tels que :
(2.1.3a) 0<M_|o]?<Co:0< Mlo]?, Yoe £V (RY) pp.axeRY,
(2.1.3b) 0< M_|o]? < Do:o< Mi|o|?, Voe £ (R?Y) pp.aelR?
Remarque 2.1.1 La symétrie dans le sens (2.1.2) implique :

Go : 6 = Gd : 0 pour tout tenseur Gsymétrique et (0,5) € [L(]Rd)]2.
Nous ferons en outre les hypothéses suivantes :

— p, 10, Cet D mesurables.

— La densité volumique p vérifie :
(2.1.4) 0<p_<plx)<py<4oo ppxelRY
—0<7-<79(x) <74 <400 ppx€ R<.
— la condition d’absorption : Z = D — C' est définie positive :
(2.1.5) 0<M_|0)>? < Zo:0< Mo, Yoe £Y™(RY) ppacRY,
et on note par Z; le tenseur symétrique défini positif 79Z.

2.1.1 Existence et unicité de solutions fortes

On considere les espaces fonctionnels :

L*(RY, £9™(RY)) = {0 : R — LY(R? ol?dx < oo},
oy ( m?) = { @)/ [ ol dz < o0}
X (RY) = {a e L2(RY, £5v™(IR)) / div o € [L2(Rd)}d}.

Pour tout tenseur symétrique C, on note par :
— (- )¢ le produit scalaire dans £¥™(IR?) et | - | sa norme associée :

L£39™(RY) x L5¥™(RY) — TR,
(0,€) — Co:e=(0:¢)c.
~ (-,)¢ le produit scalaire dans L2(IR¢, £¥™(IR%)) et ||.||c sa norme associée :
LARY, £3vm(RT)) x L*(RY, £¥™(RY) — IR,

(0,¢) — Co:cde=(0:¢)c.
Rd
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2.1 Etudes des milieux hétérogene

On écrit le probleme (2.1.1) sous la forme d’un systéme d’évolution du premier ordre en
introduisant les variables : v = d;u (le champ de vitesse) et s = 0 — Ce(u) (la différence entre
la contrainte viscoélastique et la contrainte élastique). On verra plus tard dans les sections
qui vont suivre, que cette nouvelle variable s va jouer un role important. Le probleme (2.1.1)
se réécrit :

ou
o V=0
1 1
v _ —div (Ce(u)) — —divs = i,
(2.1.7) ot p P P
0Os 1
E —ZE(U) -+ T—OS—O,
u(z,0) = up, v(z,0) =u1, s(x,0) =s¢g = 09— Ce(ug),

t
ou encore, en posant W = (u,v,s)" :

d—W + AW =F,
(2.1.8) dt
W(0) = Wy,
avec
—v 0
1. 1 .. Ug
(2.1.9) AW = —;dlv (Ce(u)) — ;dlvs C Wo=1[ w |, F= %
1 S0
—Ze(v) + —s 0
T0
On introduit I'espace de Hilbert :
(2.1.10) H = [HY(RH]? x [L2(RY)]? x L?(IRY, £3¥™(IRY)),
muni du produit scalaire :
(2.1.11) Wi, Wo)u = (u1,uz)p + (e(ur) : e(uz)) o + (v1,v2)p + (511 82) 71,

avec W1 = (u1,v1, 1), Wa = (ug,v2,52)" et
(u1,u2), = /Rd puy.ug dr,
ot u - v est le produit scalaire euclidien dans IR?.
On considére 'opérateur non borné sur D(A) C H — H défini par (2.1.9) avec :
(2.1.12) D(A) = {(u,v, s) € H [ s+ Ce(u) € X¥™(RY),v € [Hl(md)]d}.

Remarque 2.1.2 Le produit scalaire (2.1.11) est bien défini grice a (2.1.3)-(2.1.5).

La preuve de 'existence et 1'unicité de la solution forte du probléme modele (2.1.1) se fonde
sur l'utilisation de la théorie de Hille-Yosida, ce qui nécessite le lemme suivant :
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Lemme 2.1.1 L’opérateur A + \I est maximal monotone pour tout X > 1/2.

Démonstration

- Monotonie : soit W = (u,v,s)" € D(A), on a :

(AW, W)y = —/ pu-vdr — Ce(u) : e(v) d:r—/ div (Ce(u) + s) - vda
R4 R4 R4
—/ [e(v) — Z71s] : sda
IRd
= —/ pu-vdr + Z s sde,
R4 R4

avec Z, = 19Z. D’autre part :

W% = / p|ul? dx +/ Cze(u) : e(u) dr +/ p|v|?dzx +/ Z s sde.
R4 R4 R4 R4
On en déduit que :

AW+ AW = [ pOlul? = -+ Aof?) da,
R

(A =5) [ ol + o) do.

v

ce qui montre que A + AI est monotone des que A > 1/2.

- Surjectivité : montrons que A + 1 est surjective pour tout v > 0. Ceci équivaut & montrer
que pour tout F' = (f, g, h)t € H, il existe W = (u, v, s)t € D(A) solution du systeme :

(2.1.13a) vu —v = f,
1., 1.
(2.1.13b) —;le (Ce(u)) +vv — ;leS =g,
1
(2.1.13¢) _Z(@)e(w) + 0 — p,
0

Si (2.1.13) a une solution, il est facile d’éliminer v et s et de voir que u doit vérifier I’équation :

2.1.14) —div (Z 2y = di —di Z
( ) iv (Z(z)e(uw)) + priu=pg+pvf+ 1V(1+V7_0h) 1v(1_|_m_0 (2)e(f)),
avec
(2.1.15) Z-c+- 0 gz
1+V7‘0

La formulation variationnelle de (2.1.14) s’écrit :

trouver u € [H'(IRY)]? tel que :
{ a(u,a) = l(a), Va e [H'(RY),
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avec

alu, @) = <Zs(u),5(ﬂ)> 12 (pu, @),
(2.1.16)

1) = (p0u) + (0 £.0) = { 7 b)) + (5 26l (@),

ot (.,.) et {.,.) désignent le produit scalaire dans L?(IR?) et L%(IRY, £¥™(IR%)).

D’aprés (2.1.3a), (2.1.5) et linégalité de Korn [48, 70] dans [H'(IR9)]¢, la forme bilinéaire
a(.,.) est continue coercive sur [H'(IR)]? pour tout v # 0. Le théoréme de Lax-Milgram
permet alors d’affirmer que le probléme (2.1.16) admet une solution unique v dans [H ' (IR%)]%.

Les données (f,h) étant supposées appartenir a [H!(IR9)]¢ x L2(IR4, £¥™(IR%)), on obtient
Iexistence de s € L*(IR%, £5¥™(IR?)) en posant :

vTo T0 T0
= Z h —
14+ vm e(w) + 14+vm 14+vm

(2.1.17) s Z=(f).

L’existence de v € [H'(IR?)]¢ se déduit directement en utilisant (2.1.13a). Enfin en remontant
a I’équation (2.1.13b), on voit facilement que s et u vérifient :

div (Ce(u) + s) € [L*(RY)]%.

Nous avons donc démontré que l'opérateur A + vI était surjectif Vv > 0. Pour finir la
démonstration du lemme, il suffit de raisonner avec v =X+ 1. B

Maintenant, on peut énoncer le théoreme d’existence et d’unicité :

Théoréme 2.1.1 Pour toutes conditions initiales (ug,u1,00) € ([Hl(IRd)]d)2 X ésym(]Rd)
et tout f € CY(0,T; [LQ(IRd)]d), il existe une unique solution (u,o) du probléeme (2.1.1) qui
vérifie :

w e CH(0,T; [HY(IRY)]4) N C2(0, T; [L(RY)] Y,

o€ CY(0,T; X*¥™(IRY)) n C1(0, T; L2(IRY, £v™(IRY))).
Démonstration

Sous l'hypothese Wy € D(A) et grace au théoreme de Hille-Yosida [27], nous déduisons
que le probléme (2.1.7) admet une unique solution W € C°(0,7; D(A)) N C*(0,T; H). Ceci
équivaut a :

- ue 0,1y [HI(IRd)]d),
— v =0u e C0,T; [H (R N C* (0, T; [L2(RY)]4),
— o =35+ Ce(u) € C°(0,T; X*¥"(IRY)) et p € C1(0,T; L*(R?, £L¥™(IRY))),

ce qui entraine :

u 1 THY(IRY)4 2 172/ Rd\d
(2.1.18) { € CH(0, T3 [HH(R)]) N C2(0, T3 [L*(R)]),

o € C%(0,T; X**™(R?)) N C*(0,T; L2(RY, £y™(IR?))),
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et acheve la démonstration. l

Il n’y a aucune difficulté a obtenir un résultat analogue dans le cas du modele de Zener général
(1.4.2). Dans ce cas, on cherche le champ de déplacement u et les tenseurs des contraintes
“élémentaires” o;, qui composent o (voir relation (1.4.1)) solutions du probléme :

L
pOiu—> divo, = f,
=1
(2.1.19) o, + 1000, = Ce(u) + 7' Dy e(dyu), VI=1,--- L,

u(x,0) = ug, Ou(z,0) = uq,

oy(x,0) = oV, Vi=1,---,L.

On peut alors montrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.2 Si (ug,uy,00,---,0%) € ([H]L(IRd)]d)2 X (ésym(]Rd))L. Alors pour tout
f€CH0,T; [L2(RM)]Y) il eziste une unique solution du probléme (2.1.19)

u e C(0,T; [HY (IRH)]Y) n C2(0,T; [L2(RY)]),
{ o, € C°0,T; X*¥™(R%) n C(0, T; L2(RY, £3v™(RY))), Vi=1,-- L.

2.1.2 Résultats de régularité

En supposant plus de régularité sur les données, on peut obtenir un résultat de régularité en
temps sur la solution :

Théoréme 2.1.3 On suppose que les données du probléme (2.1.1) vérifient (k> 2) :

(5., €, D) € (W) x (=) ")
(2.1.20) (ug, u1,00) € ([HF(RH]H)? x [HF (R,
f e CF0,T; [LARHYY) nor (0, T; [H (RY)]).
Alors la solution forte (u,o) du probléme (2.1.1) vérifie :
u e C*(0,T; [H (IRY)]?) n CF1(0, T; [L*(IR)]9),
{ o€ C*1(0,T; X*¥™(IR%)) N C*(0,T, L*(IR%, £3¥™(IRY))).
Démonstration

On raisonne par récurrence sur k. On commence par k = 2. Appliquant le théoréme 2.1.1 au
probleme :

([ pOiV —divy = F = 9,f,

Y+ T00% = CE(V) + 10D z—:(ékV),

(2.1.21) . _
Vimo = Vo = uq, OV |i=o = V1 = ;(f(x,()) +divoy),

1
E|t:0 =Yy = T—O(CE(U()) + ToDE(ul) — O‘o).
\
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Sous les hypotheses (2.1.20), les données initiales (Vp, V1, X0, F') vérifient les conditions du
théoreme 2.1.1, d’ott 'existence d’une solution unique (V, X) du systeme (2.1.21), qui vérifie :

Ve CH0,T; [HY(RY)]4) N C*(0, T; [L*(IR)]?),
{ 2 e 000, T; Xv™(R%) N C1(0,T; L*(RY, £5¥™(IR?))).

Les primitives :

(2.1.22) u(t) = up + /t V(s)ds, o(t) =00+ /t X(s)ds
vérifient alors : 0 0
u e C*0,T; [HY(RY]Y) N C3(0,T; [L2(RH)]Y),
{ o € CL0,T; X*¥™(IR%)) N C?(0, T; L2(IRY, £3v™(IRY))).
Pour finir il suffit de montrer que (u, o) est la solution du (2.1.1). Or (u, o) vérifie :
8t(p8t2tu —divo — f) =0,
{ O (o + 10010 — Ce(u) — 0D e(Bpu)) = 0.

En intégrant (2.1.23) entre 0 et t et en tenant compte des conditions initiales :

(2.1.23)

V’t:O = 8tu’t:0 = ui,

(2.1.24) 0V =0 = Ofuli=o = =(f(x,0) + div o),

Eyt:() = 8t0"t:0 = (CE(U()) —+ TQDE(ul) — 0'0),
nous montrons que (u, o) est la solution du (2.1.1).

Passons au cas général k£ > 3. Supposons que le résultat est vrai jusqu’a ordre k — 1 et
montrons qu'’il est valable pour k. D’apres le résultat précédent on sait que la solution (u, o)
de (2.1.1) appartient & C?(0,T; [Hl(IRd)]d) N C3(0,T; [LQ(]Rd)]d) X Cl(O,T;ésym(IRd)) N
C?(0,T; L*(IRY, £3v™(IRY))) et elle vérifie (2.1.23). Les dérivées :
(V,X) = (Oru, 9y0)
sont dans ’espace :
0, T [H' (RY))M)NC?(0, T3 [L*(IRY)] ) x C°(0, T; X*¥™(R?))nC* (0, T; L*(RY, L™ (IRY)))
et (V,X) est la solution du systeme (2.1.21). Comme les données initiales vérifient :
(Vo, Vi, %0, F) € ([H* Y (RH)) 2 x [HFH (R P xCF1 (0, T; [L2(RH]D)NCH2 (0, T; [H (IRF)]D),
d’apres 'hypothese de récurrence on a :
Ve k=10, T; [HYIRY)]Y) N C*(0, T [LA(IR)]4),
{ ¥ e CF2(0,T; Xv™(RY)) n C*=1(0, T; L2(RY, £™(IR?))),
ce qui implique :
u e Ck(0,T; [HY(RY)]Y) n C*+1(0, T; [L3(IR)]9),
{ o€ CF=1(0,T; X*¥™(R%) N C*(0, T; L2 (IRY, £5v™(IRY))). W
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2.1.3 Existence et unicité de solutions faibles

On note :
(2.1.25) Qr=RYx [0,T] , Q% =1Rx]0,T]
et les espaces

H(Qr) = {ve C*(0,T; [LX(RM))!) N C°(0, T3 [H' (RN)]?) /v(T) = 0 et dpo(T) = 0},
P G = 15 € 00T LR e () /5(7) = 0,
On dit que (u, o) est une solution faible du probleme (2.1.1) si elle vérifie :
(

/ [pu-@tztv—{—aze(v)—f-v]dmdt:/ p [u1 - v(,0) — ug - Bpv(,0)] da,
T R

: ) / l0:6—100:0,6 —Ce(u) : 6+ 10De(u) : 0,5 dudt =
2.1.27 Qr

/ . [T000 : 6(2,0) — oD e(u) : 6(x,0)] da,
R

( V(v,6) € H(QT) x L(Qr).
On a le théoreme d’existence et d’unicité de la solution faible :
Théoréme 2.1.4 Si les données initiales vérifient

(uo,u, 00, f) € [H (R x [L2(R)]" x L* (R, L9 (R)) x L1(0, T; [L*(R)]1).
Alors le probleme (2.1.27) admet une unique solution :

(u,0) € C°(0,T; [H(RH)]Y) n C(0,T; [L2(RY))?) x C°(0,T; L*(RY, £54™(IRY))).
Démonstration
1. Existence. Par densité, il existe une suite :

(uf, uf, o8, /) € ([H'IRY]Y)? x X (RY) x € (0,75 [L*(RY)))

vérifiant :
up — ug dans (H'(IR%))",
ul —uy dans (L?(IRY))",
ol — o9 dans L?*(R%, L£3¥™(IRY)),
fr—f dans LY(0,T,(L*(R%)").

(2.1.28)

Soit (u™, ™) la solution forte du probléme (2.1.1) associée aux données initiales (ug, u}, o, f™)
(cf. théoreme 2.1.1). Appliquons les estimations du théoreme 2.1.8 aux différences (u?—u?, oP —
0?), nous remarquons que la suite (u",0™) est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach
W(0,T;IRY) défini par :

CY(0,T; [HY(IRY)]?) x C(0,T; [LA(RY]Y) x C°(0,T; L*(RY, £4™(IR?))),
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muni de la norme :

(2.1:29) [ o)lw = sup [ u®)ll, + [9ull, + [Fu(@)] + o (@) 7+ |-
te[0,7

On en déduit 'existence de (u, o) € W(0,T;R?) vérifiant :
u" —u dans C°(0,T;[HY(IRY)]?) x C1(0,T; [L*(IR?)]4),
0" — o dans CY(0,T;L2(IRY, £ (IR?))).

Pour terminer, il suffit de remarquer que si (u",0™) est une solution forte alors en particulier
elle est solution faible du probléeme :

/ _pu" SOk o™ s(v)} dx dt = f- Ud:ndt+/ p [u? ~v(z,0) — ug - Ov(x,0)| dr,
oL

QT R4

/ "5 — 100" 05 — Ce(u") : 6 + oD e(u") : 8t&] dx dt =
ol

/ _7'008 :0(x,0) — oD e(ug) : 5‘(1’,0)} dx,
IRd L

( V(v,6) € H(QT) x L(QT).
par passage a la limite quand n — 4o0.

2. Unicité. Par linéarité, il suffit de montrer 1'unicité de la solution du probléeme (2.1.27) en
I'absence de source et avec des données initiales nulles. Soit (u, o) une solution du probléme
(2.1.27) avec ug =0, u3 =0,00=0et f=0:

( / [pu-@tztv—{—a:e(v)] dx dt =0,

T

(2.1.30) / [0:6 — 790 : 0,5 — Ce(u) : 6 + 19D e(u) : 06| dxdt =0,

V(v,0) € H(QT) x L(QT).

On considere le probleme :

pOiu—dive = u, dans TR? x [0,T],
(2.1.31) g — 1000 = Ce(u) — 10D e(0yu), dans RY x [0, 77,
a(z,T) = 0z, T) =0, 5(x,T) =0, dans IR?,
ce probléme admet une unique solution forte (u, ) dans I'espace :
0,75 [HY RN ™)NC?(0, T; [L*(RY)]?) x C°(0, T; X*™(R%))nC* (0, T; L2 (RY, L3V (R))).

car comme u € C! (O,T; [L2(]Rd)]d) il suffit d’appliquer le théoréeme 2.1.1 en réécrivant le
dernier probleme sous la forme du systeme (2.1.1), en faisant le changement de variable
s =T —t et en prenant comme données les fonctions

(UO,Ul, 00, f) = (07()’ O,U(T - 5))
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Si on note m = 0 — De(u), le systéme (2.1.30) se réécrit sous la forme suivante :

I
|

(2.1.32) / TG —Tom: 06+ Ze:6]drdt =0,
Qr

pu-Ofv+m:e(v) + De(u):e(v)] drdt =0,

V(v,0) € H(QT) x L(QT).

On remarque que par construction de (4,) on peut choisir comme fonctions de test dans
(2.1.30) :

(2.1.33) (v,6) = (u, Z7'7) € H(Qr) x L(QT) , 7 =6 — De(a).

Le systeme (2.1.32) donne alors :

(2.1.34a) / [pu-@ft@—i-ﬁzé—i—Da:é]da:dt:O,

T
(2.1.34b) / (Z7'rim—10Z w7+ 7] dudt =0,
T

oue = e(u) et € = e(u). On fait ensuite le produit scalaire au sens des tenseurs de la deuxieéme
équation du systeme (2.1.31) avec Z ~!7. Apres intégration sur Qr, nous obtenons :

(2.1.35) / (Z 7 in—10Z 'O i+ & 7w dudt =0.

T

Cette derniere équation et I’équation (2.1.34b) impliquent :

/W:Eda:dt:/ 7 edxdt.
T T

/ lpu-0it—7:e+ De: & drdt =0.

T

D’ou (2.1.34a) devient :

En remplagant 7 par sa valeur donnée par (2.1.33) et apres une intégration par partie nous
obtenons :
/ ulp O%u — div &) dz dt = 0.
T

Or, comme (@, 7) est la solution du probléme (2.1.31), on a :

(2.1.36) / lu(z,t)|? dzdt =0,

T

ce qui entraine u = 0. Pour finir on montre que ¢ = 0 en utilisant la deuxiéme équation du
systeme (2.1.27) :

/ [0:6—T190:0:0] dedt =0 V& € L(Qr).

T

D’ou 'unicité de la solution. W
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2.1.4 Décroissance de ’énergie

Définition 2.1.1 Soit (u,0) la solution forte du systéme (2.1.1). On appelle énergie de (u, o)
a Uinstant t la quantité :

(2.1.37) oy t) = |20 4 2 ez + L s

P u,O’, — 2 8t p 2 E C 2 Z_17
avec
(2.1.38) s =0 — Ce(u).

Remarque 2.1.3 On remarque que
— la quantité d’énergie se décompose en deux parties, la premiére <||u||id:v+ ||€(u)||é) /2
correspond a l'énergie classique du cas purement élastique (i.e. lorsque 1o est nul) et la

deuzxiéme EHPHQZ—M due aux effets de la visco-élasticté, s’exprime comme la norme de la

différence entre la contrainte viscoélastique et la contrainte élastique.
— Compte tenu de la régularité de (u,o), l’énergie E(t) vérifie :
EcCY0,T) ; E(u) < +oo Vt>0.
On a le résultat suivant :
Théoréme 2.1.5 L’énergie E(t) associée au probléme (2.1.1) vérifie l’identité :

dE
(2.1.39) — =~ lsllzs + (f 0)

et elle décroit en l'absence de terme source (f =0).
Démonstration

e On remarque qu’on peut réécrire les équations (2.1.1a) et (2.1.1b) en fonction de u et s :

2
(2.1.40a) p % —divs —div (Ce(u)) = f,
(2.1.40D) Z 05+ Z s = e(Ou).

En faisant le produit scalaire dans IR? de (2.1.40a) par dyu, dans L£(IRY) celui de (2.1.40b)
par s et aprés une intégration sur IR%, on obtient :

1d . .

(2.1.41a) §£H8tu|]/2) — (div s, Owu) — (div (Ce(w)), Oru) = (f, Opu),
1d

(2.1.41b) 5&“3H2Z—1 + HSHQZT_l — (e(Opu) : s) =0,

en faisant une intégration par partie du deuxiéme et troisieme terme de I’équation (2.1.41a),
nous aurons :
1d

(2.1.42) Eaﬂatu”% + (s5,e(0pu)) + (Ce(u) : e(Opu)) = (f, Opu),
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ce qui donne (2.1.39) en sommant les deux identités (2.1.41b) et (2.1.42).

e On en déduit la décroissance de 1’énergie pour f = 0 car 'hypothese (2.1.5) montre que Z
est défini positif et par conséquent _”S”2Z—1 est un terme de dissipation. l

Remarque 2.1.4 On remarque toujours le réle important de la condition d’absorption Z > 0
que ce soit dans les résultat d’existence et d’unicité de la solution ou dans le résultat de
dissipation d’énergie.

De nouveau, on peut aisément étendre ce résultat au modele de Zener généralisé (2.1.19).
Théoréme 2.1.6 La quantité d’énergie
L

1 1
(2.1.43) Et) = §|!8tu\|§ +3 > [Hs(U)II% +lsill fl]
=1

associée a la solution (u,(o0y);=1,1) du probléeme (2.1.19) homogéne (f =0) vérifie

dE -
(2.1.44) == > Isilltzy-1 <0,
=1

avec

si=0,—Ce(u), Z;=D;—C, ZzT:TZOZl, Vi=1,---,L.

2.1.5 Propagation a vitesse finie

Dans ce paragraphe nous nous intéressons au probléeme de la propagation a vitesse finie
des ondes viscoélastiques. Nous montrons que lorsqu’on part de données a support compact,
la solution reste & support compact a tout instant. Finalement nous déterminons de facon
géométrique un majorant du support des données. Dans ce contexte cette étude peut étre
considérée comme une généralisation du travail mené par Canadas [55] pour le probleme uni-
dimensionnel.

Soit G un tenseur d’ordre quatre symétrique défini positif et v un vecteur non nul de IR,
on note I'(G,v) le tenseur de Christoffel [3] associé au tenseur G suivant le vecteur v, c’est
tenseur symétrique défini positif tel que :

I'(G,v) =Ty; = Gigjivi v,

Remarque 2.1.5 Le tenseur de Christoffel intervient, lorsque on fait une analyse par ondes
planes pour le probléme purement élastique (Tg = 0), c’est a dire si on cherche des solutions
(u,0) sous la forme (5.2.18) (cf. §2.2.2), on trouve une relation de dispersion :

[(C,k)d = puw?d = T(C,v)d = pV?3d,

avec v = k/|k| et V = w/|k| la vitesse de phase suivant la direction v (V' apparait comme
l'une des valeurs propres de I'(C,v)/p).
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Soit v un vecteur de S9! la sphere unité de IR? ; nous définissons les quantités :

~ (s I'(D,v)v.wy\1/2
(2.1.45) Vp(a:,y)—<v¢187p|v|2 )
et
(2.1.46) VF(v) = sup {Vp(z,v)}.

d
zelR

La notation (2.1.45) est liée par analogie & v), la vitesse des ondes P dans le cas d’un milieu
élastique isotrope, dans ce cas V) (z,v) = vp(x) dans toutes les directions v. On considere les
demi-espaces mobiles de vitesse V' € IR’ :

(2.1.47) E,(Vit)={z e R /2. < Vit}.
On a le théoreme :

Théoréme 2.1.7 Si les données (ug,u1,00, f) sont a support compact et si elles ont la
régularité du théoréme 2.1.1, alors la solution du probléme (2.1.1) reste a support compact.
En particulier, si

supp ug U supp up U supp oo U supp f(.,t) C K,

ou K est un compact, alors
supp u(.,t) C K +&(t), YO<t<T,

avec :

Et) = m E‘V(V;_(V),t).

regd—1
Démonstration

Nous allons faire la démonstration dans le cas ol les données du probleme sont assez réguliéres
et K = B(0, R) une boule de centre 0 et de rayon R ; on se rameéne au cas général en procédant
par régularisation et en utilisant le fait que tout compact est limite d’une réunion finie de
boules fermées. On considére v un vecteur quelconque de la sphére unité de IR, le demi-espace
mobile :

Q) = (B(O,R) +&,(V, 1)) ={z € R /z.v > R+ Vt},

Q! est donc un demi-espace mobile qui “fuit” dans la direction v & la vitesse V, 'Y, = {z €
IR /z.v = R+ Vt} la frontiere de Q!, (voir Fi1G 2.1.1) et do la mesure surfacique sur I',.
On notera que par construction :

ug(z) = u1(x) =0, oo(x) =0, Vo e QY
(2.1.48)
flz,t)=0, Vt>0, Vo € Q.

En particulier, & I'instant ¢ = 0, la solution est nulle dans Qf. L’idée de la démonstration est
de trouver V (assez grand) pour que la solution u soit nulle sur QF,.
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Fi1c. 2.1.1 — Le demi-espace mobile

Nous utilisons une technique d’estimation d’énergie; considérons le systeme des équations
(2.1.40a) et (2.1.40b) :

(2.1.49a) p(?ftu —divs —div(Ce(u)) = f,

(2.1.49b) Z7 s+ Z7 05 = £(0yu).

La densité d’énergie est définie par :
1
(2.1.50) e(a.t) = 5 [p 0u? + Ce(u) : e(u) + Z s - s]

En faisant le produit scalaire de I'équation (2.1.49a) par O;u et de I’équation(2.1.49b) par s
et en intégrant sur !, on obtient aisément 1'identité suivante :

Oedr + Z;ls:sdm+/ (s + Ce(u)r.dudo =0,

QL Q Iy

ol v est le vecteur normal a I'!, intérieur & Q, o v = oy;v; désigne le produit matrice vecteur
dans RY et v.v = vv; le produit scalaire euclidien dans IR?. En utilisant la relation (valable
pour tout e(z,t) € C1(IR? x R")) :

Oe

d
(2.1.51) 7 o e(x,t)dr = o O (x,t)de -V . e(z,t)dx,

on en déduit :

E, 1
d (t) + Z 's:sdr+ = du(x,t)do =0,
di o 2 Jry
avec
E,(t) = / e(z,t)dz,
Q
et
(2.1.52) bu(xz,t) = Vplowu|> + V |e(u)|E5 +V |s|2Z,1 +2(s + Ce(u))v.opu,
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avec
\6]%; =Ce:c et |8|2Z_1 =Z's:s.

On voit que I’énergie décroit si la forme quadratique ¢, est positive. Pour cela, nous avons
besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.2 Pour tout v € R?, on a

(2.1.53a) (Ce)vv < |e|e (T(C, v)v.)'/2,
(2.1.53b) svw < |s|z (D(Z,v)v.)/2.
Démonstration

Soit v € IR?, on a alors :
(Ce)v-v = Cyjpenv;vi = Cijrien (V Q)
= Ce:v@uv=(c:vRv)c,

avec (Vv ®@v)ij = (v;vj + vjv;)/2. Comme (- : -)c définit un produit scalaire dans £¥™(IRY),
nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz et nous obtenons :

(e:v®v)c < el lvevle.
Alors pour avoir (2.1.53a) il suffit de montrer que
v @y =T(C,v)v-v.
En effet,
veus = Crov:veu
= Cuynvev)y(vev);
= Cijri vk v V05
= (Cijmvivi)v vy = (Ciji vi i)V 0y
= I'y(C,v)vjuy =T(C,v)v-v.
De méme pour (2.1.53a), on a :

SV = S:VQU

s:Z'Zveow

= (Z7's:veu)g

< 1Z7slz v @ |z = [s| g (D(Z,v)v-0)/2. 0
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En utilisant ce lemme et d’apres (2.1.52), on obtient alors :

Su(x,t) > Vploul® +Velg+ Vsl — 2lelo (T(C,v) du - du)'/?
25| g1 (T(Z,v) yu - Dyu)/?

v

Vplowul? +V (el + |s151) — 2 (lel& + [sl-1)"? [T(C,v) By - Oyu
—l—F(Z, I/) oy - 8{&] 1/2

= Vol + V (lefo + Is%-1) = 2(lel% + |s5-1) 2 [[(C + Z,v) yu - Oyu]
— Vool + V(el% + |s%1) = 2 (lel% + [sl%-1) " [T(D, ) dyu - 8pu] >,
En utilisant la définition (2.1.45) de V},, la derniere inégalité devient :
(2.1.54) 6u(,1) = Vp 0ruf2 + V(Iel + [sl%.) — 2Vp/a(Iel + Is/%.) /2 0rul.
Le deuxieme terme de cette inégalité définit une forme quadratique positive si
p(VP=V)<0&V >V,

En choisissant la constante V' = V,"(v) donnée par (2.1.46), nous aurons ¢, > 0 et par
conséquent F,, est décroissante. On a donc en particulier

E,(t) < E,(0) =0, (par construction)

ce qui nous donne u(z,t) = 0 dans Qf, d’ott supp u(.,t) C {QL}* = B(0,R) + &,(V,F(v),1).
Le raisonnement étant valable pour tout v € S9!, sphére unité de IR?, on a :

supp u(.,t) C ﬂ {QLY = B(0,R) + £(1).
vesd—1
Remarque 2.1.6 En particulier, dans le cas isotrope, V), ne dépend pas de v, on trouve

(A(w)w(m) +2u(x)w(rv)>l/2

Bny) = o)

= () vp()

ce qui nous donne

= = Ssu Tp(x)v X
‘/P—i_(y) - V+ - xe]]gd To(ZL’) P( )

d’ot suppu(.,t) C B(0,R+ V™t) (voir FIG 2.1.2 dans le cas d = 2)
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O

+

Fi1G. 2.1.3 — Support de u dans un milieu anisotrope

2.1.6 Du viscoélastique a I’élastique

Dans cette partie nous nous sommes intéressés au comportement de l'onde viscoélastique
quand le coefficient d’amortissement 79 tend vers zéro et nous montrons dans quel sens
cette solution converge vers la solution de ’équation d’onde (équation de 'élasticité) ob-
tenue lorsque on néglige ces coefficients. L’étude de ce probleme est basée sur I'estimation a
priori de la solution, qui fait 'objet de la section suivante.

2.1.6.1 Estimations a priori

L’identité d’énergie permet d’obtenir des estimations de la solution :

Théoréme 2.1.8 Pour toutt > 0, la solution forte du probléme (2.1.1) vérifie les estimations
sutvantes :

(2.1.55) 10u@)lp + llo(t) — Ce(u®))]z-+ < 2Eo+/0 £ ()10 d,

t
(2.1.56) lu@ll, < lluoll, + tv/2Eo + /0 (t =) £l dr,
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Il existe une constante C = C(d, M_, M) telle que :

¢
(2.1.57) IVa(®)]| + ol 7+ < C(V2Es + /O 1£() 1, dr).
Ici Ey désigne la quantité d’énergie initiale :

1
(2.1.58) By = 5l + (o) I + lloo — € e(uo)l[%1]
Démonstration

En intégrant entre 0 et ¢ 'identité d’énergie (2.1.39), on obtient :

(2.1.59) E(t) < Eg +/O (f(7), Oru(T)) dT < Eo +/0 10Tl 1 (T)ll1/p

la deuxiéme inégalité provenant de l'inégalité de Cauchy-Schwartz. Or, par définition de
I'énergie (2.1.37), on a :
H(‘)tu(T)Hf) <2E(t), Y1 >0.

Par conséquent
t
(2.1.60) B() < Bo+ V2 [ f(0)llyyp B2
0

et le lemme de Gronwall permet d’en déduire :

t 2
(2.1.61) E(t)§< Eo+%/0 Hf(f)nl/pdT) .

Pour obtenir I'estimation (2.1.55) il suffit de remarquer que ||0;u(t)||, et ||s(t)|| ;-1 sont ma-
jorées par y/2E(t). Pour la deuxiéme estimation (2.1.56), on remarque que u est une primitive
de Oyu :

u(t) = ug —i—/o Oru(s) ds,

ce qui implique

t t
lu@®l, < [uoll, +| /0 dyu(r) drll, < uoll, + /0 1), dr

et on utilise (2.1.55) pour conclure. Pour la troisieme estimation on utilise d’abord 1'inégalité
de Korn [48, 70] : il existe une constante C}, dépendant de d la dimension de Iespace, telle
que :

(2.1.62) IVul| < Crlle(u)]]

et comme £(u) vérifie

¢
(2.1.63) VM- le(u)]| < lle(u)lle < v2Eo +/0 1f ()l dr,
on en déduit la premiere partie de (2.1.57). On majore enfin les contraintes par :

lo@®)llz-1 < lls@)l z—1 + |Ce(u(®))ll z-1-
Or [|s(t)]| z—1 a été estimé par (2.1.55) et ||Ce(u(t))|| ;-1 est clairement majoré par :
[Ce(u)liz—+ < Clle(w)]]

ou C' est une constante dépendant de M_, M, . Pour conclure on utilise (2.1.63). W
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2.1.6.2 Convergence et estimation de I’écart
Dans cette section on s’intéresse au cas ou 7g tend vers zéro de la fagon suivante :
75(z) = emo(z), € — 0T
0 — ¢i0 )

avec D, C et Z = D — C ayant les propriétés (2.1.3) et (2.1.5). On consideére (u,o¢) la
solution du probléeme viscoélastique :

p@ftue —divo, = f, dans Q7,
(2.1.64) oc + erp 0o = Ce(u) + ergD e(dyue), dans Q%
ue(z,0) = ug, Opue(x,0) = uy, o(z,0) = oy, dans R,

et (u,0) la solution du probléeme purement élastique :
pdiu—dive = f, dans Q7,
(2.1.65) o = Ce(u), dans Q7,
u(z,0) = ug, dyu(x,0) =u;,  dansIRY

De méme que pour le probleme de viscoélasticité on a un théoreme d’existence et d’unicité
de la solution forte et des estimations d’énergie [63] pour le probleme (2.1.65) :

Théoréme 2.1.9 Sous I’hypothése (ug,ui, f) € D(Ac) x [HY(IRY)]? x C1 (0, T [LQ(IRd)]d)
Le probléeme (2.1.65) admet une unique solution (u,o) avec

u € C2(0,T; [L2(RH]4) n C1(0,T; [HL(IRY)]4) N C°(0,T; D(Ac)),
o € CH(0,T; (L2 (R%)™*) N €00, T; X*¥™(RY)).

Ici Uespace D(Ag) est défini par :

(2.1.66) D(Ac) = {u e [H(RY)]? / Ac = div (Ce(u)) € [L*(RY)]?}.

L’objectif de cette étude est de montrer dans quel sens la solution (u., o¢) converge vers (u, o)
solution du probleme (2.1.65). On a le théoreme :

Théoréme 2.1.10 Si les données du probléme vérifient les hypothéses suivantes :
(p70,C. D) € (WH2(RM)" x (W (R,

(2.1.67) (o, ur, 00) € [HA R x [H (R,
feC?0,T;[L*(RY)Y) n C*(RY, [H' (RY)]Y),

et si o vérifie a Uinstant initial la loi élastique :

(2.1.68) oo = Ce(up),

alors, on a les estimations :

Hue < C(daM—7M+7T+7T) €,

- “HCO(QT;[Hl(md)]d)
(2.1.69)
S C(d, M_, M+, T+, T) €.

HUG - UHCO(O,T;[LQ(]Rd)]dQ)
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De plus si les données initiales (ug,u1, 00, f) ne vérifient que les hypothéses des théorémes
2.1.1 et 2.1.9, on a :

ue —u dans HY(Qr) faible,
(2.1.70) uc —u dans L} (Qr) fort,
oc — o dans L*(Qr) faible.
Démonstration
On note V. = u. — u et 3 = o, — o, elles vérifient le probleme
pOiVe —divE, =0, dans Q%,
Ye—Ce(Ve) =g.,  dansQr,

(2.1.71)
Ve(z,0) =0, dans R?,
0tVi(x,0) =0, dans R,
avec
(2.1.72) ge = €7o(D e(Dyue) — Oyoe).

Notre but est de trouver une estimation de la norme de V; et ¥, en fonction de e.
Si on note W, = 0,V, le probleme (2.1.71) se réécrit sous la forme :

p oW, —divi, =0, dans @7,
C'o% —e(W,) =g, dansQ,

(2.1.73)
We(z,0) =0, dans R,
Ye(z,0) = g — Ce(ug), dans R,
avec
ge = C_latge-
L’énergie :
~ 1
E(t) = _/ [pIWe> + C'E, : ] du,
2 IRd
vérifie ~
E
d— = Jede dx.
dt R4

En suivant les mémes démarches que dans la démonstration du théoreme 2.1.8, on obtient les
estimations :

Théoréeme 2.1.11 On a, pour tout t > 0
- t
(2.1.74) W)l < V2o + [ lgur)lcdr,
0
t
(2.1.75) 1Zc(t) ]| o1 < \/2Eg +/ 1ge(T)lc dr.
0
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L’hypothese (2.1.68) implique que Ey = 0. Pour avoir des estimations de la norme de V, et
de X, il suffit donc d’estimer ||ge||c :

19(s)lle leD e(87ue) — € D0l o1

Ce [IVORuc] + |63 .

IN

ol C' ne dépend que de M_ et 7. En utilisant les résultats de régularité du §2.1.2 et en
reprenant les estimations du théoreme 2.1.8 (voir (2.1.77)) nous majorons les normes || VOZ .||
et ||0%0.|| indépendamment de . Finalement, en utilise le fait que :

(2.1.76) Ve(t) = /t Wi(s)ds , Ce(Ve) =% — g
0

et on conclut que sup |[[Ve(t) || g1 (graye < C(d, M-, My, 71, T)e.

te[0,T
Pour la démonstration de la deuxiéme partie du théoréme, on suppose que (ug,u1, 00, f)
vérifient les hypotheses des théoremes 2.1.1 et 2.1.9. En reprenant les estimations a priori du

théoreme 2.1.8 pour la solution forte (u., o) du probleme (2.1.64), on a :
(2.1.77)

T
sup [0 1)y < V/2F + /0 1£ ()l dr,

)

T
sup llue(®)l, < uoll, + Tv/2Bo + T / 1£ ()l dr,

(0,71 0

T
sup (V| + o0l 51) < O V2B + [ 1s@hypar] 0 = c@r )

Ces estimations sont indépendantes de e, par suite J:u., Ve, u. et 0. sont bornées dans
L?(Qr), ce qui entraine 'existence des sous suites u, et o, vérifiant :

ue — @ dans HYQr) faible,
(2.1.78) ue — @ dans L2 (Qr) forte,
o — & dans L*(Qr) faible.

Comme (u.,o¢) est une solution faible du probleme (2.1.27) avec 7§ = €7, aprés un passage
a la limite (e — 0), on trouve que (@, ) est une solution faible du probleme élastique

/ pa- v +6:e(w)—f- v] dzdt = / P [ui(z) - v(z,0) — up(z) - v (x,0)] de,

T R

/ [6:7—Ce(a) : 7] dudt =0,

T

Y(v,7) € H(QT) x L(QT).

Comme ce probléeme admet une solution faible unique [63] et que toute solution forte est une
solution faible on a (#,6) = (u,0) W
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2.2 Etudes des milieux homogenes

Nous nous plagons pour faire cette analyse en milieu homogene. Nous allons tout d’abord
déterminer les ondes planes se propageant dans un milieu viscoélastique 1D. Nous pourrons
ensuite étendre les résultats 1D au cas tridimensionnel.

2.2.1 Analyse par ondes planes en 1D

Dans ce qui suit p,u, 7 et 71 sont des constantes strictement positives. On considere le
probléeme de Zener unidimensionnel (1.3.2) :

Trouver u(x,t) : IR x [0,T] — IR,
(2.2.1) pOiu — 0y0 = f, dans IR x]0, +o0],
0+ 1000 = pOpu + pr 0u, dans IR x]0, +o0[.

On s’intéresse aux solutions particulieres du probleme homogene (2.2.1) (f = 0), de type
ondes planes (i2 = —1) :

(222) i(wt—kx)

u(z,t) = wugeWko)
o(x,t) = oge ,

ou k € IR est le nombre d’onde. Pour que (u, o) définis par (2.2.2) soit une solution de (2.2.1),
k et w doivent étre reliés par la relation de dispersion :

14i
(2.2.3) w? = k2 <M> , c= £
1—|—1w7'0

Nous allons étudier cette équation comme une équation en w ou k est un parameétre. Si on
fait le changement de variable S = iw, la relation (2.2.3) devient :

52 1 + STl
2.2.4 = —
( ) c2k? 1+ S7’

ce qui équivaut a I’équation a coefficients réels de degré 3 suivante :
(2.2.5) 709% + 8% + 1 2k2S + Pk = 0.

Cette équation admet soit trois racines réelles, soit une racine réelle et deux racines complexes
conjuguées. Notons qu’une racine réelle correspond & un mode non propagatif (mode purement
amorti). nous montrons que dans “presque tous les cas”, il y a deux modes propagatifs et
un mode purement amorti, et que ce résultat est toujours vrai a hautes fréquences. Plus
précisément, montrons le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Nous avons les résultats suvants :

1. SiTo > 11/9, alors U'équation (2.2.5) admet, pour tout k, une racine réelle S = S™* com-
prise entre —1 /71y et —1 /71 (mode purement amorti) et deuz racines complezes conjuguées
S = n L iw* (modes propagatifs).
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2. Si 19 < 1/9, alors il existe K_(79,71,¢) > 0 et Ky(19,71,¢) > 0 (donnés en (2.2.8-
2.2.9)) tels que :

- Si|k| € [K_, K4], Uéquation (2.2.5) admet trois racines réelles comprises entre —1 /g
et —1/71 (trois modes purement amortis).

—- Si |k| ¢ [K_, K4], Uéquation (2.2.5) admet une racine réelle S = S* comprise entre
—1/7m9 et —1/71 et deuz racines complezes conjuguées S =n £ iw*

Démonstration

Rappelons qu’une équation algébrique du troisieme degré axz® + bx? 4+ cx + d = 0 se ramene

par le changement de variable : x = X — 3q’ a la forme canonique suivante :
a
(2.2.6) X3 +3pX +2¢ =0,
avec
B 3ac — b’ ot _1{21)3 be d
 9a? 1= 950272 " 32 " 4

Cette équation a trois racines :

1. A >0 — une racine réelle et deux complexes conjuguées.
2. A <0 — trois racines réelles.

L’ équation (2.2.5), apres réduction a sa forme canonique, a pour discriminant

27.2
ck 27 9 1
A=p*+¢* = —277_(? |:T0T1364k‘4 + (—4 7'3 — 570~ 1’7'12> Ak + 1]

A a le méme signe que :
(2.2.7) A(k?) = Ak* + BE? + 1,
avec

27 9 1
A =ryrict, B = <ZT02 — 57071 — 17'12> 2.

Une étude du trinéme A(X) montre que :

— SiTp < 71/9, le trindme admet deux racines réelles positives

 —B+VBZ 44

24+ (10, T1,€) = 54

pouvant s’exprimer en fonction du rapport R = 79/71 :

(2.2.8) Zi(To,Tl,C)

= 9¢2 - |:—27(R—Oé_)(R—a+) :]:(1 —9R)3/2(1 —R)1/2
C°ToT1

avec a+ = 1/3(2v/3/3 £1). Tl est alors clair que A(k?) < 0 si k2 € [z, 2z, ] c’est & dire si
|k| € [K_, K4], avec

(2.2.9) Ky = /7.
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— Si 19 > 71/9, on montre que A est soit toujours positiNf (si 7o < 71) soit admet deux racines
réelles négatives (si 79 > 1), donc dans tous les cas A(k?) > 0 pour tout k.

Il nous reste & montrer que les racines réelles sont comprises entre —1/79 et —1/71. Ceci est
immédiat en se rappelant qu’une racine S est solution de (2.2.4) et si S est réelle, le membre
de gauche est positif ce qui montre que (1 + S71)(1 4+ S7p) < 0 et par conséquent que toute
racine réelle est située entre —1/79 et —1/71. B

Quelques propriétés des solutions. On s’intéresse ici au cas ou (2.2.5) admet une racine
réelle S = S™* et deux racines complexes conjuguées S = n +iw™ , ce qui d’apres le lemme
est toujours vérifié au moins deés que k est assez grand. Ces solutions correspondent a :

— deux modes propagatifs : eF)tel (W (k)t—kz) of en(k)t i (—w*(k)t—kz),

— un mode purement amorti : S (k)te—ike,
La somme des trois racines de (2.2.5) vaut :

1
(k) + S™(k) = ——,
70
par conséquent
1 1
(2.2.10) n(k) = —5 [S*(kz) + —} .
70

Or d’apres le lemme précédent, S*(k) est située entre —1/7p et —1/71, ce qui montre que :

)
. 1/1 1 . R .
1. si T > 79, alors —= (— — —) < n(k) <0 VEk, ce qui correspond a de "amortissement.

O T
1/1 1

2. si 11 < 719, alors 3 (— - —) > n(k) > 0 VEk, qui correspond cette fois-ci & un terme
To 71

exponentiellement croissant en temps.

Remarque 2.2.1 1. On retrouve donc ici le fait que le phénomeéene d’absorption est li€ a
linégalité T > 1p.
2. On remarque que méme quand 71 < 79, (k) reste borné et le probléme de Cauchy reste
bien posé.

Hypotheése : dans toute la suite, on supposera que 79 < 71.

Propriétés du mode purement amorti. Nous montrons que, pour tout k& € IR*, la racine
réelle S = S*(k) vérifie :

- (Py) - 1 < S*(k) < —i, Vk € IR*.
70 Ti
~ (P2) k — S*(k) est paire.
o 1 . 1
(P m ST = -~ Jim S'(0) =
La premiere propriété a été démontrée dans le lemme précédent et est ici précisée dans le
cadre de I’hypotheése 79 < 71. La deuxiéme propriété découle du fait que ’équation (2.2.5)
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définissant les solutions ne dépend que de k2. Enfin les limites (P3) s’obtiennent aisément &
partir de (2.2.4) en utilisant que S* est réelle. On peut en fait montrer plus précisément que

1
(2.2.11) S*(k) ~ —— + (11 — 10)*k2

70
Nous illustrons ces propriétés a la figure 2.2.2 ot on représente un exemple de courbe S* (k).
Notons que les hautes fréquences sont moins amorties (temps de relaxation 71 ) que les basses
fréquences (temps de relazation 79 < T1).

Propriétés des modes propagatifs amortis, qui correspondent aux solutions 7(k) +
iw*(k). La relation (2.2.10) permet de déduire des propriétés sur n c’est & dire sur 'amortis-
sement des modes propagatifs :
171 1
- (P) 5|— -] <nm <o
(P 5|=—=] <n <
- (Ps) k — n(k) paire.
1r1 1

~ (Ps) limn(k)=0, lim n(k :—[———]

(Ps) k:li%n( ) kl—>nolon( ) 2l 71
On peut enfin déduire de (2.2.11) I’équivalence :

(2.2.12) n(k) ~ —%(7‘1 — 10)c2k2.

Nous illustrons ces propriétés a la figure2.2.3 ot on représente un exemple de courbe n(k). Les
hautes fréquences sont plus amorties que les basses fréquences, pour lesquels I’amortissement
tend vers 0, et la constante de temps a haute fréquence est 2T179/(m1 — 7).

En ce qui concerne la partie propagative, la vitesse de phase des modes propagatifs est donnée
par w*(k)/k. Le produit des racines de (2.2.5) s’exprime :

5 5 C2k2
(2:2.13) (w (k)" +n(k)%)S" (k) = ———,
0
ce qui permet d’obtenir :
w* (k)? 1 n(k)?
2.2.14 —_— = — — .
( ) 2k? 105*(k)  2k?

En utilisant la propriété (P3) et le fait que (k) est en O(k?) au voisinage de k = 0 d’apres
(2.2.12), on montre que :

*(L 2 *(L 2
(2.2.15) T GO S

=1
k—too c2k? 70 k—0 c2k2

Les hautes fréquences se propagent donc plus vite que les basses fréquences. On représente la
vitesse de phase a la figure 2.2.4.

Conclusion : En conclusion, on a :
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c2k?
b |
70
B 1+°57
14+ St
o
I
\
|
1
N
FiG. 2.2.1 — Solution graphique
5" (k)
A
k
L
1
L
T0

Fi1a. 2.2.2 — Allure de k — S*(k)
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n(k)
A
> L
T0 — T1
27‘0’7’1
Fi1a. 2.2.3 — Allure k — n(k)
w* (k)
“k
T1
e X
T0
c
. k

F1a. 2.2.4 — Allure k — w*(k)/k
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1. un mode purement amorti correspondant a S = S™*. Les hautes fréquences sont
moins amorties(temps de relaxation 71) que les basses fréquences(temps de relaxation
70 < T1).

2. deux modes propagatifs amortis correspondant & S = 1 & i w. Les hautes fréquences
sont plus amorties que les basses fréquences(pour lesquelles 'amortissement tend vers
0) et la constante de temps a haute fréquence est 271 79/(71 — 70)-

3. pour les modes propagatifs, les hautes fréquences se propagent plus vite mais sont
davantage amorties.

2.2.2 Analyse par ondes planes en 3D

Nous menons dans cette section une analyse par ondes planes analogue a celle du cas 1D,
dans le cas d’un milieu viscoélastique isotrope 3D. On considere le probleme isotrope en milieu
homogene :
p 02u—dive =0,
(2.2.16)
{ o+ 79 O = ANTr(e(uw)) I + 2pe(u) + 7o (A Tr(e(du)) I + 2uy, £(8pu)].

On s’intéresse aux solutions particulieres de la forme

u(z,t) = ug e Wk e
(2.2.17) .
o(z,t) = og e Wk B
avec
k= (k17k2ak3)t7 €T = (x1a$2>$3)t7 €= (61762763)t
et
Ey E1p Egs
E=| Eio FEx FE3
Ei3 Es3 FEs3

Posons 1) = ¢! (“W=k)

Oiu = —wupy d,
dive = —iogy D E,
o+ 1900 = (1 +iwmy)ogy D,

et utilisons les expressions (2.2.16), on obtient les équations :

kidq (k’gdl + k‘ldg)/Q (k‘3d1 + k’ld3)/2
(2218) N e(u) = —iugw | (knda + hadh) /2 Fads (ksdy + hads) /2 | |
(k’ldg + k3d1)/2 (k‘gdg + k3d2)/2 ksds

e(Ou) = iwe(u),
Tr(e(u)) = —iugp k - d,
Tr(e(Ou)) = iw Tr(e(u)).

Remplagons ces équations dans (2.2.16), on obtient la relation de dispersion :
A A
(2219)  |iotr +0? — (& +iw Oﬂ)w?] d= [ﬂ Fiwr AT g gy k.
P P P P
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En introduisant les vitesses v, et v et les temps de relaxation 7, et 7 (voir (1.3.7)), '’équation
(2.2.19) devient :

(2.2.20) [iw?ro +w® — v2(1 +iwr)|k[*] d= [v3(1 +iwn) — vZ(1+iwr)] (k- d)k.
Le produit scalaire de cette relation par k implique en particulier :

(2.2.21) k-d[iw’r+w® — 1112,(1 +iwm,)|k[*] = 0.

Deux cas se présentent alors, selon que k - d est nul ou non :

1. Les ondes P (ondes de compression) : k-d # 0. Dans ce cas, la relation (2.2.20)
montre que k et d sont colinéaires et (2.2.21) donne la relation de dispersion des
ondes P :

(2.2.22) w (1 +iwrg) = v2|k|*(1 +iwm).

2. Les ondes S (ondes de cisaillement) : k - d = 0. Les vecteurs k et d sont donc ortho-
gonaux et (2.2.20) donne la relation de dispersion des ondes S :

(2.2.23) W1 +iwr) = 2|kl +iwr).

On peut remarquer que, si on fait le changement de variable S = iw, les équations (2.2.22)
et (2.2.23) s’écrivent sous la forme :

(2.2.24) 705% 4+ 5% + 1P |k]2S + v k[> =0 Vi=np,s.

L’équation (2.2.24) est la méme que I'équation (2.2.5) obtenue en dimension un, en remplagant
T; par 71, v; par c et |k| par k pour i = p, s. Les conclusions de 'analyse en 1D peuvent donc
étre étendues en 3D isotrope.

2.2.3 Facteur de qualité et conception de modeles réalistes

Bien qu’on ait a sa disposition un modele mathématique faisant appel a de nombreux pa-
rametres, comme c’est le cas des modeles de Zener généralisés que nous étudions dans ce
travail, une difficulté subsiste au niveau de la modélisation dans le calage de ces parametres
sur la réalité physique. C’est dans cette direction que se situe le contenu de cette section. Nous
commencons au paragraphe §2.2.3.1 par définir quelques notions qui sont plus liées aux me-
sures physiques, que de nature mathématique, en particulier celles de facteur de qualité. Puis,
au paragraphe §2.2.3.2, nous montrons comment on peut décrire & ’aide de nos modeles des
milieux qui sont dits a facteur de qualité quasi-constant, lesquels sont fréquemment rencontrés
en géophysique.

2.2.3.1 Définitions

En faisant I’analyse par ondes planes nous avons montré que la dissipation du modele viscoélastique
est liée a la fréquence. Une facon d’étudier cette dissipation est de définir le facteur de qualité

@ qui la caractérise d’une maniere quantitative. Dans un premier temps, on définit le module
complexe et le facteur de qualité dans le cas 1D et on généralisera cette étude dans le cas de
dimension supérieure (voir § 2.2.4).
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On consideére la loi de comportement (3.1.1b) :
(2.2.25) o+ 196 = p(e + mé).
La transformée de Fourier f d’une fonction f définie par :

A~ +OO .

for= [ e

— 0o

En appliquant la transformée de Fourier a (2.2.25), on obtient :
(2.2.26) o(w) = M(w)é(w),

ol ¢ et & sont respectivement les transformées de Fourier des fonctions o et € et M (w) est
appelé module complexe :

L
(2.2.27) M(w) = 197
1+iwn

On sépare M en ses parties réelle et imaginaire :
M =%Re(M)+iSm (M),

ce qui implique :

(2.2.28) 6(w) = g(w)‘M|eiso(w)7
avec B %m (M) |
tan p(w) = Re (M)

v est 'angle de déphasage entre la contrainte et la déformation, on 'appelle angle de pertes
et il est relié a la viscoélasticité. Dans le cas d’un milieu élastique (79 = 7 = 0) la fonction M
est égale a p, d’ou Re (M) = pu, Sm (M) = 0 et p = 0, ce qui entraine que la partie imaginaire
Sm (M) caractérise la dissipation des modeles viscoélastiques, par contre la partie réelle
Re (M) est liée & la réponse instantanée. On définit alors le facteur de qualité @ par [26, 34] :

_ Re(M) 1

(2.2.29) Qlw) = Im(M) ~ tan p(w)’

Pour un milieu élastique non dissipatif, le facteur @) est infini, par contre un facteur de qualité
nul implique un milieu absorbant.

Les parties réelle et imaginaire du modele complexe M défini par 1'équation (2.2.27), sont
données par :
1+ w?ri7o w(T1 — 7o)
Re(M)=p————, Sm(M)=p—"——",
(M) N1+w27'02 (M) Nl—i—wzv'g

d’ou le facteur de qualité et 'angle de pertes associés a la loi élémentaire (2.2.25) :

o 1+ (U27-]_T0
(2.2.30a) Qw) = R
(2.2.30b) tanp(w) = Q™1 = w(ri—7) T1—To wWyTiT0

14 w?nmy 770 L+ wimm
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Si on note par 6 le rapport 71 /79, le maximum de Q !, représentant la dissipativité maximale,
est atteint pour la pulsation wyee = 1/4/T170, la fonction Q_l(wmax, 0) = (11—710)/(2y/T170) =
0—-1)/ V0 est croissante par rapport a @, ce qui implique que plus le rapport 6 est grand,
plus il y a d’amortissement. La figure 2.2.5 donne les variations de 'inverse de @) en fonction
de la pulsation w.

1.4
1.2
T1 —T0
2\ /T1T0
;
0.8
0.6
0.4
0.2
O n P S S SRR | n wwwwwwwly n P S S S S | n R SR SR
10 107" 10° 10’ 10°
WA\/T1T0 Pulsation(échelle logarithmique)

F1G. 2.2.5 — La variation de Q! en fonction de w

2.2.3.2 Facteur de qualité quasi-constant

On voit que le facteur de qualité dépend de la fréquence (voir F1G 2.2.5). Or en géophysique
une classe importante de matériaux est caractérisée par des facteurs de qualité constants sur
une large bande de fréquence [80] ; on parle alors de matériaux a facteur de qualité constant ou
quasi-constant. Le modele de Zener élémentaire n’est pas suffisant (voir 'équation 2.2.30a),
c’est pourquoi il est intéressant de considérer le modele de Zener généralisé.

Nous déterminons un modele avec un facteur de qualité quasi-constant, en superposant plu-
sieurs modeles de Zener élémentaires ayant tous le méme module relaché u et on détermine
les temps de relaxation pour avoir un facteur de qualité quasi-constant sur une bande de
fréquence donnée. On considere la loi de comportement générale :

(2231&) o]+ Tlod‘l = M€(U) + uTllg(U) vi=1,---,L,
L

(2.2.31b) c=> o
=1

et on désigne respectivement par M; et Q; = Re M;/Sm M; le module complexe et le facteur
de qualité associés & la ['*™€ 1oi élémentaire. Le facteur de qualité associé a la loi (2.2.31) est
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donné par :
L

D Re (M)
(2.2.32) Qw) = 1217’

> Zm(My)

=1
avec

14 w? _

(2.2.33) Re Mi(w) = p 0L o () = p T T0)

2.2 2.2
14w 0. 1+ w o
On écrit alors 'inverse du facteur de qualité sous la forme :

q

w(T1, — T0y)

™=

~ 1+ w27,
(2.2.34) Q Hw) = = i
Z 1 + (U27'17l7'0’l
2
—~ 1+ w27'0’l
On écrit les coefficients d’amortissements 71 ; pour tout / = 1,---, L sous la forme :
(2.2.35) T10 = 100(1 4+ ), m > 0.

Q~1(w) se réécrit alors :

(2.2.36) Q '(w) = —=2

Pour déterminer des modeles a facteur de qualité constant, on donne les 79 ; et on cherche 7; de
fagon que @ approche bien le facteur de qualité donné )¢ sur une bande de fréquence [fq, f3).
Dans la littérature géophysique on trouve plusieurs algorithme pour approcher @ [23, 45, 50].
Blanch et al. [23] ont utilisé pour modéliser un modele & facteur de qualité presque constant
(nearly constant) l’approximation dite “7-method” qui consiste a prendre les 7; = 7 constants
pour tous les modeles élémentaires et & approcher Q ~!(w) par :

L
~ 1 w
O Mwr) =7y — L7 (r<<1)

wy

et & déterminer 7 qui minimise la fonctionnelle F'(7) = / (Q Y w, ) — Qy)? dw. On sest
Wa

intéressé & adapter & notre probléme la méthode présentée dans [50] pour un modele généralisé

de Maxwell.
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2.2 Etudes des milieux homogeénes

Le principe de la méthode consiste & approcher Q ~!(w) par :

_ 1 L owr (1 )
Ol - 0 0,1

lz:; 1+ w? ’7’0l
et de déterminer les coefficients v; pour [ = 1,--- , L satisfaisant le systéme linéaire :
(2.2.38) QY (wn) =Qpt, k=1,-- K,
avec K = 2L — 1 et {&1,--- ,wx} une subdivision de l'intervalle [wg,wp|, équidistante en
échelle logarithmique; w = 27w f est la pulsation associée a la fréquence f. Résoudre les
équation (2.2.38) est équivalent a résoudre le systeme linéaire :

Ay =q, (i)

wiTo1(1 — Qp twy
(2.2.39) Ay = o %02 £T00) 1, K, 1=1,--- L, (i)
1+ Wi To
Y= (’717 Tt 7’}/L)t € ]R'L7 q= LQO_l(]-v Tt 71)t € RK (111)

La résolution de ce systéme linéaire ne donne pas toujours des v > 0. Nous réécrirons alors
le dernier systeme sous la forme d’un probléeme de moindre carré en exigeant la contrainte
7=>0:

min [|Ay —q,
(2.2.40) veR
v 20,

ce qui est équivalent & minimiser une fonction quadratique avec contrainte :

1
min o9 Hy - f7,
(2.2.41) veIR"

7=0
ici H=A'A et f = Alq.

Pour la résolution du probleme (2.2.41), on trouve dans la littérature plusieurs méthodes [71].
Nous avons choisi d’utiliser la routine “quapro” de Scilab qui utilise des méthodes de pro-
jection avec activation de contraintes. Pour le choix des 7p;, on a vu que pour chacun des
modeles élémentaires le maximum de Q! est atteint pour une pulsation :

1 1 1
w, g — — ~ —
e mamol oIt A T

On prend pour chaque modele élémentaire wy,q, = wy, d’olt le choix : 79; = w;” - o?il_l Apres
la résolution de (2.2.40), soit L le nombre des v, # 0 et une permutation o sur S; = {1,---,L}
telle que : v,(;) # 0 quelque soit [ =1, , L et Yo(1) < ... < o). Comme on s’est intéressé
a des valeurs de 4; > 0 (71; > 79,), on néglige les termes nuls et au lieu de travailler avec L
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modeles on utilise seulement les modeles physiques qui correspondent & v; > 0 pour lesquels
on pose :

. L ~
'YIZZ’Ya(l)a l:17 7L7
To,l = w;ll)’ [ = 17 : 7I:7
mig=100(1+%), 1=1,---,L

En récapitulant, ’algorithme de la méthode est donné par Algorithme 1 .

Algorithme 1 Algorithme d’approximation du facteur de qualité

1: Données : L, K = 2L — 1, fq, fp et Qop.

2: Calculer :
- Aw = log “b avec we = 27 fq et wp = 27 fp.
K-1 Wa
g =weeF DAY Y E =1 .. K.

3: Résoudre le probleme :

1
minL §7tAtA7 — Alery,
(2.2.42) velR
v = 0.

wiTo,(1 — Qg wrTo,)

A = k=1,---,K,1=1,---,Lete=(1,---,1)t e RX.
avec Ay 1 +W}%T§7z et e ( )
4: Définir :
E = {n>0/v=(mn, - ,vr) solution de (2.2.42)}
= {ap =1, ,IN//’ya(l) < <Yy(f) @ une permutation sur Sy }.

5. Calculer : VI=1,--- L :
70,0 = Uv;(ll)a

N = INJQ(;LYa(l)»
111 = T0.(1+ ).

2.2.3.3 Validation de la méthode

On présente a la figure 2.2.6 les résultats obtenus par la méthode présentée ci-dessus, en
approchant (Q = 50 sur une bande de fréquence comprise entre 20 et 200 Hz et en faisant
varier le nombre des modeles élémentaires qui constituent la loi viscoélastique.
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0.0208

1
H
[l vl ol

0.0206

§ AAWN

0.0204

0.0202

11Q

0.02

0.0198}

0.0196

0.0194

f(Hz)

Fi1G. 2.2.6 — Facteur de qualité

2.2.4 Cas d’un milieu isotrope de dimension supérieure

Dans le cas d’un milieu isotrope de dimension d > 2, ces milieux sont caractérisés par les
facteurs de qualité Q) et @, associés respectivement aux ondes P et S. On considere la loi de
comportement viscoélastique :

0ij + T00;j = )\[Ekk + To’Y)\&:kk](sij + QN[EZ'J' + TO’Yuéij] Vi, j=1,...,d

lanalyse par ondes planes que nous avons effectuée (voir §2.2.2), nous a permis de montrer
que 'onde viscoélastique isotrope se décompose en deux types d’ondes :

— Les ondes P ou ondes de compression pour lesquelles on associe les coefficients d’amortis-
AN+ 20y
A+2u
— Les ondes S ou ondes de cisaillement pour lesquelles on associe les coefficients d’amortisse-
ment : 79 et 75 = Tou.

sement : 79 et 7, = 79

Pour modéliser des milieux viscoélastiques a facteurs de qualité @, (resp. QJs) constants,
on utilise la méthode présentée dans la section précédente en remplacant 71 par 7, (resp.
71 par Tg). Nous présentons sur la figure 2.2.8 des instantanés de la norme du champ de
déplacement u pour deux milieux ayant le méme facteur de qualité Q)5 = 100 et deux facteurs
de qualité différents @,. Le premier a un facteur de qualité @), = 10 ce qui correspond a de
forts amortissements (les figures & gauche) et le deuxieme a un facteur de qualité @, = 200
correspondant a de faibles amortissements (les figures a droite). Pour obtenir les coefficients
d’amortissement nous avons utilisé le modele généralisé avec trois lois élémentaires sur une
bande de fréquence [20,200] Hz (voir F1G 2.2.7).
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250 j
— Q=10
— Q=200
200 —m—— o
1501 |
<]
100 1
50 1
0 L L L L L L L L
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

f (Hz)

F1G. 2.2.7 — Approximation de @, = 10 et Q, = 200
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Qp = 10 Qp = 200

!/‘_-\\\
&/’/

F1G. 2.2.8 — Ondes viscoélastiques associées a deux facteurs qualité différents
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Chapitre 3

Approximation et analyse
numérique

Nous présentons une méthode d’éléments finis mixtes pour approcher les équations
viscoélastiques dans des milieux anisotropes hétérogenes. Cette méthode permet de
faire la condensation de masse et ainsi d’obtenir un schéma explicite centré pour la
discrétisation en temps. Nous démontrons, pour le schéma ainsi obtenu, un résultat de
décroissance d’une énergie discrete et une condition suffisante de stabilité. Pour simu-
ler la propagation dans les milieux ouverts, nous adaptons aux ondes viscoélastiques la
technique des couches absorbantes parfaitement adaptées (PML).
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Introduction

Ce chapitre est consacré a ’analyse et 'approximation numérique du probleme modeéle étudié
précédemment. L’étude numérique de ces probléemes a commencé il y a environ 15 ans (voir par
exemple les travaux de Carcione et al [33, 36, 37]). La plupart des méthodes développées sont
basées sur des schémas d’approximation aux différences finies [25, 39, 68]. En particulier, un
travail de référence est di & Robertson, Blanch et Symes [76]. Ces derniers proposent une ana-
lyse de Fourier de la stabilité de leur méthode qui est toutefois limitée aux milieux homogenes
unidimensionnels. Les différence finies sont bien adaptées pour des géométries simples et pour
le traitement des milieux homogenes. Cependant, une maniere robuste de traiter les milieux
hétérogenes et complexes est d’utiliser la méthode des éléments finis. Dans le cadre des ondes
viscoélastiques, il semble qu’il n’y ait que tres peu de travaux existants, en particulier de na-
ture mathématique. Dans [62], les auteurs proposent une méthode d’éléments finis en espace
et de quadrature pour l'intégration en temps, pour résoudre un probléme viscoélastique iso-
trope basé sur une formulation en déplacement et une représentation intégrale du modele de
viscoélasticité. Mentionnons également ’approche par éléments finis espace-temps, de nature
beaucoup moins mathématique, par Isedman, Niekamp et Stein [61] (voir aussi [79] pour des
problémes quasi-statiques). Finalement, soulignons le travail de Ha et al. [57], qui se sont
intéressés a une méthode d’éléments finis non conformes pour un modele viscoélastique com-
plexe dans le domaine de fréquence, ce qui permet aux coefficients du modele de dépendre de w.

Récemment, dans [16], les auteurs ont développé une nouvelle méthode d’éléments finis mixtes
pour les équations de I'élastodynamique. Notre objectif est essentiellement d’étendre cette
méthode aux milieux viscoélastiques et d’en analyser les principales propriétés théoriques
et pratiques. Cette méthode est concue tout particulierement pour les maillages réguliers
et présente l'intérét d’étre compatible avec la condensation de masse (schémas explicites en
temps) et 'utilisation de la méthode des domaines fictifs pour traiter des domaines de pro-
pagation en géométrie complexe [15, 41].

Fi1G. 3.0.1 — Fissure de géométrie complexe

Le plan que nous présentons est le suivant : & la section 1, nous traitons en détail le cas simplifié
des milieux unidimensionnels. Dans ce cas notre analyse peut étre directement confrontée a
celle de Robertson et al [76]. La section centrale de ce chapitre est la section 2 dans laquelle
nous décrivons et étudions la méthode dans le cas général. En particulier, nous considérons une
formulation variationnelle déplacement-contrainte, nous présontons une méthode d’ap-
proximation numérique basée sur I'utilisation des éléments finis mixtes pour la discrétisation
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en espace et un schéma aux différences finies d’ordre 2 en temps et a la fin de cette section
nous démontrons la stabilité de notre schéma dans les milieux hétérogenes par des techniques
de décroissance d’énergie discrete directement inspirées de celles utilisées pour 'analyse du
probléme continu [14, 13]. Finalement, la section 3 est consacrée a I'adaptation des couches
absorbantes parfaitement adaptées aux milieux viscoélastiques.

3.1 Cas 1D - Schémas aux différences finies

Nous nous intéressons dans un premier temps au cas unidimensionnel. Notre objectif est de
déterminer un schéma aux différences finies généralisable en dimension supérieure et qui soit
explicite et stable.

On considére un domaine I =Ja, b[ occupé par un milieu viscoélastique avec des conditions de
Dirichlet au bord et on cherche & déterminer le déplacement u et la contrainte o vérifiant :

(3.1.1a) pOiu— 0,0 = f,  dans Ix]0,T],
(3.1.1b) o+ 10,0 = p(dpu +110%u),  dans Ix]0,T]
(3.1.1c) u(x,0) = ug, u(zr,0) =wu, o(x,0) = oy, dans I,
(3.1.1d) u(a,t) =u(b,t) =0, dans]0,T]

avec 71 (x) > 1o(z).

3.1.1 Semi-discrétisation en espace

\j

Fi1G. 3.1.1 — Discrétisation en espace

On introduit un maillage régulier du domaine I de pas h = Ax constitué de segments
[zj,zj41], j=1,--- ,N, avec zj = a+ (j —1)h et h = (b — a)/N. On approche la premiere
équation de (3.1.1) aux points z; et la deuxieme aux points milieux x5 = x; + 1/2h
(voir figure 3.1.1). On note wu;(t) I'approximation de u(x;,t) et 0;,/, 'approximation de
0(zj41/2,t) et on propose d’approcher (3.1.1) par le schéma centré d’ordre 2 suivant :

( Puj 01— 051y

Pz~ h =5
do; 1/2 Hit1/2 du,; du;
(3.1.2) Tj4+1/2 T 70,5412 ]d: L ]J}; / |:7—1,j+1/2( étﬂ - d—t]) +uj+1 — Uj],

du,;
Uj(o) = Uo,j5, d—tj(o) = U1,j, Uj+1/2(0) = 00,5+1/2>
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oU pj, fiy Toj41/25 Hjt1/25 T1j+1/25 0,5, Ul,j €6 0g j11/2 sont respectivement des approximations
des données p(z;), f(zj,t), Tg(a:j+1/2), u(xj+1/2), Tl(xj+1/2), uo(zj), ui(x;) et ao(xj+1/2).

3.1.2 Discrétisation en temps

On considere une discrétisation en temps avec un pas de temps At. On note t"™ = nAt, u”

J
I'approximation de u(z;,t") et O';L+1/2 I'approximation de o(x;/9,t") (voir les figures 3.1.2-
3.1.3). Si on approche la premiere équation a t = ¢t™ en utilisant le schéma saute mouton et
la deuxiéme équation en ¢ = t"TY/2 en utilisant un schéma centré d’ordre 2, nous obtenons le

schéma totalement discrétisé :

(3.1.3)
( n+l _ o, m n—1 n _ 4N
A R B TSV R eV fn
P At? h B
n+1 n n+l _ n n+1 n n+1 n
Tit1/2 T 0541)2 P 2Uj+1/2 Tjr1/2 _ Mt/ [71 » 2(Uj+1 — Ui U~ uj)
2 0.7+1/ At po LbTY At At
n+1 n n+1 n
Ujpl T U1 Y Y
2 2 ’
0 __ . 1 _ ~1 0 _
[ Wi = Y05, Uj = Uj» Tj11/2 = 00,5+1/2

ou f' est 'approximation de f(z;,t") et ﬂ} est une approximation de u(z;, At) d’ordre 2, on
prend par exemple 'approximation suivante :

At?
1 0 0 0
a; = u; + Atuyj+ ijh(UjH/Q — O'j_l/z).

Remarque 3.1.1 On remarque que le schéma ainsi défini est centré, totalement explicite,
de plus il est consistant d’ordre deuz, c’est-a-dire Uerreur est en O(h? + At?).

Calcul de u au point e Calcul de o au point *
| |
| | |
| | 1 1
! ! ! !
— IR S tnt1
| |
: : | |
X & X ‘ o) Y Fa t
| | | | n
| | \ \
4 | |
{ { ! ! tn—l
Ti-1/2 Lj Tj+1/2 Tji-1/2 Tj Tjt1/2 Tj+1
FI1G. 3.1.2 — Calcul de u?“ en fonction de FiGc. 3.1.3 — Calcul de G?jfll/z en fonction
n—1 n+l | n+l
u?,uj ,O';L_l/Q et U;LH/Q de wily,u; 7U?+17U§L et O';L+1/2
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3.1.3 Analyse de stabilité

Dans cette section nous nous sommes intéressés a la question de stabilité du schéma numérique
(3.1.3). Dans un premier temps, nous présentons un résultat de stabilité en montrant une
condition de stabilité nécessaire et suffisante dans les milieux homogenes, en utilisant la tech-
nique de Fourier. Dans un deuxieme temps, nous montrons que cette condition reste suffisante
dans le cas des milieux hétérogenes, en utilisant une technique énergétique.

3.1.3.1 Stabilité par méthode de Fourier

Pour montrer la stabilité par Fourier nous considérons le probleme dans un milieu homogene
infini. On introduit les espaces normés discrets :

(3.1.4a) Ll2170 = up = (uj)jez,z |Uj|2 < 400 o,
J

(3.1.4b) Li71/2 =4 0= (ij+1/2)jeZaZ |f7j+1/2|2 <400,
J

munis des produits scalaires :

(un,vp)o = hzuﬂ’j’ (Oh; Th)1/2 = hz:aﬂ'“/ﬁj“/2
j J

et des normes associées :
lunlld =By Nlonlle =) 1ol
J J

Le schéma (3.1.3) est alors équivalent & :

upth —2ul )t _ Bon
p At2 - h>
(3.1.5) ot 4+ o ot — o P S )
5 + 70 Al T D1 AL + by —s |
u%, u}L, 02 données,
avec
up = (uj)jez € L}21,0> Op = (f’j+1/2)jeZ € Li,%,
et
) 2
B Lh,% — Lh,O
(3:16) Oj+1/2 — 0j-1/2
Op — R
h JEZ
B Lio — Li,%
(3.1.7) <uj+1 B uj)
Up — _ .
h jez
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Le systeme (3.1.5) s’écrit de maniere équivalente sous la forme :

At?
(3.1.8a) uptt = —up ! + 2u)l + — Bo},
p
219 — At At + 271 At — 27
3.1.8b ntl 20 = gn _— ntl _— r.
( ) Th 2719 + At Jh+u2’7’0—|—At L +M2’7’0—|—At 1Yh

Nous montrons la proposition suivante :

Proposition 3.1.1 Les opérateurs B et By vérifient les propriétés suivantes :
1. By = —B*.
2. |B|| <2/h.

Démonstration

Soit (up,op) € L%O X Li L, ona:
b ,5

1.
— Uj+1 — Uy —
(Byup, Uh)% = hz T n Oj4+1/2 = Z Uj+10541/2 — Zuj Oj+1/2
JEZ JEZ JEZ
Oj+1/2 — 05-1/2
= D U= ) U ip=—h) u; 5
JEZ JEZ JEZ
= —(un, Bon)o.
2.
Oj+1/2 — 0j—-1/2
(Bah,uh)% = hz h Uj
JEZ
1/2 1/2
< Z |0j 172 — 0j—1)2]? Z Juj
JEZ JEZ
1/2 1/2 1/2
1 2 2 2
SR H1 1 U BN 1S pIoenc I B 1 i
JEZ JEZ JEZ
lonll el
= —|o u
7 119k ll1/211Uh 0,
ce qui montre ||B|| <2/h. R
Soit K}, = [—m/h,n/h], on introduit les transformées de Fourier discretes :
Fho - L%w — L2(K})
up — Fpoup =10
(3.1.9) " PO T

~ 1 —ikx;
up(k) = T Zuje *Zj p,
J
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et
fh71/2 : L%L,I/Q — L2(Kh)

oy, — F; oL, =0
(3.1.10) h 17250 = Zh

1 .
on(k) = Ton EJ: Ojy1jpe W2 D,

Le schéma (3.1.5) est stable si la solution (u},o}') est bornée indépendamment des pas de
discrétisation h et At. Pour montrer que la solution discrete est bornée dans L%,o X L%’l Jo» €11
utilisant I'identité de Plancherel-Parseval, il suffit de montrer que sa transformée de Fourier
discréte est bornée dans L?(K},) x L?(Kj). On applique & (3.1.8a) la transformée de Fourier
(3.1.9) et a (6.2.4) la transformée (3.1.10), on obtient :

t2
aptt = —ap'+2af + — Boy,
(3111 2710 — At Apt 2 At —2
antl 70 — ~m + TlB ~n+1 - TlB ~n
Th 27’0—|—At O-h_‘_MQTo—l-At L +M2’7’0—|—At 1h
ol B et By sont respectivement les symboles des opérateurs B et By ; ils vérifient (12 = —1) :
. A 2 kh
B(k) = Bi(k) = = sin(a), o= .
h 2
On pose :
‘n—1
ay,
wy = | a4}
Oh

le systeme (3.1.11) est équivalent a I’équation de récurrence suivante :

(3.1.12) Cwt = Duy,
avec
1 0 0 0 1 0
C = 0O 1 0 et D= -1 2 dos ;
0 C32 1 0 d32 d33
les constantes c3o, dog, d3s et dg3 sont données par :
( . _ 2usin [2T1—|-At]
52 h 21+ At
2082
dog = i sin a,
ph
d . 2psin o [At—Zﬁ}
= i
52 h 21+ At
d 219 — At
BT o F AL

La matrice C étant clairement inversible, (3.1.12) est équivalent a :

n+1 __ n
wp, - Gwh>
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3.1 Cas 1D - Schémas aux différences finies

ot G = C~'D est la matrice d’amplification.

La stabilité du schéma est alors liée aux propriétés des valeurs propres de GG, plus précisément :
Le schéma (3.1.3) est stable si et seulement si p(G) <1 Vk € R,

ol p(G) est le rayon spectral de G :

p(G) = max{|A|/\ valeur propre de G}.

Le polynoéme caractéristique associé a la matrice G est donné par :

Po(X) = —(2m0 + A3 + [At+6¢0—52(2n —i—At)} A%+ [At—6¢0+52(2n — At) | A +2m — At

avec
2cAt m
6= sina, ¢c=,/-.
h P

Si on désigne par coo = cy/71/70 la vitesse des ondes a hautes fréquences, la condition

nécessaire et suffisante de stabilité est donnée par la proposition suivante :
Proposition 3.1.2 Le schéma (3.1.3) est L? stable si et seulement si :

At 1
(3.1.13) 5 SCOFL=—.
Démonstration
Le polynéme Pg vérifie :
Po(1) = —23°At <0, Yk € IR,

A7 sin? «

Pg(—1) = 1679 — 46%m = 16(10 — 3 ).

1. Supposons que la condition CFL (3.1.13) est vérifiée.

On remarque que cette condition impose que Pg(—1) > 0 Va € IR(Vk € IR). Le
polynome Pg est alors négatif en 1 et positif en -1. Il admet donc un zéro réel Ay dans
I'intervalle [—1, 1]. Notons Ag, A1 et Ag les racines de P; elles vérifient :

2’7’0 — At
3.1.14 A Ay = ———
( ) 04172 210 + At’
ce produit vérifie :
219 — At 210 — At ,
3.1.15 P =4 At(m — 19).
(3115) 6 (S0t — At )

On discute suivant le signe de 27y — At :
si2mg— At >0 :
219 — At

———— € [0,1] et d’apres (3.1.15) Pg est positif en ce point (puisque 71 > 7). Le
210 + At

2’7’0 — At

7,1],% ui implique :
270 + At dtt HpHd

polynoéme Py a alors au moins un zéro réel \g € [
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(a) si A1, Ao € C,
A=) =)o etcomme/\ozgigilii, on a
(b) si A1, A2 € IR, d’apres notre remarque précédente elles sont soit toutes les
deux de module inférieur a 1, soit toutes les deux de module supérieur a 1. Ce
dernier cas est impossible car d’apres (3.1.14) le produit de leurs modules doit
étre inférieur a 1.

si2p— At <0 :

|A| <1 d’apres (3.1.14).

on suit la méme démarche que dans le premier cas et on montre que p(G) < 1.
si2p—At=0 :

Ao = 0 et Ay, Ao sont solutions de ’équation :
T()\) = —27’0)\2 + [47’0 — 52(7'1 + 7—0)])\ + 52(7'1 — TO) — 27’0 = 0.

Elles vérifient :

(3.1.16) Ao =1-— 52$ <1 VkeR.

70

(a) si A1, €C

(3.1.16) = Mo = A2 < 1.
(b) si A1, A2 € IR. On remarque que :
cgoAt2
R

Comme le montre la figure 3.1.4 ci-dessous on a deux possibilités : soit les deux
racines sont de module inférieur a 1, soit elles sont de méme signe et de module
strictement supérieur a 1. Ce dernier cas est impossible d’apres (3.1.16).

T(1) = —26%r < 0, T(—1) = 26%r — 87 = 879( 1) <0.

F1c. 3.1.4 — Les trois cas possibles

2. La condition (3.1.13) est aussi nécessaire.
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Si le pas de temps At ne vérifie pas cette condition, on a alors :

Pg(—1) < rpcos?a = T()COS2($) =0 Vke&={(2p+ 1)%/}9 €Z}.

et comme Pg est positif au voisinage de —oo, alors pour tout k£ € £ on trouve A(k)
racine de Pg et inférieur a —1.

Conclusion. Si At vérifie la condition CFL (3.1.13), alors il existe C'; une constante positive
indépendante de At et h telle que :

. A . . ~0
(lagllrz + llokllr2) < Crlllapllcz + laxlliz2 + lopllr2), ¥n € N,
ce qui nous donne en utilisant 1'identité de Plancherel-Parseval :

(lehlleg o + ol ) < Crlllunliz , + luallzz | + HU;)LHLi’l ), Vn € IN.

2 2

En faisant 'hypothese sur 'approximation des données initiales :

(il , + lunllzz o + llonllzz ) < Collluollz + luallz2 + lloollz2)-

On montre que la solution est bornée dans L? indépendamment de At et h & tout instant.
|

Remarque 3.1.2 On peut étendre cette étude aux schémas numériques associés aux modéles
viscoélastiques de Mazwell et de Kelvin-Voigt :
— Si on consideére le modéle de Mazwell [34] :

{ pOiu— 0,0 = f,

(3.1.17)
o+ 100 = pd*u

et lextension du schéma (3.1.3) au probléeme (3.1.17) :

(3.1.18)
+1 -1 _
R A sk B PRV Skl V.
p] At2 h - f] )
+1 +1 1 1
U?+1/2 0% i U;‘L+1/2 — 010 _ Myt [U?L — Ui _ U?Jr —uy
2 i+1/2 At h At At

On montre, en utilisant la technique présentée dans la démonstration de la proposition
3.1.2 que le schéma (3.1.18) est stable dans le cas homogéne si et seulement si At vérifie
la condition de stabilité :

(3.1.19) Atg#, c= /2

— Si on considére le modéle de Kelvin-Voigt [34] :

pO2u — Oyo = f,
(3.1.20)
o = pdpu + prd?u.
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et le schéma numérique associé :

+1 -1 _
D A e I Y. Sy oV S
P INZ h —
n+1 +1 +1
(3.1.21) RS RV R U Re Y [T, (“?H Ui uy - “?)
2 AR At At

wit B uitt + U?]
( 2 2 I

Ce schéma est inconditionnellement instable. Pour avoir la stabilité on utilise des schémas
d’approzimations implicites ou on le stabilise en modifiant ’équation de comportement en
ajoutant €dyo au premier terme de la deuxiéeme équation de (3.1.21). Si nous utilisons
approzimation centrée de €0yo (i1 /2, 2y & e(a;?+11/2 —0719)/At (e —0), le schéma
est équivalent a (3.1.3) en considérant 7o =€ et 7] = T.

3.1.3.2 Stabilité par techniques énergétiques

On va montrer que la condition (3.1.13) est une condition suffisante de stabilité, en passant
par une technique d’énergie qui reste valable pour des milieux a coefficients variables. De
méme que dans le cas continu, ol la quantité d’énergie jouait un role important pour les
estimations a priori de la solution, on établit un résultat de dissipation d’une énergie discrete
qui nous conduit sous certaines conditions & des estimations de la solution approchée.

On rappelle les résultats de décroissance d’énergie dans le cas continu. La quantité d’énergie
associée au probleme unidimensionnel est donnée par :

1
B(t) = 5 (10l + 100l + 1512, -y

et elle vérifie :
dE(t) 2
= Il —n

avec
s =0 — pdyu, |v|2 = /Qw(az)|v(x)|2 dr, Y (v,w)e L*(Q) x L¥(Q), w > 0.
Nous définissons la variable discrete qui correspond a s :
st = ol + AT B*ul.
Le schéma (3.1.3) est équivalent a :

n+1 n n—1
uy, = 2up +uy

(3.1.22) sty st st g
M, "hy g B =0,
2 +Ms At + At

1 1 1
AJZJr —ASZJr —I-B*UZJr =0,
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avec
Myup = (pjug)jez, Vup, € Lj o,
o
MTO'h: < J+1/2 > ) VahELiu
Hir1/2(T1j41/2 = Toj+1/2) jez 2
(3.1.23) M, oy, = < 0d+1/275+1/2 > , VopelL?,,
ti1/2(T1j41/2 = Toj+1/2) jez 2
o
Hjr1/2 jez ’2
B est donnée par (3.1.6).

Définition 3.1.1 On définit l’énergie discréte par :

2
1 un—l—l_un 1
oz = Dt U Lz a2

2 At 4

(3.1.24) e
A g g sy sy L g igeni
T (B At AL )+§(Ma B up™, B uj)

avec

l|un |2 = (Myup,up) = u';lMuuh, Yuy € Lio,
{ Hsh”?ws = (Mssp, sp) = SZMSS}L, V sy, € L%’I/Q.
On montre que ’énergie discrete est dissipative :
Théoreme 3.1.1 La quantité d’énergie discréte vérifie :

En+l/2 _ ‘En—]-/2 ]_ _
3.129 = e s, + s+ s )

de plus une condition suffisante de la stabilité du schéma est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 3.1.2 Pour que le schéma numérique (3.1.22) soit stable dans L2, il suffit que le
pas de temps vérifie :

At
(3.1.26) - IBl < 1.

avec (B )
Op, Up,
[Bll= sup 77—

un 20,0220 lunllar, llonl &
et

K= (A" +M7H™

La démonstration de ces deux théoremes est présentée d’une fagon générale dans le cas d’une
dimension supérieure (voir §3.2.6).
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Dans le cas 1D on trouve a partir de (3.1.23) :

2
Kon = (4172 9j11/2)jez: Yo € Ly 1

ol aj /o est une approximation de o = p7i /79 au point x;1;,, (la valeur moyenne sur
[, 2541]) :

1 Tj+1
Qji1)p = E/ a(z)dx

J

et on définit p; comme la valeur moyenne de p sur [z;_1,2j41] :
1 [T+ 1
Pi =5 /z]-_l p(z)dz = §(Pj+1/2 +pj-1/2)

On détermine explicitement la condition de stabilité en majorant || B :

(BO'h,’LLh) = (O'h,B*’LLh)

1
= 7 > o1y —ujpa)

JEZL
3.1.27 14 ~1/2 1/2
( ) = ECOO Z Q51172 9541/2 Pjy1)2 (uj — uj1)
JEL
1/2 1/2
1 _
< Ecjo Zaji1/2|0-j+l/2|2 ij+1/2|“j+1 - Uj|2
JEZ JEZ
avec ¢l = sup coo(x) = sup c(x) /71 (x) /70(z).
€N €
Or, comme ijH/Q\ujH — uj|2 vérifie I'inégalité :
JEZL
Z Pir1/2ltj+1 — Uj|2 = Z(Pj+1/2 + Pj_%)|uj|2 -2 Z Pj+1/2Uj+1Uj
JEZL JEZL JEZL
< 2 pilulP D pieapluiP Y piiyeluiial® = dllunllis,
JEL JEL JEL

on a d’apres (3.1.27), 'inégalité :

2
(Bon,un) < 3-csollunllar, lonllx-

d’ou 5
1Bl < Zek.,
ce qui nous donne la condition de stabilité :
At
(3.1.28) — < (supceo) .
h z€eQ
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3.2 Dimension supérieure - Eléments finis mixtes

Dans le cas homogene :
70

M,=plI, My = ———
p(r — 1)

A=1r
u

et on retrouve la condition nécessaire et suffisante de stabilité qu’on a établie en utilisant une
analyse par Fourier :

I,

At 1
<
h ~ ¢

3.2 Dimension supérieure - Eléments finis mixtes

Notre objectif est de développer une méthode numérique efficace pour résoudre le probléeme
modele (2.1.1) c’est-a-dire une méthode performante ayant les propriétés suivantes :

— Facile a implémenter en utilisant un maillage régulier.
— Compatible avec la condensation de masse (schéma explicite en temps).

— Conduisant & un schéma stable en temps.

Pour atteindre ce but, nous adaptons au probleme de la viscoélasticité les éléments finis mixtes
avec condensation de masse présentés dans [16] pour I’équation de I’élastodynamique.

3.2.1 Principe de la méthode en élasticité

La base de cette méthode est une formulation mixte vitesse-contrainte du probleme de
I’élastodynamique dans laquelle on introduit la symétrie de la contraine d’une fagon forte
dans l’espace d’approximation, ce qui nous permet de chercher le tenseur des contraintes o
dans l'espace L? des tenseurs & divergence L? et symétriques qu’'on note H*Y™(div) et la
vitesse u (ou le déplacement pour une formulation déplacement-contrainte) dans L2,

3.2.2 Reformulation du probleme

On considére le probleme modele dans un ouvert borné Q ¢ IR? :

82
(3.2.1a) pﬁ—tg —dive = f,
do ou

2.1 — = De(—
(3.2.1b) J~|—7'08t Ce(u) + 79 s(at),
avec les conditions initiales :

ou

(3.2.2) u(t=0)=wug; o(t=0)=o0¢; a(t =0)=wu
et la condition aux limites :
(3.2.3) o.n =0 sur 0,

ou n est la normale extérieure au domaine.
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00

F1G. 3.2.1 — Domaine d’étude

En multipliant (3.2.1b) par une fonction de test & nous obtenons apres U'intégration sur €2 :

d d
/a:&d:ﬁ—i—— Toazc}dx—/Cs(u):&daz——/TgD&(U):&d&:zO,

Le principe de la méthode impose la régularité sur la contrainte dans H*¥™ (div) et le déplacement

dans L2, il faut alors porter les dérivées sur les contraintes o et & au lieu de déplacement u. Le
terme Ce(u) exige de multiplier 'équation (3.2.1b) par C ™1, par contre le terme 79D (d;u)
exige la multiplication de cette équation par (rqD)~!, donc 'obtention d'une formulation
variationnelle a partir de cette loi est vouée a 1’échec.

Pour appliquer cette méthode, comme dans le cas continu, dans la démonstration des résultats
d’existence et d’unicité de la solution et de la décroissance d’énergie, I'introduction de la
différence entre la contrainte viscoélastique et la contrainte dans le cas purement élastique :

s=o0— Ce(u)

joue un role important. Nous introduisons a nouveau cette variable auxiliaire, ce qui nous
permet de découpler I’équation (3.2.1b) en deux équations possédant chacune un terme faisant
apparaitre 'opérateur ¢ :

s+ 719 0s = 1o(D — C) e(0pu),
s=o0— Ce(u).

Ceci équivaut a réécerire la loi contrainte-déformation (3.2.1b) sous la forme de la loi de
comportement déformation-contrainte suivante :

My s+ Mos = (),
(3.2.4)
Ao — As=e(u),
avec
M=Z'" M, =Z =1 M, A=C".

Le systeme (3.2.1) devient alors :

(3.2.5a) p0?u —dive = f,
(3.2.5b) My s+ Mos = (),
(3.2.5¢) Ao — As=e(u),
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Dans tout ce qui suit nous prendrons comme probleme modele le probleme (3.2.5) avec les
conditions initiales (3.2.2), la condition :

(3.2.6) s(t =0) =s9 =09 — Ce(up)
et la condition aux limites (3.2.3).

Remarque 3.2.1 On remarque que

— L’introduction de la variable s ne joue qu’un réle intermédiaire pour obtenir la formulation
mixte et la discrétisation en espace. Nous verrons qu’on peut réduire par la suite le nombre
des inconnues a deux en éliminant o ou s et en exprimant l'une en fonction de l’autre.

— La reformulation du probléme généralisé (2.1.19) se fait de la méme maniére :

L
p@fu — Zdival = f,
=1

(3'2'7) Mlﬂ— s+ M;os; = 6(8{&), Vi=1,---,L,

Aoy — A sp = e(u), vi=1,---,L,
avec

M; = (D, - Cl)_la M, = 7‘0_’11 My, A = Cl_l, vVi=1,---,L.

3.2.3 Formulation variationnelle déplacement-contrainte

On considere les espaces fonctionnels suivants :

(3.2.8) M = [L*(Q;RY))Y, H = L*(2; L(IRY)),
on définit I’espace des tenseurs :

(3.2.9) X ={oceH/dive € M}

et aussi 'espace des tenseurs symétriques :

(3.2.10) X = {0 € X /o€ LY (IRY)}.

On obtient la formulation mixte, en appliquant a I’équation (3.2.5a) le produit par @ € M, a
(3.2.5b) par 5 € X*¥™ a (3.2.5c) par ¢ € X*¥™ et en intégrant sur (2. Apreés une intégration
par parties des membres de droite des deux dernieres équations, les termes ou intervient le
tenseur €(u), on obtient la formulation mixte suivante :

Trouver (u(t), s(t),o(t)) : [0,T] — M x X*™ x X*¥™ tels que :
2
- p(u(t), @) ~ bl o (1)) = (7,0, Vol
ma(s(t), 5) + %m(s(t),ﬁ) + %b(u(t), 5 =0, Vie X,
a(o(t),d) —a(s(t),d) + blu(t),s) =0, Vo e X®m,
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avec

(3.2.12)

et

(3.2.13)

p(u,a):/gpuﬂdx, V(u,a) € M x M,
m(s,§) = QMS sdr, V(s,5)€ Hx
m-(s,5) = Q/\/lTS:Ealav, V(s,5) e H
a(o,0) = Q.Aa o dx, V(o,6) € H
(1) = [ 1-ade. v(f,d) € M

b(u,a):/diva-udx, V(u,0) € M
Q

3.2.4 Semi-discrétisation en espace

Nous supposons ici que le domaine €2 est une union de rectangles et nous considérons un
maillage régulier (7;,) de 2 composé des carrés K de coté h > 0 (voir F1G 3.2.2). On introduit

les espaces d’approximation de dimension finie :

(3.2.14)

Le probléme approché de la formulation (3.2.11) consiste a chercher (up(t),sp(t),on(t)) €

94
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FiG. 3.2.2 — Maillage uniforme



3.2 Dimension supérieure - Eléments finis mixtes

My, x Xp®9™ x Xp%9™ qui vérifient :

( Trouver (up,pp,on) : [0,T] — My x X5 x X% tels que :
d2
_2p(uh,ﬂh) _b(ﬂ}wah) = (fvﬂh)v Vﬂh 6%7
(3.2.15) dt ; ;
mT(sh, §h) + % m(sh, §h) + % b(uh, §h) =0, V3§, € &Sym,
L a(ah,&h) — a(sh,&h) + b(uh, &h) =0, Yoy € ésym'

Puisqu’aucune continuité n’est exigée dans 'espace M ([L?(IR%)]?), il sera approché avec des
fonctions discontinues. Par conséquent la matrice de masse associée a p est diagonale par
construction. Afin d’avoir la condensation de masse pour les matrices associées aux formes
bilinéaires m.,, m et a, nous utilisons l'espace d’approximation X;*¥™ décrit dans [16], avec
ce choix, les espaces d’approximation abstraits seront définis par :

My, = {up € M /VK €Ty, (un)il K € Qo},
(3.2.16) é ={op € é/VK € Ty, (on)ij| K € Qr},
X" = {0y, € Xp [ on € LY™(RY)},

ol Qg et ()1 sont les espaces des polynoémes définis pour k£ = 0 ou 1 par :

Qr ={p/plx,y) = Y aya'y’, a;; € R}.

4,j<k

Avec ce choix, le déplacement wuj, est constant par élément (les degrés de libertés sont associés
au centre des mailles) et le tenseur des contraintes o, (resp. sp) est une fonction bilinéaire
symétrique dans H (div) (les degrés de libertés sont associés aux noeuds des éléments), ce qui
impose la continuité de o;; dans la direction z; et la continuité de o;; = o0j; (1 # j) dans les
deux directions z; et xj. En conclusion, nous avons cing degrés de liberté par sommet pour
oy, (resp. sp) et un degré de liberté par élément pour uy, (voir la figure 3.2.3 pour d = 2).

d

722 0994
012 90 12 N
bl 1 ) g
011 011 —=11
Uz o
l—» R
i 032" |U§lz
h h —
o11 011 ob,
012® €019
d g
0992 099

F1c. 3.2.3 — Les degrés de liberté pour X3¥™ et M,
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FiG. 3.2.4 — Exemple de maillage pour ’éléement fini Q1 — Qg

Les matrices de masse sont alors calculées a 'aide de la formule de Gauss-Lobatto :

m(ah,&h)%mh(ah,&h): Z j{ MO'hiﬁh,
KeT, K

M1 (0, 0n) = Mapp(op,0p) = Z Moy 2 Gy,

a(ah,&h)%ah(ah,&h): Z .AO'hZ(}h,

avec f=h%/4 f(z), VfeCUK) et K, = {z € R?/x sommet de K}.
§r=ra Y s (K) freR? )
K reKg

On introduit By, = {w;/? = 1,---Ni} (resp. By, = {¢i/i = 1,--- Na}) les fonctions
de base de M, (resp. X;,*¥™) avec Ni = dim M} (resp. N = dim X;*¥™). On considere
Uy, = (Uq, -+ ,Un,), P, = (S1,-+,SNn,) et X = (X1, ,Xn,) les coordonnées des fonc-
tions wup, s et oy, sur ces bases, le probleme (3.2.15) se réécrit alors sous la forme matricielle

suivante :
d2Uh
MHW - BZh == F,
(3.2.17) M.S, + M dSh B*@ =0
T h + S dt + dt )

AY), — AS), + B*U,, = 0.
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avec
Mu) :ph(wi7wj)v 1§Z7] SNl,
MT) ,J — m‘l’h(¢za¢]) 1 < iaj < Nz,

(

(

(Ms) ,j — mh(¢u¢]) 1< iaj < N2’
(3.2.18)

(

(

(

A)ij = an(Pi, ¢;5), 1<4,j <Ny,
B)J_bh(w27¢]) 1<i<N;,1<j< Ny,
F)i = (f,wi), 1<i<N.

La matrice M, est diagonale et les matrices de masse M, M, et A sont diagonales par blocs;
la dimension de chaque bloc est le nombre des degrés de liberté associés a chaque sommet.

Nous avons présenté I’élément fini d’ordre 1 (de plus bas degré) Q" — Qo, la généralisation
de cet élément aux ordres supérieurs est la familles des éléments finis mixtes szfr’l — Q. est
présentée dans [83]. Pour cet élément les espaces d’approximations sont donnés par :

My ={up € M /VK €Ty, (up)il K € Qr},
(3.2.19) Xp={on € X/VEK €T, (04)i|K € Qi1},
Xy = {on € Xn /o € LY (R}
et la position des degrés de liberté correponde aux points de Gauss-Lobatto pour la contrainte

o (respectivemnt la variable auxiliaire s) et de Gauss-Legendre pour le déplacement u (voir
Fi1c 3.2.5 pour k = 2)

_____ i S S G Vo W R
:K——J» L LL»I L» L L

i R
r N
= s s

A\l

\J

\l

5

(a) Les degrés de liberté pour X>¥™ (b) Les degré de liberté pour M,

Fi1G. 3.2.5 — Degrés de liberté pour I’élément Q3 — Qo
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3.2.5 Discrétisation en temps

Pour la discrétisation en temps nous utilisons un schéma aux différences finies centré, explicite
et d’ordre deux : en approchant la premiere équation & l'instant ¢ = nAt en utilisant le
schéma saute mouton, la deuxieme équation & t"+1/2 = (n 4+ 1/2)At avec un schéma centré
d’ordre 2 et la derniére & t"*!, ce qui nous donne le schéma suivant :

uptt —2upr +Upt
At?

S+ S S =S
S

M, — BYp = F",

(3.2.20) B uptt —up
At At

AP — ASiH 4+ B Ut = 0.

M,

=0,

On remarque qu’on peut réduire le nombre des inconnues a deux, en exprimant X ou Sy
grace a la derniere équation du systeme (3.2.20), ce qui nous donne, en éliminant X} de la
premiere équation du systéme (3.2.20) le schéma numérique :

uptt —2ur +Upt

M, AL — BSp+ BAT'B*U =0,
e eSSy S sy Ot -y
7 2 TAt At o

On peut étendre ce schéma au probleme généralisé (3.2.7) et on obtient facilement le schéma
suivant :

uptt —eur + Ut

L L
M, > "BSp, + Y BA'BU = F",

2
(3.2.22) oA = =
Sin + St Sint =St urtt —yr
P A ’ ) B* h h:0 Vlzl L
LT 2 + l,s At + AL s , ,
avec
(MZ,T)i,j:/Ml,T¢il¢j, 1<i,j< Ny, Vi=1,---,L,
Q
(Ml,s)z‘,j:/./\/ll¢z':¢j, 1<i,j< Ny, Vi=1,---,L,
(3.2.23) 0
(Al)i,j:/Al(bi:(;ﬁj, 1<4,7< Ny, Vi=1,---,L,
Q
M, et B sont données par (3.2.18).

3.2.6 Energie discrete et analyse de stabilité

En utilisant une technique d’énergie nous avons établi la décroissance d’'une quantité d’énergie
discrete et une condition suffisante de stabilité. Si on considére le probléeme modele avec un
second membre f = 0, la quantité d’énergie continue E est donnée par :

1
E(t) = 0l + le@)lle + lIsl7-:]
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et le résultat de la décroissance de cette quantité :

4E(1)

_ 2
5 =il

ul = /Qw(a;)]u(:c)|2 dz ¥ (v,w) € L*(Q) x L®(Q), w > 0,

ol = / G(z)o(z): o(x)dx Y (o,G) € L*(Q,L¥™(Q)) x LoO(§, L™ (L™ (), LV™(92))),
Q
G défini positif.
On définit ’énergie discrete associée au schéma numérique (3.2.20) par :

Définition 3.2.1

2
1 {[urtt —up 1
Bt = b 4 Can(opt = s of = )
(3.2.24) o i » »
n n
T [ R T A VY [ A A
llmand g At At ’
avec

||uh||ph = ph(uh7uh) Vouy € %7
[5hlln,, = Ma(sh.sn) Vsp € Xp*.

Remarque 3.2.2

1. On remarque que l’énergie discréte se décompose en trois parties :

2
uptt —
At
P
cas purement €lastique (s = 0) et qui approche la premiére partie de ’énergie continue
2 2
1/2 [[10wull§ + lle(u)llc] -
- La deuxiéme, 1/2 [HS"HH m, T Hsﬁ”fnh] ot intervient la variable sy, due a la viscoélasticité
et approche le terme 1/2 HSHQZ,l dans ’énergie continue.

— La premiére, 1/2 +1/2ap (o]t — st of — s7) qu’on trouve dans le

n+1 n+1
Sp TSy U,  —
At At

due au schéma aux différences finies.

un
— La derniére, At*/4 by, h> est un terme assez petit en O(At?),

2. Dans le cas purement élastique le coefficient d’absorbtion Ty égale a 0 (s = 0), la quantité
d’énergie discréte s’écrit alors sous la forme :

2
n+1 n
Up — — Uy _|_lah( ntl o)

Z&t h h

(3.2.25) E1/2 = 5

Ph

Comme dans le cas continu, on montre que ’énergie discréte associée au schéma numérique
est décroissante. On a alors le résultat suivant :
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Théoreme 3.2.1 La quantité d’énergie discréte vérifie :

EH/2 _ gr—3 1 _
(3.2.26) N =2 [||sZ+1 s, Fllsp+sp 2,

avec ||5h||$nfh = mrp(Sp,sn) Vsp € ésym.
Démonstration

On consideére la formulation variationnelle associée au schéma (3.2.20) :

( n+1 n n—1
U —2ul 4+ u B B
ph ( b Atg h ,Uh) - bh (uhao-g) = 07

sp '+ sh sy = sh uptt —
Moy | 22— 5 | +mp | R 5 | by | —— 5, | =0,
(3.2.27) h ( 2 4 4 At 4 g At h

ah(UZ—H, &h) — ah(szﬂ,&h) + bh(uz—i_l,&h) =0,

\ (fbh,gh,ﬁ'h) S % X &sym X &sym'

n+1 n—1

Up — — Uy
2At

nous obtenons alors :

Prenons ay, = (Papproximation centrée de dyuy & 'instant t™) et §, = SZH + sy,

2
uz+1 _ uz—l
- bh YN UZ =Y
2At
Ph

1 n+1 n|2 1 n+1)2 n| 2 uzﬂ_“z n+1 n
(3:2:285) 55 720, + e (15712, — k2] + b | kst 4 57 ) =0,

2
n+1 n
Up — —Up

At

n n—1
Up — Uy,

At

1

2.2
(3.2.284a) SAL

Phn

En utilisant la derniére équation du systéme (3.2.27), nous avons :
(3.2.29)

( +1 -1 +1 -1 +1 -1
by, UZ — UZ o | =b, UZ — “Z ot — s | + b, UZ — UZ g
oAt Ok oAt ho TR oAt P

\
ce qui nous permet de réécrire (3.2.28a) sous la forme :

2

2
s ] ] (5
% Y% B up Uy
24t At At h N »Sh
(3.2.30) " N
1 X ) L
oA [ah(UZJF — sy o —sp) — an(of, — sp,o = sy, )} —0.
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Si on fait la moyenne de ’équation (3.2.28b) entre les deux instant 2 et "2 , on obtient
alors :

1 _ 1 -
A L v AL AR -l o

—+1 n n—1
R Up — Up, -1
+bh (T n +3h +bh T,SQ"‘SZ :0

On décompose les deux derniers termes de cette égalité sous la forme :

T utt — utt —
b h h gl _p h h o+l o 2% h hon
h < 2AL T ) = TR s sk ) R 2 T )

IIS

(3.2.31)

Remplacons (3.2.32) dans (3.2.31), nous obtenons alors :

T L nt1/2  ne1)2 L nt1/2  ne1)2 n
(3233) —bh T, Sh = E(Tl — Tl ) + E(Tz — T2 ) + T s
avec L 1

n—+z n—+
T = Sl B, + U320, s T3FF = bt — g s )
et
1 2 1|2
e | A Shtsh > 0.
2 2 2
mrp mrp

Apres la substitution de la quantité (3.2.33) dans (3.2.30), nous retrouvons (3.2.26)

En+% _ En_%

- _T"<
At =0,

ce qui acheve la démonstration du théoreme. H

Afin d’établir une condition suffisante de stabilité, grace au théoreme 3.2.26, il suffit de prou-
ver que ’énergie E" Y2 est une forme quadratique positive ; le reste de la preuve est classique
voir par exemple [64].

Pour établir cette condition, nous devrons revenir a la formulation matricielle (3.2.21) de
notre schéma et introduire une nouvelle matrice :

K=(A"1+M Y

Nous utilisons également les notations suivantes pour les normes des vecteurs dans R :
— ||.]| désigne la norme euclidienne dans IRY et (.,.) le produit scalaire associé.
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— Si P désigne une matrice symétrique définie positive, on définit la norme :

SIS

(PU,U)

VU e RY.
U]

[Ullp = sup
U+£0

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de stabilité :

Théoréme 3.2.2 Une condition suffisante de stabilité du schéma numérique (3.2.20) dans
L? est donnée par :

At
(3.2.34) S Bl <1,

avec, par définition :

B, U,
(3.2.35) IB||= sup (B2, Un)
Un20,5520 |1 Unllae, |20 |l

Démonstration

L’idée de la démonstration est de chercher une condition sous laquelle I’énergie E™"2 reste
toujours positive. On réécrit 1’énergie sous la forme suivante :

!

U}:H_l _
2~ m

Ur 1 kTN *TTN 1 n n
Ent1/2 h wau + (AT BUT, BrUY) + Z(HS;LHH?WS + HShH?\/[S)

1
2

+

At? B Uttt —up Sptt - sn
4 At At ’

Comme les quantités suivantes vérifient :
1
IS8 s, + ISkl = 5USE + Skl + IS+ = Sk,
1 1
UL BT = Mot el - S - ol
on peut réécrire alors E"1/2 sous la forme d’une somme de deux quantités :

1/2 +1/2 +1/2
En-l—/:E?f /+Eg /’

avec
( Un+1 Un 2 Sn+l Sn 2
gz = Mg FO ) LS Ao
2 2 2 2
A1 M
2 2 2
g2 _ L uptt —up At? B*U}?“—U;} At? || Sptt — sp
2 2 At 8 At 8 At
My, A-l M
Al (LU Uy st sy
K 4 At At ’
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La quantité E n+1/2 ost positive, il suffit de montrer sous quelle condition la quantité E"H/ 2

reste positive. Cette derniere vérifie :

n n n n n n 2
Eg+1/2 2<[M _A_tQBA 13*] Uy - U Uh+1;Uh>+At2 Syt — sp

At 7 A 8 At u
n n n n n n 2
A2 B U U U U AR ST - 5
At AL 8 At u

:1 M. U}?+1_U;L1 U}?+1_UFTLL _A_t2 B(A_1+M_1)B*U}?+1—U;Z U}?+1_UFTLL
2 v At ’ At 8 s At ’ At '

Pour que Et1/2 > 0, il suffit qu’on ait I'inégalité :

2
ATt (B[A™! + MY B*U, Up) < (MU, Uy) ¥ Up € Xp™™,

ce qui est équivalent & : At? ||IL|| /4 < 1, avec

(ILU, U)

_ -1 *
(3.2.36) IL=BA '+ M HYB* et |IL|| = sup 7(M U.0)

Ceci implique la condition de stabilité suffisante (3.2.34) grace au lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Si ||B]| et |IL|| sont respectivement définies par (3.2.35) et (3.2.36), nous
avons lidentité = ||IL|].

Démonstration
On montre les deux inégalités || B||? < ||IL|| et || B||? > |L]| :
1 ||B]® < |[L||. Soit (£,U) € X3*™ x M, :

(BX,U) = (£,B*U) < |E[glBUlg-

[N

= |2k (BK'B*UU)
1
= [Blk@U,U)>
1
< P IEIK U,

2. HBH2 > HILH Soit U € My, en utilisant le changement de variable ¥ = K~ 'B*U, on
a:

(3.2.37) (LU,U) = (BIK-1B*U,U) = (BS,U) < |B] U, ISl
Or, la norme HEH%K s’écrit :

(3.2.38) ISl = (K2, %) = (B*U, %) = (B, U) < ||B]| |U a8l

ce qui nous donne d’apres (3.2.37) HILH HBH2 |
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Remarque 3.2.3 Nous n’avons pas réussi a exprimer la norme ||B|| (voir (3.2.85)) en fonc-
tion des formes bilinéaires by, p;,, an et my. Cependant, quand on tend vers le cas purement
€lastique, c’est-a-dire quand la matrice Z = D — C' tend vers zéro, alors la matrice Mg tend
vers 0 et IK tend vers A. Par conséquent, a la limite Z — 0, nous obtenons :

(BXn, Un) by (o, u)

(3.2.39) |B|| = sup =sup ——————.
U, #0,5,20 [|Unllaz, [1Zn I [ullp, lollay,

et on retrouve la condition de stabilité de I’équation de l’élastodynamique [83)].

Cas particulier d’un milieu homogeéne isotrope. Dans ce cas, les deux tenseurs C' et D
s’écrivent sous la forme :

(Co)ij = Aogrdij + 2u045, (Do)ij = Myaokkdsj + 2uyu0i Vi, = 1,n,

2
on trouve |[B|| = max | v, \/_, Vs VTs , d’out la condition suffisante de stabilité du
hm /o
schéma :
h
(3.2.40) At < —, Coo = MaX(Cp oo, Cs,00) = MaAX (vp\/rp/m,vs\/?s/m) ,
Co

oll ¢p oo (repectivement c, o) est la vitesse des ondes P (respectivement ondes S) a hautes
fréquences [12, 10]. Cette condition est plus exigeante que celle qu’on trouve avec le méme
schéma dans le cas d’un milieu purement élastique, ou la condition de stabilité est donnée
par [83] :

h

At < —.

Up
La condition (3.2.40) est aussi nécessaire, car on peut se ramener a ’étude de la stabilité par
la méthode de Fourier présentée dans le cas unidimensionnel §3.1.3.1 en faisant une étude
dans une seule direction.

Pour le probleme généralisé (3.2.7), on obtient aisément des résultats de décroissance d’énergie
discrete et de stabilité. Dans ce cas la quantité d’énergie est donnée par :

1 u”+1 up u
E;t? = 2\\7\\ Z[ (s s+ lsiallss )
i=1
At2 n+l —u ;1"1 um oh 1
b (P, ) 4 a0 - s ot — i),
et le résultat de dissipation par :
E;V? gy 1 1 2 12
= ——gz[ns“ sl o+ lsh o+ s 2, |
1=

Par conséquent la condition suffisante de stabilité est donnée par :

L
E L p
=1

2
(3.2.41) A
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avec
L, = B(A7 '+ M )B* Vi=1,--- L.

En pratique, au lieu de travailler avec la condition générale (3.2.41) nous utilisons :

A2 &
(3.2.42) - ; |Lon| < 1,

ce qui nous donne dans le cas isotrope homogene la condition suffisante :

(3.2.43) At § h(z 612)_%, C; = max <Up,l\/Tp,l/TO,lavs,l\/Ts,l/TO,l> s

=1

oll v, (repectivement vy ;) est la vitesse des ondes P (respectivement des ondes S) et 7,

et 7, (respectivement 7o; et 75;) sont les deux temps de relaxation associés a la léme loi
élémentaire dans le modele généralisé (2.1.19).

Remarque 3.2.4 D’aprés la condition de stabilité (3.2.43), Uutilisation d’un modéle généralisé
exige un pas de temps plus petit que pour le modéle standard; de plus le pas de temps est
décroissant par rapport au nombre L de modéles élémentaires, c’est pour cette raison que en
pratique on utilise un nombre inférieur a 5.

3.3 Traitement des milieux ouverts

Nous traitons la propagation des ondes viscoélastique dans les milieux ouverts en appliquant
un modele des couche absorbantes parfaitement adaptées (perfectly matched layers ou PML).
Le principe général de la méthode est d’accoler au milieu de propagation, un milieu absor-
bant qui ne génere aucune réflexion a linterface, afin que la restriction de la solution au
“domaine propagatif” coincide avec la solution exacte et que ’onde transmise décroisse expo-
nentiellement au cours de la propagation. Le modele PML a été introduit la premiere fois par
Bérenger [17] pour les équations de Maxwell dans les milieux non bornés et a été adapté pour
d’autre problémes, par exemple en élastodynamiques [43, 52] et en acoustique [47, 58, 60].
Nous l'avons adapté ici aux équations de la viscoélasticité.

3.3.1 Application des PML au probleme de la viscoélasticité

Nous présentons le modele PML, en adaptant la méthode utilisée pour les équations de
'élastodynamique [43] au probléme de la visco-élastodynamique. Dans [43] les auteurs présentent
les principes de base de la méthode pour un systeme hyperbolique du premier ordre, et ils les
appliquent aux équations de ’élastodynamique avec une formulation mixte vitesse-contrainte.
Ces principes consistent essentiellement en deux étapes. D’abord il faut décomposer les
opérateurs différentiels en somme de deux opérateurs : le premier ne comporte que des dérivées
paralleles & la couche et le deuxiéme ne comporte que des dérivées perpendiculaire a celle-
ci. La deuxiéme étape consiste a ajouter un coefficient d’amortissement uniquement sur les
composantes faisant intervenir des dérivées normales a l'interface, par exemple la dérivée as-
sociée a x1 pour une couche verticale. Ici nous présentons la méthode pour une formulation en
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déplacement-contrainte, du second ordre en temps, des équations de la visco-élastodynamique.
Nous considérons donc notre probleme sous la forme :

pOiu—dive =0,
(3.3.1) M: s+ Mos —e(Oyu) =0,
Ao —As—e(u) =0.

On décompose les opérateurs différentiels en deux parties suivants les dérivées par rapport a
x1 et par rapport a xo et le systeme (3.3.1) se réécrit alors sous la forme :

pOiu = DoOy,0 + D10y, 0,
(3.3.2) M s+ Mys = Ex07,,u + E103,u,

Ao — As = Ey0,,u+ E10;, u,

avec

0 01 1 00
02(0117022,012)t,D2:[0 1 0],D1:[0 0 1],E2:(D2)tetE1:(D1)t.

Le systéeme (3.3.2) est alors équivalent a :

(3.3.3a) u=1us+uy, c=09+01, $= 89+ 51

p Ofug = Dydyyo0,
(3.3.3b) M, 59+ MOisy = E28§2tu,
\ ./40'2 - ./482 = Egazzu.

( pOiur = D10,,0,
(3.3.3C) MT S1 + M 8t81 = Elaglt’u,,
\ AO‘l—Aslelaxlu.

Nous supposons que le support des fonctions initiales est contenu dans le demi-espace a
gauche, comme elles sont représentées sur la figure ci-dessus (pour une couche parallele a
033‘2).

L’amortissement ne concerne que le systéeme (3.3.3c) qui fait intervenir des dérivées nor-
males a l'interface avec la couche. Afin d’introduire les termes d’absorption, nous rappelons

I'interprétation des PMLs dans le domaine fréquentiel (voir [38, 42, 43, 75]) qui consiste a
faire le changement de variable dans le plan complexe :

1 X
(3.34) r1 — 21 + —/ dy(s)ds.
1w Jo
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Melieu de propagation Couches PML
di =0 di >0

Support des

fonctions initiales

A

FiG. 3.3.1 — Support des données initiales

-

Ceci est équivalent a :

iw
3.3.5 Opy — M1 Ozys =)
( ) x1 771 x1 771 1w+d1(.’1:1)

ou dj(x1) est un coefficient d’amortissement égal & 0 dans le milieu de propagation et positif
dans les couches (voir F1G 3.3.2).

Pour appliquer ce principe, nous écrirons le systeme (3.3.3¢) en domaine fréquentiel :
—pw2u1 = D,0,,0,
(3.3.6) M;s1+iwM sy =1wE 0y, u,
Aoy — As; = E10;, u.
Appliquons le changement de variable (3.3.5) & (3.3.6) ; nous obtenons alors :
—pw?(iw+di(r1))uy = iw D10y, 0,
(3.3.7) (iw+di(z1)) My s1 +iw(iw + di(z1)) M s1 = —w? E10;,u,
(iw+di(z1)) Aoy — (iw+di(z1)) Asy = iw E10,u.

Pour revenir au domaine temporel, il est utile d’introduire quelques inconnues auxiliaires (U,
Sl et 21) :

inl = (iw+d1(:v1))u1,
(3.3.8) lwXy = (iw+di(z1)) o1,
iwS) = (lw+di(z1)) s1,
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dl(:vl)

Y

X1

F1G. 3.3.2 — Couches PML dans la directions des x

et il est facile de prouver que nous obtenons finalement le systeme suivant :
( p9Ur = D10y,0,

M; 81+ M S) = Er192 u,

./421 — ASI - Elax1u7
(3.3.9)
0tUy = Opuy + dy (1) v,

0¥ = 001 + di(21) 01,

\ 8tSl = 8t31 + dl(xl) S1.

On remplace 8t2t U,y par 8t2tu1 + d(x1)0suy. Comme s1 n’intervient pas dans les trois premieres
équations, on peut ’éliminer et ne garder que 'inconnue S;. Pour des raisons de cohérence de
notation avec les équations sans PML, dans ce qui suit nous désignons par s cette inconnue;
remarquons que dans le milieu sans PML, d; étant nul, les deux inconnues s; et S; coincident.
Le systeme (3.3.9) s’écrit alors sous la forme :

;

p (8t2’LL1 + dl(l‘l) Otul) = Dlamld,
MT 81+ M 8t81 = Elc‘)gltu,
./421 - .A81 = Elamlu,

(3.3.10)

021 = 001 —I—dl(:vl)al.
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Finalement le modeéle PML (dans la direction des x1) associé au probleme (3.3.1) est donné

par le systéme :

U= Uz + Uq

p(‘)tztuQ = DQ&IQU
(3.3.11) M, 59+ MOssy = E28 ot
./40'2 - ./482 = Egamu

o =09+ 01,
p (03u1 + di (1) Opuy)
M 51+ MOsy
AY1 — As

= D18x107
- Elagltu,
= Elazlua

021 = 0o +d1(.731)0'1.

On traite de la méme fagon une couche PML dans la direction des x2 et finalement le modele

PML général s’écrit :

(w=wug +uy
p (0fug + da(x2) Dyuz)
M sy + Msy =
AYy — Asy = Ex0,,u,

(3.3.12) E2d2,u,

09 = Oroy + da(x2) 02,

3.3.2 Approximation des PML

= D2ar20-7

; 0=02+01,
p (0%u1 + dyi (1) Oyur)
Mz s1 4+ Msy
AY) — Asy = E10,,u,
031

= Dlarl g,
— 2
— Elazltu,

= 001 —|—d1(331)0'1.

Pour 'approximation on utilise la méthode des éléments finis mixtes avec condensation de
masse présentée dans § 3.2.4 pour la discrétisation en espace et un schéma aux différences finies
centré d’ordre deux pour la discrétisation en temps, ce qui nous donne le systéme suivant :

Up = Up,1 + Up2,

Op =01+ 0h2,

Sh = Sh,1 + Sh,2,

+1 1 +1
uz,m - 2“Z,m + “Z,m Zm - Z B.o? — fn
u At u,m At - iah,m—f )
S =S =
m m m m
s M 5 B* ) — O
(3.3.13) T 2 ML At At ’
AT — Asptl 4+ Biupt !l =0,
et - an B O-Z—;zl - Uhm UlrzHr_nl + Ug,m _
At At o 2 ’
pour m =1, 2,
ou M,, Mg, M, et A sont données par (3.2.18) et
By =bnle0) = [ Dud,djondo, 1<i< N 1<T< N

(Duym)ij = / A () wiw; d,
Q

Dgm)ij Z/Qdm(ﬂfm)

pour m =1, 2.

(3.3.14)

¢7j : ¢] dﬂl’,

1<i< Ny, 1<) <Ny,

1<i< Ny, 1< <Ny
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Chapitre 4

Résultats numériques

Dans ce chapitre nous validons les résultats et les méthodes numériques développées dans
les sections précédentes. Nous présentons des résultats en une et deux dimensions dans
les cas des milieux isotropes ou anisotropes, hétérogenes et réalistes.
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4.1 Résultats numériques unidimensionnels

Introduction

Ce chapitre est consacré a la validation de la méthode numérique développée dans le chapitre
précédent.

La section 4.1 est consacré a la validation du schéma numérique unidimensionnel, nous com-
parons la solution numérique avec une solution analytique en calculant I’ordre de la précision
et nous montrons a l'aide des simulations l'influence des coefficients d’amortissement sur
I’atténuation et la vitesse de propagation des ondes.

Dans la section 4.2 nous proposons des résultats numériques en dimension 2. Dans un pre-
mier temps, nous présentons des tests numériques, nous comparons la propagation des ondes
élastiques et viscoélastiques dans les milieux isotropes et anisotropes, nous montrons I’in-
fluence de la fréquence de la source sur 'atténuation et la vitesse de propagation et nous
faisons des tests numériques pour montrer 'efficacité des couches PML. Dans un second
temps, nous faisons une simulations d’un modele réaliste. Celui-ci est constitué d’un grand
nombre de milieux de propriétés physique différentes (17 couches).

4.1 Résultats numériques unidimensionnels

4.1.1 Solution analytique

Pour le probleme 1D, il est facile de valider le schéma numérique proposé car on dispose d’une
solution exacte pour des conditions initiales particulieres. On suppose ici que le domaine 2
est le segment unité |0, 1] et on considére les données suivantes :

fz,t) =u(0,t) = u(l,t) =0,
u(z,0) = up(z) = sin(nx),
ut(z,0) = ui(z) =0,
o(z,0) = ?w cos(mz),
et les coefficients :
p=1 u=1 19=1 1 =1.2.

La solution exacte (u,o0) du probléme (3.1.1) est calculée par la méthode de séparation des
variables, c’est a dire en la cherchant sous la forme :

u(x,t) = U(t) sin(mx),

(4.1.1) o(x,t) = X(t)m cos(nz),

U0) =1, U(0) =0, 2(0) = XL,
70
En remplagant (4.1.1) dans (3.1.1) on trouve facilement :
U+ 2% =0,
(4.1.2) . .
Y+ =U+nU.
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Ce qui implique que U est solution de :

U U aUu
TOW + W +7T2T1E + 7T2U = 0,
(4.1.3) 5
U0) =1, U0) =0, U(0) = —H1,
70
En faisant la transformée de Fourier, on remarque que la solution de ce systeme est nécessairement
de la forme :

U(t) = Ce” ™t + e"[Acosw*t + Bsinw*t],

oll S* et n £ iw™ sont les solutions de :
0 X2+ X2+ X + 72 =0.
et A, B, et C sont des constantes réelles qu’on détermine & partir des conditions initiales.

Pour le calcul de la solution numérique on choisit comme parametres de discrétisation vérifiant
la condition de stabilité : At = 0.01 , h = 1/80. On note par uezq le déplacement associé a
la solution exacte et par ., le déplacement associé a la solution obtenue par notre schéma
numérique. On présente sur la figure 4.1.1 la variation de |uezq — Unum| en fonction du temps
et de l'espace et sur la figure 4.1.2 on compare la variation du déplacement maximale (au
point x = 0.5) en fonction du temps pour les deux solutions exacte et numérique. A partir des
figures ci-dessous, on voit que le schéma numérique approche bien le probléme initial (I'erreur
relative est inférieure & 0.022%).

On fait ensuite varier les parameétres de discrétisation h et At pour étudier la convergence de
notre schéma, tout en maintenant le rapport At/h fixé égal a 0.9 (< CFL=0.91287). Dans
le tableau 4.1.1 nous avons présenté la norme L>° de l'erreur correspondant a différents pas
de temps et d’espace et sur la figure 4.1.3 nous présentons la variation de la norme dans L*°
de l'erreur en fonction de h, en échelle loglog. Ceci nous permet d’affirmer que la solution
approchée converge bien vers la solution exacte et que l'erreur est d’ordre 2.

h At ||Uema - unum”oo
107! 9102 6.11162 10793
5102 4.5 102 1.46935 10~93

2.51072 2.25 1072 3.61645 10794
1251072  1.1251072  8.97108 1079
6.251072  5.625 1073  2.23409 1079
3.125 1073 2.8125 1072 5.57442 107%

TAB. 4.1.1 — Tableau des résultats
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FiG. 4.1.1 — La variation d’erreur

—— sol numerique
— - _sol exacte

0.8 -

0.6 .

u(0.5,%)

FiG. 4.1.2 — Déplacement numérique et exact au point x = 0.5 en fonction du temps

4.1.2 Tests numériques dans le cas 1D

Dans une premiere expérience, afin de montrer 'influence des coefficients d’amortissement
Tp et 7 sur Patténuation et la vitesse de propagation des ondes viscoélastiques, on présente
sur la figure 4.1.4 une expérience numérique ou on fait varier le rapport § = 71/79; 6 = 4
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”uexa_unum”w

Fic. 4.1.3 — Convergence

pour la courbe rouge, 8 = 2 pour la courbe bleue et § = 1.2 pour celle en verte. On voit que
I’absorption et la vitesse de propagation sont liées au rapport € : pour une grande valeur de
0 on a plus d’amortissement et une plus grande vitesse de propagation.

Dans une deuxiéme expérience, on présente des résultats numériques en appliquant la méthode
PML au probleme homogene de la viscoélasticité. On s’intéresse a la simulation de la propaga-
tion d’onde viscoélastique dans un milieu semi borné 2 =] — 1, 400[. On considére une couche
PML de longueur §, on discrétise le nouveau domaine D =] — 1, [ et on utilise la restriction
du schéma numérique (3.3.13) dans le cas 1D avec des conditions au bord de Dirichlet, un
pas de temps At qui vérifie la condition de stabilité et

B 0 si x€]—1,0],
(@) = { do(x/6)? si z€0,0], dy> 0

Pour la présente étude, on a pris :
1. Les coefficients qui caractérisent le milieu: p=1, u=1, 7o =1, 7y = 1.2.
2. Les constantes : dg = 45, h = 1/150, At = CFLh, 6 = 20h.

3. Les conditions initiales :

3 2 1
1— (122 +6)%/4 i —S<r<-—Z
() = ( ( x—I—)/) si gST< -3,
0 sinon,
w1 Oug
,0) = =0, =" .
ug(x,0) = uy(x) oo b

On présente sur la figure 4.1.5 I’évolution de la solution numérique au cours du temps. On
remarque que les ondes traversent l'interface sans réflexion et qu’elles sont amorties dans la
couche [0, d].
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T=0.4 T=0.8

AN
SN

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

T=1.2 T=16

Y AAN N Y ANVAN

T ]

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

FiG. 4.1.4 — Qualité d’amortissement et de propagation

4.2 Résultats bi-dimensionnels

Dans les expériences qui vont suivre nous considérons un domaine Q = [0, 10] x [0, 10] et
un maillage régulier composé de carrés de coté h = 0.1, un pas de discrétisation en temps
vérifiant la condition de stabilité :

At =CFLh,

avec CFL = (v,4/7p/T0) " (resp. CFL = v, 1) dans le cas d'un comportement viscoélastique

(resp. comportement élastique) et on consideére une source f comme second membre & support
compact dans 2 localiséé au point S(xs, z5) et vérifiant :

(NI

(4.2.1) fla,z,t) = Ft)g(r), r = [(z — 25)? + (2 — 25)?] 2,
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1 T=0s , __ T=02982s ,_ T=0.52338s
. | OISM
0 : 0 :
-05 -05
-1 : -1 : -1 :
-1 05 05 - -05 05 - -05 03
J T=057815s ,_ T=062075s 1 T=0.90679 s
0.5 § 0.5 § 0.5
05 | 05 | -0
-1 : -1 : -1 :
-1 05 05 - -05 05 - -05 039
1 T=12111s 1 T=1.4545 5 1 T=1.6371s
0.5 § 0.5 § 0.5
05 | 05 | 05
-1 : -1 : -1 :
-1 05 05 - -05 05 - -05 03

FiG. 4.1.5 — Propagation d’onde viscoélastique au cours du temps avec couches PML

avec
—2m? fR(t — to)e ™I’ it < 24,
Ft) = :
0 simon.
(4.2.2) to = i, fo =~ 1a fréquence centrale,
fo JNL
. r L. =T z— 2z
—1-n -
g(r) ( CL2) B,¢; € ( r 7 )7

ou 1p, est la fonction indicatrice du disque By, le disque de centre S et de rayon a = 5h et
Ny, le nombre de points par longueur d’onde S.(voir F1G 4.2.1)
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™
\
08\
0.6}
\
0.4 \
02
\
06 08 1 % 05 1 15 2
t
(a) Fonction F(t) (b) Fonction g(r)

F1G. 4.2.1 — La fonction source

Nous donnons les caractéristiques des milieux viscoélastiques isotropes : les vitesses des ondes
P et S, la densité volumique p et les trois temps de relaxation 79, 7, et 7.

4.2.1 Dissipation d’énergie discrete

Nous présentons une expérience numérique concernant la dissipation de 1’énergie discrete
en comparant les deux cas : le cas élastique ou on a la conservation d’énergie et le cas
viscoélastique.

Le milieu élastique est caractérisé par :

(4.2.3) p=1,v, =274, v, =143

et le milieu viscoélastique par les mémes v, p, vs et les temps de relaxation :
(4.2.4) 70 = 0.7, 7, = 1.0133, 7, = 1.01470

L’expérience est considérée dans un milieu borné avec la condition de surface libre et une
source localisée au centre (voir la figure ci-dessous).

on=1_0

F1G. 4.2.2 — Surface libre
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80000 T T T T T T . T
‘nrj_visco.dat’
70000

60000

50000

E(t) 40000 ‘w

30000 |

20000 | \\\

10000 / —

F1a. 4.2.3 — Variation de I’énergie discrete

On voit sur la figure 4.2.3 que apres Uextinction de la source f, I’énergie élastique (3.2.25)
est constante alors que ’énergie viscoélastique (3.2.24) est décroissante, ce qui confirme nos

résultats théoriques [12].

4.2.2 Du viscoélastique a I’élastique

Dans cette partie nous validons les résultats théoriques présentés dans [12] concernant le com-
portement de 'onde viscoélastique quand le coefficient d’amortissement 79 — 0. nous nous
placons dans un milieu homogene isotrope caractérisé par (4.2.3) et 79 = ¢, 7, = 1.4477, 75 =

1.4517.

Dans une premiere expérience (F1¢ 4.2.4 et F1G 4.2.5) nous présentons la variation de la
norme de la différence entre la solution viscoélastique et la solution élastique (¢ = 0) en
fonction de e dans les espaces (L%(02))? et (H'(€))? a I'instant ¢ = 4. Sur les deux figures on
remarque que la solution du probleme viscoélastique converge vers la solution élastique.

Dans une deuxieéme expérience (F1G 4.2.6) nous présentons la variation de I’énergie viscoélastique
en fonction de € a l'instant ¢ = 4 et on la compare avec 1'énergie élastique (¢ = 0).
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0.01

0.14 0.7
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F1a. 4.2.4 — La variation de ||ue — u| dans F1a. 4.2.5 — La variation de |lu. — u|| dans
L? en fonction de H! en fonction de ¢
4
4 x 10

— Elasto
—— Visco

-1- L L L L
50 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Fi1G. 4.2.6 — La variation des énergies élastique et viscoélastique en fonction de e

Dans la derniére expérience (F1G 4.2.7) nous présentons la variation des énergies élastique et

viscoélastique en fonction du temps pour différentes valeurs de e.
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e=0

e=10"%
e=10"2
e=10"2
e=10"

F1G. 4.2.7 — La variation de I'énergie viscoélastique pour différents e.

Sur les deux figures 4.2.6 et 4.2.7 nous montrons que 1’énergie viscoélastique tend vers I’énergie
élastique quand le coefficient d’amortissement 79 = € tend vers zéro.

4.2.3 Milieu homogene isotrope

Dans cette simulation, nous faisons une comparaison entre la propagation d’ondes dans des
milieux ouverts : élastique caractérisé par (4.2.3) et viscoélastique caractérisé par (4.2.3)-
(4.2.4). Pour modéliser les milieux ouverts nous utilisons la méthode PML développée dans
la section §3.3. Nous entourons le domaine 2 avec des couches absorbantes PML de longueur
0 = 10h (voir la figure 4.2.9). Pour le choix des coefficients d’absorption, nous utilisons la
fonction définie par [43] :

0 dans €2,
4.2.5 -
( ) n(x) 2% log(1/R)r? dans la couche,

ol v, est la vitesse des ondes P, R = 1/1000 le pourcentage d’énergie réfléchie par le bord
extérieur de la PML et r = dist(x, Interface) est la distance entre le point de coordonnées x
et 'interface avec la couche.

Ala figure 4.2.8 on a présenté la restriction du déplacement de l'onde viscoélastique (resp.
élastique) sur le sous domaine inférieur [—9,10 + ] x [—4,5] (resp. supérieur [—6, 10 + §] X
[5,10+4]) en bas (resp. haut) aux différents instants. On observe sur cette figure que les ondes
viscoélastiques se propagent plus vite que les ondes élastiques et qu’elles sont plus amorties.
De plus on voit que les couches PML absorbent bien les ondes transmises.
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4.2 Résultats bi-dimensionnels

Fic. 4.2.8 — Comparaison entre la propagation d’ondes isotropes dans un milieu élastique
(demi-figures du haut) et dans un milieu viscoélastique (demi-figures du bas)

4.2.4 Efficacité des couches PML

Afin de montrer que les couches absorbantes sont bien adaptées au probleme de la viscoélasticité,
nous présentons la variation au cours du temps du déplacement en un point d’observation
X, (voir figure 4.2.9) au voisinage de U'interface avec la couche; X,(z,,2,) = (9.9,5). Nous
considérons la propagation d’ondes dans un milieu viscoélastique isotrope et nous comparons
les trois expériences :

1. Domaine borné sans couche PML avec condition au bord de type Dirichlet (voir figure
4.2.10).

2. Domaine ouvert et domaine borné avec des couches PML de longueur 6 = 10h (voir
figure 4.2.11(a))
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ﬁ Couches Pml

milieu d’etude

F1G. 4.2.9 — Domaine borné, couches PML

4.2.4.1 Domaine borné sans couche PML

4.5

| — Dirichlet boundary condition |
47 -

—
o
T
1

Fi1G. 4.2.10 — Sismogramme dans un milieu borné sans PML

Malgré I’'amortissement des ondes viscoélastiques, la réflextion de I'onde est clairement visible
lorsqu’on met une condition de Dirichlet sur le bord extérieur du domaine, d’ou la nécessité
des couches PML.

4.2.4.2 Domaine ouvert et domaine borné avec couches PML

Dans cette expérience nous illustrons la variation du déplacement au point X, dans deux si-
mulations : dans un domaine ouvert en noir pointillé et dans un domaine borné avec couches
PML en vert (figure 4.2.11(a)). La réflexion due a l'utilisation des PML est trop faible pour
étre visible et les deux graphes paraissent confondus. Pour voir I'ordre de cette réflexion, nous
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présentons la différence entre les deux déplacements sur la figure 4.2.11(b)

4.5

3 PML layers
4+ M Unbounded domain |
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I

(b) Réflextion di aux couches PML

Fi1G. 4.2.11 — Efficacité des PMLs
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Nous constatons que cette réflexion est tres faible et ne dépasse pas 8.1074 c’est-a-dire 0.017%
du maximum de déplacement (égal a 4.5).

4.2.5 Milieu homogene anisotrope

Notation. La symétrie (2.1.2) nous permet d’écrire les deux tenseurs C' et D sous la forme
d’une matrice 3 x 3 :
Cijkt = Cp(ig) k) Dignt = Ay ) pii)

ou p est une correspondance sur les indices, définie par :
(4.2.6) p(1,1) =1, p(2,2) =2, p(1,2) =p(2,1) = 3.

Dans une deuxiéme expérience de comparaison entre le cas élastique et viscoélastique, nous
considerons un milieu anisotrope de densité volumique p = 1., le temps de relaxation 79 = 0.7
et les deux tenseurs C et D donnés par :

20 38 0 293 6 0
C=| 38 20 0 |, D= 6 293 0
0 0 2 0 0 36

Le domaine de calcul est un carré [0, 10] x [0, 10], entouré par des couches PML de longueur
0 = 20h avec h = 0.05.

Nous avons présenté sur la figure 4.2.12 la comparaison entre la norme du déplacement
des ondes élastique et viscoélastique dans le milieu anisotrope caractérisé par les données
ci-dessus. on observe comme dans le cas isotrope que les ondes viscoélastiques se propagent
plus vite que les ondes élastiques et qu’elles sont plus amorties.

T=0.36 T=0.54 T=0.72

T=0.90 T=1.26

Fiac. 4.2.12 - Comparaison entre la propagation d’ondes dans des milieux anisotropes
élastiques (demi-figures du haut) et viscoélastiques (demi-figures de bas)
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T=1.44 T=1.62 T=1.80

Fiac. 4.2.12 - Comparaison entre la propagation d’ondes dans des milieux anisotropes
élastiques et viscoélastiques (suite)

4.2.6 Influence de la fréquence

Dans ce paragraphe nous présentons des résultats numériques et nous montrons I'influence de
la fréquence de la source sur 'atténuation et la vitesse de propagation des ondes. nous nous
plagons dans un domaine 2 = [0, 2] x [0, 2], entouré par des couches PML. Nous considérons un
maillage régulier composé de carrées de coté h = 4.1073, avec le pas de discrétisation en temps
At vérifiant la condition de stabilité At = CFLh = 1.211073. Le milieu est caractérisé par
les données physiques (4.2.3)-(4.2.4). Nous considérons un systeme au repos a ¢t = 0 alimenté
par une source f = F(t) g(r) localisée au centre de €2; g est radiale en espace et F' est la
dérivée d’une gaussienne :

22 f2(t — to)e ™ SO0 i ¢ < 2t
0 sinon.

F(t) = {

1
(4.2.7) to = —, fo la fréquence centrale,

0
2
T T—Ts Z—2
g(r) = <1——2> 15,6, 5=< -, >
a r r

Nous présentons plusieurs simulations ol nous changeons la fréquence fy du signal temporel,
Dans la figure 4.2.13 nous représentons la norme du déplacement normalisé par la norme L
de F pour différentes fréquences fy a l'instant ¢ = 0.242. Nous avons aussi tracé sur la figure
4.2.15 la variation de la premiere composante du déplacement u; en un point d’observation
x, de coordonnées (1.8,1) et a la figure 4.2.14 la valeur supérieure de la norme de u normalisé
par ||F||o pour 0 <t < t¢ en fonction de la fréquence : sup ||u(zo,t)||/||F||oo-

0<t<tf

Nous observons sur les figures 4.2.13 et 4.2.14 que la qualité de la dissipation est liée a
la fréquence c’est-a-dire pour une grande valeur de fy on a plus d’amortissement. La figure
4.2.15, nous permet de confirmer les résultats théoriques de la section §2.2.2 et de démontrer
a nouveau l'influence de la fréquence sur la vitesse de propagation.
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0 00

(a) fo=5Hz

(¢) fo =20 Hz

(e) fo =40 Hz
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(b) fo =10 Hz

(d) fo = 30 Hz

(f) fo =50 Hz

(g) fo =90 Hz (h) fo = 150 Hz

Fi1c. 4.2.13 — La norme du dépalcement
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Fi1G. 4.2.15 — Sismogrammes pour différentes fréquences
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4.2.7 Expériences réalistes

Nous considerons ici une expérience réaliste modélisant un réservoir pétrolier situé dans un
domaine Q = [0,270] x [800,960] (champ Mc Elroy au Texas) avec une zone productive forte
entre 880 m et 900 m. Le milieu hétérogene est caractérisé par les données physiques du
tableau 4.2.1.

depth(m)  wv,(m/s) vs(m/s) Qp Qs p(kg/m?)

800.00 5924.884 2928.865 67.06922 20.00  2280.533900
810.00 5773.175 2738.594 35.43660 20.00  2242.557601
820.00 5313.743 3004.746 21.44790 20.00  2295.163535
830.00 5311.784 2564.933 17.41970 20.00  2206.127967
840.00 5986.338 2993.962 31.28279 20.00  2293.101428
850.00 6176.533 3050.588 40.08961 20.00  2303.867950
860.00 5619.798 3065.524 34.76888 20.00  2306.682782
870.00 5163.070 2940.252 53.11094 20.00  2282.747271
880.00 5191.213 2473.413 36.02421 20.00  2186.179681
890.00 5613.954 2583.599 24.61245 20.00  2210.130769
900.00 5579.241 2644.431 31.45738 20.00  2223.027083
910.00 5712.608 2905.288 97.79010 20.00  2275.930476
920.00 6219.111 2876.129 47.12633 20.00  2270.198248
930.00 6386.336 3111.822 27.59576 20.00  2315.343230
940.00 6489.850 2866.232 133.56708  20.00  2268.242737
950.00 6517.794 2866.232 24.26944 20.00  2268.242737
960.00 6111.120 2866.232 63.14770 20.00  2268.242737

TAB. 4.2.1 — Les données physiques

Remarque 4.2.1 La densité p est calculé a partir des valeurs de vs par la loi de Gardner [6] :
1

p = avd avec a = 0.31 lorsque p est en g/cm® et v en m/s.

Pour approcher les facteurs de qualité @), et (s nous utilisons 'algorithme présenté dans
§2.2.3.2 sur une bande de fréquence [fq, fs] = [20,200] et le modele de Zener généralisé avec
3 lois élémentaires (voir la figure 4.2.19 et le tableau 4.2.2 pour Qs = 20 et @, = 57.7901).
Nous considérons un maillage régulier composé de carrés de coté h = 1 m, de pas de temps
At = 8.272107° satisfaisant la condition de stabilité (At = CFLh) et d’une source f &
support compact dans 2 située en un point S(zs, z,) et vérifiant : (4.2.1)-(4.2.2) avec fo = 100
Hz. Nous présentons sur les figures 4.2.20 et 4.2.21 des instantanés de la composante wu,
avec deux points sources différents. L’intérét de ces expériences est que les deux localisations
de la source provoquent différents phénomeénes. Dans le premier cas, on peut observer les
phénomenes de transmission-réflexion, tandis que dans le deuxieéme cas on observe les ondes
guidées.
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4.2 Résultats bi-dimensionnels

vp{rn.!‘s)

50 100 150 200 250
X—axis

FiG. 4.2.16 — Vitesse des ondes P

'asim.fs)

5} 50 100 150 200 250
X—axis

F1G. 4.2.17 — Vitesse des ondes S
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Résultats numériques

0 50 100 150 200 250
X—axis
Fi1Gc. 4.2.18 — Facteur de qualité associé aux ondes P
70 :
— Q=20
— Q= 57.97
60+ b
/ /
50 b
g 40+ 1
30+ b
20—
1 y - -
© 50 100 150 200
f (Hz)

Fic. 4.2.19 —  Exemple d’approximation de Q5 = 20 et @, = 57.7901

Modele élémentaire  19(ms) T,(ms)  T(ms)

1 7.9577  9.9147 8.6238
2 2.5165 2.5664 2.5336
3 0.7956 1.0160 0.8652

TAB. 4.2.2 — Temps de relaxations optimisés pour Qs = 20 et @, = 57.7901
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4.2 Résultats bi-dimensionnels
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Fic. 4.2.21 - z3=135m, 2z, =805m
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Résultats numériques
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o
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x—axis x—axis

1 0 0.

Fic. 4.220 - xz,=5m, z, =880m
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Deuxieme partie

Propagation d’ondes dans les
milieux poroélastiques
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Introduction

Toujours dans le cadre de la propagation d’ondes dans les milieux complexes absorbants, nous
allons nous intéresser a la propagation d’ondes dans les milieux poreux. De nombreux sous-
sols ne peuvent étre considérés comme des matériaux exclusivement solides. Ce sont souvent
des milieux poreux c’est a dire constitués de solides perforés par une multitude de petits
trous (appelés pores) occupés par un fluide. C’est notamment souvent le cas des réservoirs
pétroliers. Il est clair que ’analyse de résultats par méthodes sismiques de ’exploration de
tels milieux doit tenir compte du fait qu’une onde se propageant dans un tel milieu rencontre
une succession de phases solide et fluide : on parle de milieu poroélastique. On s’intéresse
alors & la modélisation de ce phénomeéne par l'introduction de modele de Biot [20, 21].

L’objectif de cette étude est la résolution numérique du probléeme de la poroélasticité, en
utilisant une méthode basée sur des approches variationnelles et des approximations par
éléments finis mixtes compatibles avec la condensation de masse. Pour traiter ce sujet, nous
avons divisé cette partie en quatre chapitre :

Dans le premier chapitre, nous présentons le probléeme modeéle de la poroélasticité dans un mi-
lieu hétérogene et anisotrope. Nous faisons une analyse mathématique complete du probleme
en montrant un théoreme d’existence et unicité de la solution forte a ’aide de la théorie
des semi-groupes, un résultat de la décroissance de ’énergie, nous étudions les propriétés des
ondes dans les milieux poreux en faisant une analyse par ondes planes et a la fin du chapitre
nous calculons une solution analytique en déterminant la fonction de Green.

Dans le deuxieme chapitre, nous faisons une étude préliminaire concernant le choix d’une
formulation variationnelle mixte optimale associée au probleme modele, afin de construire
une méthode performante; nous nous intéressons surtout au colit de stockage et calcul des
inconnues.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a ’approximation en espace et en temps du
probleme. Nous développons une méthode numérique robuste au niveau du temps de calcul,
stockage des matrices et des inconnues et ordre de la précision, nous adaptons les éléments
finis mixtes développés dans [52] pour les ondes en acoustique et en élastique pour le probléme
en poroélastique. Nous menons 1’étude des principales propriétés de cette méthode (stabilité,
précision). Pour la modélisation de la propagation d’ondes dans les milieux non bornés, nous
avons adapté la technique des couches absorbantes parfaitements adaptées (PML) pour notre
probléeme.

Le dernier chapitre est consacré a la validation numérique de la méthode. Nous présentons plu-
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sieurs simulations et expériences numériques dans les différents milieux : homogene, isotrope,
anisotrope et hétérogene.
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Chapitre 5

Probleme modele et analyse
mathématique

Nous présentons la loi de comportement dans les milieux poroélastiques en proposant la
loi de Biot qui gouverne les milieux bi-phasiques. Nous faisons une analyse mathématique
du probleme, nous montrons un théoreme d’existence et unicité de la solution forte, nous
rappelons les propriétés et le comportement des ondes dans ces milieux en faisant une
analyse par ondes planes et nous déterminons aussi une solution analytique du probléme
modele grace a la méthode de Cagniard-de Hoop.
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Probleme modeéle et analyse mathématique

Introduction

Les milieux poreux sont des solides perforés par une multitude de petits trous (pores) occupés
par un ou plusieurs fluide (solide saturé par un ou plusieurs fluides), lorsque les hypotheses [26]
suivantes sont vérifiées :

La distance moyenne entre les pores est petite devant la longueur d’onde.

— Des petits déplacements pour la phase solide et fluide.

La phase fluide est continue.
— La matrice élastique est isotrope.

— Absence de tout couplage.

Plutot que de considérer un tel milieu comme un milieu compléetement hétérogene, il est
légitime de faire appel, au moins localement, a la théorie de ’homogénéisation [4, 28, 59, 65]
qui permet de passer des lois a 1’échelle microscopique a des lois macroscopique, on aboutit
alors au modele de Biot [20, 21, 22] qui fait intervenir comme inconnues non seulement le
champ de déplacement dans le solide mais aussi la pression dans le fluide. La principale ca-
ractéristique de ce modele est qu’aux ondes standards P et S dans un solide se rajoute une
onde P “lente” (qu’on pourrait aussi qualifier de “fluide”, voir §5.2.2.1).

Récemment, la recherche dans la modélisation de tels milieux a fait des progres notables,
en particulier en ce qui concerne 'obtention de modeles de plus en plus réalistes vis a vis des
applications. On a vu aussi apparaitre des généralisations du modele de Biot qui permettent
notamment de prendre en compte ’atténuation des ondes, on parle alors de milieux poro-
viscoélastiques [9, 19, 34, 69] ou encore la présence de plusieurs phases fluides on parle alors
de multi-porosité [5, 18, 73] (ou milieux multi-phasiques).

La premiere section de ce chapitre concerne la présentation du modele de la propagation
d’ondes dans les milieux poreux anisotropes et hétérogenes. La section 5.2 concerne ’ana-
lyse mathématique du probleme modele. Dans un premier temps, nous étudions les milieux
hétérogenes en montrant un résultat d’existence et unicité de la solution forte en utilisant la
théorie des semi-groupes (théoréme 5.2.1) et un théoréme de la dissipation d’énergie (théoreme
5.2.2). Dans un deuxiéme temps nous considérons le cas particulier des milieux homogenes iso-
tropes, nous rappelons les résultats de la propagation d’ondes planes dans les milieux poreux,
ceci nous permettra surtout de comprendre l'influence de la porosité sur le comportement
des ondes, en particulier la présence d’une deuxieme ondes de compression qu’on l'appelle
onde lente ou onde de seconde espece. Pour finir, en utilisant la méthode de Cagniard-de
Hoop [30, 46], nous déterminons une solution analytique dans un milieu infini en calculant la
fonction de Green pour le cas particulier d’une source de pression.
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Probleme modeéle et analyse mathématique

Fi1c. 5.0.1 — Milieu poreux

5.1 Probléme modele

Dans le cas des basses fréquences la loi de Biot [20] en dimension (d=2,3) est donnée par le
systeme :

(5.1.1a) pits + ppib — V-0 = f,  dans R?x]0, 7]
1
(5.1.1b) prits + put + =+ Vp = f,,  dans R?x]0, T
(5.1.1c) o =Ce(us) — fply  dans RYx]0,T]
1
(5.1.1d) —p+AV u,+V-ow=f,  dans R?x]0, T7,
(5.1.1e) us(z,0) = ug(z), dhus(x,0) =ui(z)  dans RY,
(5.1.1f) w(z,0) = wo(z), Hw(x,0) = wi(z)  dans R%

ou les inconnues du probléme sont :

— uy le déplacement dans le solide.

— w = ¢luy — uy| le déplacement du fluide par rapport au solide, avec uy le déplacement
dans le fluide et ¢ la porosité du milieu.

— p la pression dans le fluide.

— o le tenseur des contraintes.

et

1 8uz 8’LL]'
Elj(u) N 5 <8.73] * 8%
~ fu, fuw et fp sont des densités de source.

) le tenseur des déformations.

— ug, wyp, w1, wi sont des données initiales.

avec les coefficients physiques :
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5.1 Probléme modeéle

py la densité du fluide.

p=pr¢+ (1 —¢)ps la densité du milieu saturé avec p, la densité du solide.

a n
— pw = — ps (a la tortuosité) .

— C est un tenseur 4 x 4.
— I, est la matrice unité de My(IR).

— K est la perméabilité hydraulique et s’écrit sous la forme : I = E, ou 7 est la viscosité du
fluide et s la perméabilité absolue. !

— m et B sont des coefficients positifs qui s’expriment en fonction de ¢, K, Ko et Ky
(B=1-Ky/Ks, m = [(b/Kf + (B — <Z>)/K5]_1), avec :
— K, est le module d’incompressibilité du solide.
— K est le module d’incompressibilité saturé.

— K est le module d’incompressibilité du fluide.

On note par V- Iapplication : £(IR?) — IR% :

d
0o
V'U:(V'Ul,"' 7v'ad)t7 g; = (0-2'17"' 7Uid)t7 VUZ:Z 83:] Vi= ]'7 7d’
j=1 "
Nous ferons en outre les hypothése suivantes :
1. p, pr, pw, K, m, B et C mesurables.
2. dc_, ¢y deux constantes positives, tels que :
(5.1.2) 0<c_<p,ps, pu;, K, m, B<cy <400 pp.x € RY.

3. le tenseur C satisfait :
Oijkl = Cjikl = Cklij V’L.,j, k’l = 1’ . 7d’

(5.1.3)
IM_, M, >0 tels que Vo € LY(IRY),0 < M_|o|> < Co:0 < M{|o|?.

Modele isotrope

Dans le cas d’un milieu isotrope, le tenseur C' vérifie :
(5.1.4) (Co)ij = Ao 6ijokk + 21045,
oll

— 1 est le module de cisaillement.

- A=Ay — 3?m est le coefficient de Lamé avec A 7 est le coefficient de Lamé dans le milieu
saturé.
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5.2 Analyse mathématique

5.2.1 Etudes des milieux hétérogenes
5.2.1.1 Existence et unicité de solutions fortes

On note par M la matrice définie par :

M:[p Pf]
Pf  Pw

Remarque 5.2.1 La matrice M est symétrique définie positive grace aux conditions phy-
siques : a > 1 (la tortuosité) et ¢ <1 (la porosité), ce qui nous permet d’avoir :

(pro+ (1 - ¢)Ps)%ﬂf - p7
(1-¢)a
¢

On introduit les variables : s = Jyus (le champ de vitesse) et w = J,w (la vitesse de filtration)
Le probleme (5.1.1) se réécrit alors sous la forme d’un systéeme d’évolution du premier ordre :

ppw — P

= (a—1)p7 + psps > 0.

( 8tu8—ﬁs :0,

8tw—'[v:0,

Lo o =M~
kWP

8tp+mﬂv‘ﬁ+v‘ﬁ):mfp,

a V- (Ce(uy) - V(3p)
Oy [ B ] — Mt

(5.2.1) W

ug(x,0) = ug, ts(z,0) = w1, w(z,0) = wy, w(x,0) = w,

p(x,0) =po =mpBYV - -uy+mV -wy,

ou encore, en posant U = (ug, w, &g, w,p)’ :

U
(5.2.2) o TAU=E
U(0) = Uy,
avec
—
—
(5.2.3) AU = V- (Ce(us)) = V(Bp) 7
M1 1
——w—Vp
K

mBV - -u, +mV - w
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5.2 Analyse mathématique

et
0
uo 0
Wo
UQ == ’lZI/O 5 F = M_l Fu
wo F'u)
Po
m fp
avec f, = OiF).
On introduit I'espace de Hilbert :
2
(5.2.4) H = [ (R]? x 2R x ([L2R]7)" x L2(R),

muni du produit scalaire :

(Ul,UQ)H = / uy - us dor +/ CE(’U,l) :E(UQ) dz +/ w1 - wo dx
R4 R4 R4

u u 1
+ / M|:1f1:|-|:1f1:|d$—|—/ —p1 p2 dx,
R u9 u9 R M

_ ~ ~ t _ ~ ~ t
avec Uy = (w1, wq, w1, w1, p1)" et Uz = (ug, wa, o, W, p2)".

(5.2.5)

On considére l'opérateur non borné sur D(A) C H — H défini par (5.2.3) avec :
poay [ U= e a ) € H /€ RN V- (Co(w) = V(5p) € (2RI
| pe HY(RY), w € H(div, RY) '

Lemme 5.2.1 L’opérateur A+ A1 4 est maximal monotone pour A > max(p_1/2, p;1/2)/\/§.

Démonstration

- Monotonie : soit U = (u,w, u,w,p)! € D(A), on a :

(AU, U)g = —/ u-udr — Ce(u) : e(u) de — w - wdr — V. (Ce(u))-u
R? R4 R4 R4

— / V(ﬁp)-ﬁdl‘—{—/ iﬂ)-ﬂ)dx—i— Vp - wdx
R4 rd K R

+ / BV"&pd&H—/ V-wpdzr.
R4 RY

En utilisant la formule de Green pour les trois intégrales :

V. (Ce(uw)) - udr =— Ce(u) : e(u) dx,
R4 R4

/]RdV(ﬂp)-'&dx:—/]RdﬂpV‘ﬁdx,

/V-'[vpdx:—/ w - Vpdz,
R4 R?
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on obtient :

1
(AU, U)g = —/ u-ﬁdm—/ w-fvdm—i—/ —w - wdx.
IRd IR,d IRd,C

D’autre part :

U = /]Rd |u|2dx+/IRdC€(u):€(u)d:r+/]Rd |w|2dx—|—/lep\'&\2dx
- /pw\tb]2dx+2/ pyi - wdz.
d R?

On en déduit que :

(AU, U)g + M|U|%, > /[)\|u|2+)\|w|2+)\p|'&|2—I—)\pw|1b|2—|—2)\pf'&-ﬁ)—u-'&—w-
d

ce qui montre que A + Al est monotone des que A > max(p_1/2, p;1/2)/\/§.

- Surjectivité : montrons que A + v est surjective pour tout v > 0. Ceci équivaut a montrer
que pour tout F = (fu, fu, fa, fw, [p)' € H, il existe U = (u, w, u,w, p)' € D(A) solution du
systeme :

(5.2.6a) vu—u = fy,
(5.2.6b) VW — W = fy,
i Vo (Ce(w))~VBD) ] T g
(5.2.6¢) I/[~]—M_1 1 :[ ~],
w —Ew —Vp w
(5.2.6d) mBV-u+mV - -w+vp=f,.

Si le systeme (5.2.6) a une solution, il est facile d’éliminer u, w et p et de voir que @ et w
doivent vérifier ’équation :

V- (Ce(@)) + V(mBV - @) + V(mBV - ) ) [u s [0 ]
— +v° M + = =
V[mBV-a+mV - w] Kl
(5.2.7)
fa V- (Ce(fu)) = V(B fp) ]
vM +
fa —Vip

La formulation variationnelle de (5.2.7) s’écrit :

Trouver U = (@, W) € H tel que :
(5.2.8) i ~
a(U,V)=1(V), VYV =(v,s) € H,
ott H est l'espace de Hilbert, défini par :
H = [H'(RY)]? x H(div,RY),
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muni du produit scalaire :

(Uav)f[:/ u-vdr + Vu - Voudr + w - sdx + V-V -sde
R4 R4 R4 R4

a: H x H+— TR est la forme bilinéaire :
a(ff,V)z/ [C{—:(ﬁ):e('v)+mﬁ2V-ﬁV~v+mBV-va-v+mﬂV-ﬁV~s+mV-ﬁJV-s]d:U
Rd
1
+V2/ [pﬁm%—pf'&;‘vpfﬁ‘spwzb's}da:—i—u/ —w - sdx,
Rd IRd’C

et | : H — IR est la forme linéaire :

)= /IR [ farvtpsfavtps fastpu faors) de /]R (C=(f) : £(w)~B f, V-v—f, V-] da

D’aprés (5.1.3), (5.1.2) et I'inégalité de Korn [48, 70] dans [H *(IRY)]¢, la forme linéaire I(.) est
continue sur H et la forme bilinéaire a(.,.) est continue coercive sur H pour tout v > 0. Le
théoreme de Lax-Milgram permet alors d’affirmer que le probleme (5.2.8) admet une solution
unique @ = (@, w)! dans [H'(IR%))¢ x H(div, R?).

Les données (fu, fu,fp) étant supposées appartenir a [H'(IR%)]? x [L?(RY)]? x [L2(IR%)]9,
on obtient Pexistence de u € [H'(IR%)]? & partir de ’équation (5.2.6a), w € [L*(IR%))¢ a
partir de (5.2.6b) et p € L?(IR?) & partir de (5.2.6d). Enfin en utilisant ’équation (5.2.6c), on
voit facilement que u et p vérifient :

V- (Ce(u) — BpI,) € [L*(RY))4 et p € H'(RY).

Nous avons donc démontré que l'opérateur A + vI était surjectif Vv > 0. Pour finir la
démonstration du lemme, il suffit de raisonner avec v =X+ 1. B

Maintenant, on peut énoncer le théoréeme d’existence et d’unicité :

Théoréme 5.2.1 Pour toutes conditions initiales (ug, wo, w1, w1,po) € D(A) et tout (fu, fu, fp) €
C(0,T;[L? (IRd)]d) x CH0,T; [Lz(]Rd)]d) x C2(0,T; [L2(]Rd)]d), il existe une unique solution
(ug,w,p) du probléme (5.1.1) qui vérifie :

ug € C(0,7; [H' (RY)]?) N C2(0, T [L2(RY))),

w € CY(0,T; H(div, R%)) N C%(0, T; [L*(IR%)]?),

p € C°0,T; HY(IRY)) N C1(0,T; L2(IRY)).
Démonstration

Sous I'hypothese Uy € D(A) et grace au théoreme de Hille-Yosida [27], nous déduisons
que le probléeme (5.2.1) admet une unique solution U € C°(0,7; D(A)) N CY(0,T; H). Ceci
équivaut a :

- u, € O (0,7 [H (®Y)Y),
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we C! (O,T; [LQ(]Rd)]d)
— @ = dpu, € C(0,T; [L2(RY)]Y),
— w = gw € C*(0,T; [L*(RM))%) n C°(0,T; H(div, R?)),

[
(L7 (IR
p € CH0,T; L*(RY)) nC°(0,T; HY(RY)),

ce qui entraine :
u, € CH(0,T; [HY(RH]Y) N C2(0,T; [L2(IRY)])9),
(5.2.9) w € CY(0,T; H(div, R%)) N C%(0, T; [L*(IR%)]?),
p € C°(0,T; HY(IR?)) N C*(0,T; L*(R%)),

et acheve la démonstration. W

5.2.1.2 Dissipation de ’énergie

Définition 5.2.1 Soit (us, w,p) la solution forte du probléme (5.1.1), La quantité d’énergie
associée a cette solution est définie par :

1 - 1 o1
Ey(t) = E/IRd [p\usﬁ + Ce(uy) : E(us)} dr + 3 /]Rd [Pw\’w]Q + E|p|2

+ / pfls - wdr.
Rd

La quantité E; définit bien une énergie positive grace a la remarque 5.2.1.

(5.2.10)

Remarque 5.2.2 On remarque que la quantité d’énergie E; se décompose en trois parties,

1
la premiére 5/ [p\'u5|2 +Ce(usy) : E(us)] dx correspond a l’énergie qu’on trouve dans le cas
Rd
1 1
élastique, la deuxiéme partie 5/ [,ow|w\2 + —|p|2} dx est I’énergie dans le cas acoustique
R4 m

et la derniéere partie / prus-wdx est die au couplage solide-fluide.
Rd

On a le résultat de la décroissance d’énergie :

Théoréme 5.2.2 L’énergie E4(t) vérifie l'identité :
dEd o 1 .12 . . M
(5.2.11) T /le]C|w\ dx—i—/lefu~u5da:+/]Rdfw-wdw+/IRdfppdx.

et elle décroit en 'absence des termes sources.

Démonstration

e On applique le produit scalaire dans IR? & (5.1.1a) par s et & (5.1.1b) par w, aprés une
intégration sur IR?, on obtient alors :

1d
(5.2.12a) —— [ plugPde+ | ppiw-dsde— | Vo -dusdr= | f,-usdz,
2dt IRd Rd IRd Rd

1d 1
/ pyits - wdr + = — p|'w|2dzv+/ —|'L'v|2dﬂc—|—/ Vp-wdr =
Rre K R

2dt
(5.2.12b)
/ fw - wdz
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Apres une intégration par parties des derniers termes des deux équations (5.2.12a) et (5.2.12b),
on obtient :

1d
5.2.13a) —=— p |us|? da + prw - Ugdr + o:e(tg)dr = fu - ugdx,
f
2dt Jire R R R4

1d 1
/ pyits - wdr + = — p|w|2dzv+/ —|'L'u|2d;v—/ pV-wdr =
re K R

2dt
/ fw-wdz

En utilisant I’équation (5.1.1c), on peut remplacer o dans (5.2.13a), ce qui nous donne :

(5.2.13b)

1d
2dt

/ BpV- usda:_/ fo it d.

En faisant une dérivation par rapport au temps de ’équation (5.1.1d), ceci nous permet de
écrire V - w sous la forme :

. 1d
p || dw—{—/ pr - s dr + -

5 Ce(us) e(ug) dx

(5.2.14)

. .1 .
V.w:fp——p—BV'us,
m
En remplagant V - w dans (5.2.13b), nous obtenons :

1d 9 9 1d )
[ pricivdos g [ plif e | gl 55 [ P

/ BpV - usda:—/ fppda;

En sommant les deux dernieres équations, nous aurons :

(5.2.15)

1d
2dt

1 .
—/ —\'Lb\dx+/ fu-'usda:—i-/ fw'wdx+/ fppdz,
IR,d]C IR,d IRd IRd

d’ou l'identité (5.2.11).

. 1 . .
[plnf? 4+ o) cue) + 12|+ i + 2 1] d =

e On en déduit la décroissance de I'énergie pour f, = f,, =0 et f, = cte. B

5.2.2 Etudes des milieux homogeénes
5.2.2.1 Analyse par ondes planes

Dans ce paragraphe, en faisant une analyse par ondes planes, on rappelle les propriétés des
ondes poroélastiques et I'influence de la porosité sur son comportement. On se place dans le cas
homogene avec une source nulle. En remplagant w par sa valeur en fonction des déplacements
u,s (dans le solide) et us (dans le fluide, w = ¢(us — u,)) et en éliminant le tenseur des
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contraintes o et la pression p, le systeme (5.1.1) se réécrit alors en fonction de u, et ws sous
la forme équivalente :

(5.2.16) { p11 s + praiy + (s —uy) = SV(V-us) + RV(V-ugp) — uV x (VX uy),
p12is + pao ity —b(us —uy) = RV(V - us) + TV(V - uy).
avec
S=X+2u, A= X+ M(B—¢)*, R=Mo —¢),
(5.2.17) T =M¢?, pi1=p+¢psla—2),

p12 = ¢ps(1 —a), po2 = agpy, b= ¢*/K.
On s’intéresse aux solutions particulieres du probleme (5.2.16), de type ondes planes :

ug(x,t) = ul el W=F2) g,

(5.2.18) |
us(z,t) = ug)c el Wi—k-z) g,

avec

k:(kla"' 7kd)t7$:($17'“ 7xd)t7 d:(dh 7dd)t'

Cas sans atténuation

Remplagons ces expressions dans le systéeme (5.2.16) dans le cas sans dissipation (b = 0), nous
obtenons les relations de dispersion :

[S ul + Ruﬂ (k-d)k+ p[|k|*d — (k- d)k] ul = [w2p11 ud + w?p12 u?c] d,
(5.2.19)
[R W + Tugl] (k- d)k = [w2p12 w0 + w?po u?c] d.

Deux cas se présentent :

1. Les ondes P (ondes de compression) : ondes irrotationnelles, pour lesquelles on a :
k Ad = 0. On introduit la vitesse V = w/|k|, en éliminant u! et u? dans le systeme
(5.2.19), la relation de dispersion des ondes P s’écrit alors sous la forme :

(5.2.20) G 'H® =V?9,
avec

_ [ P11 P12 _ (S R — (4,0 2,0\t
(5.2.21) G = ( 12 o ), H = ( RoT ) et ® = (ug,uz)".

Les deux matrices G et H sont symétriques définies positives, la matrice G ™' H admet
alors deux valeurs propres positives. Elles sont les solutions de 1’équation suivante :

(5.2.22) (p11p22 — Pia)V® — (Tp11 + Spaz — 2Rp12)V + ST — R* = 0.

Ceci implique que a I'habituelle onde P de vitesse V,; (fast wave) dans un solide se
rajoute une onde lente (slow wave ou onde de seconde espece) de vitesse Vs < Vpp.
Biot a montré dans [20] que ces ondes ont la propriété : le déplacement d’ensemble et
du fluide sont en phase pour I'onde de premiere espece (de vitesse V,¢) et en opposition
de phase pour 'onde de seconde espece.
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2. Les ondes S (ondes de cisaillement) : ondes isovolumiques, pour lesquelles on a k-d = 0,
ce qui nous donne la relation de dispersion des ondes S :

(pr1ul + pr2uf) V? = pud,
(5.2.23) ) o
(pr2ug + prauy) V2 =0.

En éliminant u? et u(} dans ce systeme, on trouve la vitesse des ondes S :

P22 } 1/2

5.2.24 V, = [7
( ) P11pP22 — P%z

Cas avec atténuation
On introduit maintenant la dissipation (b # 0). On suit les mémes démarches que dans le cas
sans dissipation, on porte (5.2.18) dans (5.2.16) on obtient la relation de dispersion :
[S uf + Ruﬂ (k- )k + g [[K2d — (k- d)k] u0 = [aﬂpn wd + w?prg ug] d
: 0_,0
(5.2.25) — [iwb(ug —u})] d,
[Rug + Tu?c] (k-d)k = [w2p12 u? 4 w?pgo u?c +iwb(ul — u?)} d.

On suit les mémes démarches comme dans le cas sans dissipation et on montre la présence de
deux types d’ondes :

1. Pour les ondes S, le systeme (5.2.25) se réécrit sous la forme :
(2o + 2o — iwb(ud — u)| d = plkf u,
(5.2.26)
[prlg u? 4+ w?pgo ug)c +iwb(u? — u?)] d=0.

En éliminant 12 et u?c dans ce systéme, on obtient ’équation de dispersion :
w—1ib
(5.2.27) w? = plkl? <p227_> ;
Yw—1iph
ou v et p sont deux coefficients positifs, s écrivent en fonction de p11, p12 et pag :

Y = p11p22 — P%z; p = p11 + 2p12 + pa2.

La relation (5.2.27) est dispersive car w? ne varie pas linéairement avec |k|2. Si on note

par V' la vitesse complexe V' = w/|k|, la relation (5.2.27) se réécrit en fonction de la
fréquence f = w/2m sous la forme :

V? = A, (f) +1 Ai(f)

avec ) 4
AT poay [©+ p
Ar(f) - 2 2 —9219
dmey f2 4 p2b
pb — b
Ai(f) = Mugﬂf

47-‘-2,-}/ f2 + p2 b2
On remarque que dans le cas sans dissipation (b = 0), on retrouve ’équation (5.2.24) :
2 _ k 2
w” = plk|"pa2 /7.
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2. Nous considérons le cas des ondes P, aprés I’élimination de u? et u?c I’équation de
dispersion (5.2.25) se réécrit sous la forme :

b
(5.2.28) (ST — RQ),Z2 — (Tp11 + Sp22 — 2Rp12)z + p11p2s — p%2 + ﬁ_w(z -1)=0
S+T+2R
avec z = V/V' V2 = % et p = p11+ p22+2p12. Dans le cas b = 0 on retrouve
p

I'équation (5.2.22) avec z = 1/V'. En considérant les solutions z; = Vp} et zg = Vp;l
de cette équation (5.2.22), 'équation (5.2.28) se réécrit sous la forme :

(5.2.29) (z—21)(z —22) +1A(z—1) =0

avec

b b
© pw(ST — R?)  2nf(ST — R?)’
Les solutions z de ’équation (5.2.29) sont donc fonction de de la fréquence f = w/(27),

de A et des solutions z1 et zo de ’équation (5.2.22) qui correspond au cas sans dissipa-
tion.

Sur la figure 5.2.1 nous avons tracé les vitesse (Re (w/|k|)) de différentes type d’ondes
en fonction de la fréquence pour des données physiques :

p = 1828kg/m?, p; = 500.kg/m?>, p, = 7500 kg/m®, = 4.51610° Pa,

1
Ao = 8.2910% Pa, = 0.84,m = 1.9210° Pa, = 10%. N s/m?,

On observe sur ces figures que les vitesses sont croissantes en fonction de la fréquence
et surtout pour 'onde lente qui est plus dispersive.

P-fast-velocity P-slow-velocity
2483 " " " " 500 " "
2482} 400l
2481¢
300¢
>5 2480} SE
200t
24791
2478t 100
2477 : : : : 0 : : : :
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
f (Hz) f(Hz)
(a) Onde rapide (b) Onde lente

F1G. 5.2.1 — Dispersion des ondes
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S-velocity

0 2000 4000 6000 8000 10000
f (Hz)

(c) Onde de cisaillement

F1G. 5.2.1 — Dispersion des ondes (suite)

5.2.2.2 Solution analytique dans un milieu homogeéne infini

L’objectif de ce paragraphe est de calculer la solution analytique du probléeme modele dans
un milieu infini en dimension 2. On se place dans le cas d’un milieu homogene sans dissi-
pation avec une source f, = 6(x)0(y)d(t) ponctuelle en espace et en temps. Nous utilisons
la méthode de Cagniard-de Hoop [30, 46] pour déterminer la solution exacte du probléme
modele. Le principe de la méthode consiste & appliquer aux inconnues la transformation de
Laplace en temps et celle de Fourier suivant I'une des variables d’espace (z ou y). Une fois
le probleme est résolu dans l’espace de Laplace-Fourier, nous revenons en espace physique
temps-espace en manipulant les contours complexe. Nous renvoyons le lecteur a la these de
J. Diaz [47] pour plus de détails sur la méthode et son application aux ondes acoustiques et
élastiques.

Le systeme (5.1.1) se réécrit en fonction de ug, us et p sous la forme :

pi1its + pratey — (Ao +2)V(Viug) +uV x (V xug) + (8 — ¢)Vp =0,
(5.2.30) p1otls + p22’ilf +¢Vp =0,

p+M(B—¢)Vau,+MpV.uy = Mi(x)i(y)d(t).

ou les coefficients p11, pi2 et p22 sont définis par (5.2.17).

Nous simplifions le systeme (5.2.30), en décomposant les champs de déplacement u, et uy en
champs irrotationnels et isovolumiques (ondes P et S). On pose :

us = VP, +V x Uy,

(5.2.31)
Uf:V(I)f—I-VX \I/f.
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Le systeme (5.2.30) devient alors :

(5.2.32a) Ad — BAD = F,
1 .
(5.2.32b) Vs — AU, =0.

s

ou ® et F sont deux vecteurs :
_ q)s _ ¢ - 5
(I)_<<I>f>’F_< —¢ >M5(:U)5(y)5(t)

A et B sont deux matrices symétriques définies positives, définies par :
P11 P12 S R
A = s B =
< P12 P22 ) ( R T >
S=A+2u, X=X +M(B~9¢)°, R=M¢(B~¢), T = M¢*
_ Hp22 1/2
Vo= [———]

P11p22 — P%z

La matrice B est inversible, nous multiplions 1’équation (5.2.32a) par B!, le systéme (5.2.32)
se réécrit alors sous la forme :

avec

est la vitesse des ondes S.

(5.2.33a) B7'A® - A®=B'F,
1 .
(5.2.33b) 73 - AT, = 0.

s

La matrice B~ A est diagonalisable B~1A = P DP~!, oi P est la matrice de passage, D =
dz’ag(Vp}z, V;;Q) est la matrice diagonale semblable & B~ A et Vpr et Vps sont respectivement
la vitesses de 'onde rapide et de 'onde lente associées aux ondes P. En faisant le changement

des variables ®* = P~1® et F* = (BP)"LF = (f}, f3)!, le systéme devient :
D& — AD* = F*

(5.2.34) !

V2

S

U, — AU, = 0.

Si on décompose les opérateurs différentiels en espace, le systeme (5.2.32) se rééerit alors sous
la forme équivalente :

1 T, * * * *
V—Qf pl = (8£xq)p1 + 8;3/ pl) = fl 5(‘T)6(y)5(t)7
D
1 T, * * * *
@ p2 (a:%:cq)p2 + aiyq)p2) = f2 5(:13)5(y)(5(t),
L = 2 2
pats = (02,9, 1 6,0, =0,
5.2.35
(5.235) v Py
P22

(Bs, Df)t =P &,

us = Vo, + V x T,

uf:VQ>f—|—V><\Iff.
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Appliquons la transformée de Laplace en temps et la transformée de Fourier suivant x a ce

systeme, nous obtenons :

2
S A*
(V—2+k‘2) 823, o1 = f10(y),

(W+k2) — 02,05 = f3 0(y),
32 PN 2
(W + k’ )\IIS - ayy\I/s =Y,

5.2.36 C .

(5:230) by =220,

’llf: = Z']g(i)f —|—ay\i/f, ﬂ?jc = ay(i)f —ik“iff.

Dans le cas d’une condition initiale nulle, la solution de ce systéme dans un milieu infini est

donnée par :

" i -
o1k, y,s) = 22’p1€ [v12p,
Tk fik —
?pz(k,y, f) = %e 91202
B, =0, ¥, =0,
(5.2.37)
(®s, @)t =P P,
Wt = ik®, + 9,V 4¥ = 9,0, — ik,
wf = ikdy + 0, Uy, 44 = 9,0y — ik .
2 2, 8 24 s?
avec 2 = k +v2 , 29 = k vp%,usz(u yul) et up = (uf, ul)

A partir du dernier systeme (5.2.37), on déduit la forme des solutions :

( * *
o = ik [Me—yml N %e—mz} 7
s Zpl 2Zp2
’IAI,ZSI 329721(?/) [Pllffe_ly‘zpl + 7312f3<€—|y\zp2:| ’
(5.2.38)
as = [mel lylep Paafs e_|yzp2] 7
22p1 22p9
oY = _ sign(y) Py freWlzet 4 Py, freWlzm2 |
f 5 1 2
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avec sign(x) = x/|z|.

Pour calculer les solutions u, et wy, il suffit de déterminer la transformée inverse de La-
place en s et la transformée inverse de Fourier en k. On pose alors

) ik _ . sign(y) _
a(k,y.s) = 5e e, ok y,s) = = e e
avec z = (k* 4+ s2/c*)Y/? et ¢ une constante positive.

En appliquant la transformée de Fourier inverse en k a 4, on obtient :

1 [T :
e,y s) = /‘ K ~(ylz-+ika) g,

Tdn ) 2
. . ps
En faisant le changement de variable £k = —, on aura :
c

+ .
a(.ﬁU,y,S) = L o0 & e_%(|y‘(1+l’2)%+ipz)

dem J_oo (1+p2)%

+00
= / f(z,y,p,s)dp.

—00

dp,

Pour retouirner au domaine temporel, on cherche un chemin I' dans le plan complexe, vérifie
lyl(1+p?)2 +ipr =ct VpeT avect € R et

+o0
/ f(:v,y,p,S)dpz/f(w,y,p,S)dp-
T

—00

Ceci nous permet par unicité de la transformé de Laplace et en utilisant le changement de
variable p = y(t) de calculer u(z,y,t) = h(z,y,t) :

+o0o
a(z,y, s) =/ h(z,y,t) e dt.
0
On pose

[yl(1+p?)2 + ipz = t,
(5.2.39)
1
I={peC/lyl(1+p*)> +ipr e RT}.

En posant z = rcos et y = rsinf, on trouve ' =TT U~ Uyt U~~, avec

242

t t
T = {—iZ cos + [sin (- — 1)2, = <1},
T T

ol =3

(5.2.40)

+ .ct . A2 1
vF ={—i(=cosf £ [sinf|(1 - —-1)2), 0 <t <
T T

o3

}.

Remarque 5.2.3 Puisque, on s’intéresse a la propagation d’ondes dans un milieu infini,
nous n'utilisons pas les contours 7.
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En utilisant cette méthode, on calcule :

—+ .
awys) = —— [ Pz (b i)
dom oo (14 %)

_ 1 l/ _ s 2 () 2 +ipe) dp+/ s~ (i) 2 tipe) g,
r+ (

dp,

dem 1+p2>% - (143
cos /+°°
2nr Jr /

= / 8th (33 Y, ) st dt

“+oo
e stdt = / he(z,y,t)se st dt,

En utilisant 'unicité de la transformée de Laplace, on déduit :
(5.2.41) u(a,y,t) = H(t = =) dhe(w,y, 1),
c

xt

2rr2 /12 — 2_3

Szgn(y) e—|y\z

ou H est la fonction de Heavside et hq(x,y,t) =

On utilise les mémes démarches pour 0(k,y,s) =

. +OO )
{)(.r’y’s) _ 82947;(3/)/ e—(|y\z+zkx) dk,

_ sign(y) /+oose—st dp

der

, on obtient :

— 00

= _Lgn(y) [/ se‘“dp—i—/ se” 5t dp},
der T+ _

sign(y)|sinf| [T - /+°O -
= dt = t dt
2777" r /7 gC (.T, y7 )86 9

+oo
= [ 81&90(-r Y, ) -t dt,

On déduit alors : ,
U(:E7 yvt) = H(t - E) atgc($7 y7t)a
yt

avec go(z,y,t) = —
22y 12 — 5

Finalement, nous obtenons :
u?(.ﬁ, Y, t) = ,Pikl 8thcl ($, Y, t) + ,Pik2 8th02 ($, Y, t)a
’u’?SJ (‘Ta Y, t) = Pikl 8tgcl (:1:7 Y, t) + PT2 atgcg (:1:7 Y, t)a
(5.2.42)
’U/?(m, Y, t) = Pékl 8thcl (:1:7 Y, t) + P;Q 8thcz (:1:7 Y, t)a
u?($7 Y, t) = Pékl 815961 (':Uv Y, t) + PSQ atgcz (337 Y, t)a
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avec c1 = Vpr, g = Vps et P =Py fr Vi, j=1,2.

Dans le cas d’une source quelconque en temps et ponctuelle en espace 6(x)d(y)f(t), la so-
lution de ce probleme est obtenue & l'aide de la convolution de la fonction source avec les
fonction de Green :

t
(2,9, 1) = / wl(a,y, 1) (t - 7)dr,
(5.2.43) 0

t
w(:z:,y,t):/o wé(aj,y,T)f(t—T)dT,

ot (ud,w?’) est la solution associée & une source ponctuelle en temps.

Pour ne pas alourdir et simplifier cette étude, on a traité que le cas d’une source de pression
pression. On peut généraliser cette démarche a tout type de source (voir les exemples qui vont
suivre).

On termine ce chapitre par des exemples de propagation avec des différents type de source.
On se place dans un milieu infini occupé par un matériau poroélastique homogene, isotrope,
non dissipatif (X = +00) et caractérisé par les données physiques :

p=18kg/m3, p; =1.kg/m? p, =T75kg/m?,
(5.2.44)

uw=4Pa, \g =95.93 Pa, m =10 Pa, 8 = 0.295,
ce qui correspond aux vitesses

Vor =2.93m/s, Vps =1.19m/s, Vs = 1.95m/s.

Dans un premier temps, on considere une source de pression fy(z,y,t) = 6(x)é(y)h(t) ponc-
tuelle en espace, localisé au point (0,0), le signal temporel est une gaussienne en temps :

h(t) = exp(—m>f§(t — t0)®), to =1/ fo,

et de fréquence fy = 5.95 Hz.

La solution analytique est calculée a ’aide d’'un code MATLAB en utilisant la convolution en
temps de la source et la fonction de Green a ’aide de I’équation (5.2.43). Nous présentons sur
la figure 5.2.2 la restriction de la premiere composante de la vitesse du solide dans le milieu
[—3,3] x [—3,3] dans des différents instants, ¢ = 0.6s, 0.8s, 1s et 1.2s. Nous observons bien
que la source de pression a généré deux types d’ondes P : une onde lente de vitesse V)5 et
une onde rapide de vitesse V),;.

Dans un deuxiéme temps, nous considérons le cas d’une source de cisaillement

ful@,y,t) = F(1) V x (6(2)d(y)) ,

nous suivons les mémes démarches que dans le cas d’une source de pression et on montre que
la solution est une onde de cisaillement de vitesse Vs, voir la figure 5.2.3.
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Enfin, dans le dernier test, nous considérons une source de compression

fulw,y, 1) = F(O)V (6(x)d(y)) ,

nous présentons sur la figure 5.2.4 les instantané de la norme de la vitesse dans le solide et
sur la figure 5.2.5 la coupe de la norme de la vitesse sur la ligne y=0.

F1G. 5.2.3 — Instantanés de la premiere composante de la vitesse (source de cisaillement)
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compression)

0.008

0.008|

0.004|

0.002]

Fia. 5.2.5 — Coupe de la norme d ela vitesse sur la ligne y = 0

A partir de ces tests , nous remarquons que chaque type de source, de pression ou de ci-
saillement, ne génere que des ondes de méme type, nous en déduisons alors que les ondes de
compression et de cisaillement dans les milieux poroélastiques homogenes sont découplées.
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Chapitre 6

Choix d’une formulation
variationnelle optimale

Ce chapitre a pour objectif d’étudier les formulations variationnelles mixtes possibles
associées au probleme modele ainsi que le colt de stockage et la mise en oeuvre de
chacune de ces formulations.
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6.1 Probleme avec quatre inconnues

Introduction

Pour utiliser une méthode numérique d’éléments finis, le choix de la formulation variationnelle
est un outil préliminaire afin d’étudier lefficacité de cette méthode. Le probleme modele
comporte 4 équations et 4 inconnues et pour I’approcher, plusieurs formulations variationnelles
sont possibles. C’est pour cette raison que nous avons consacré un chapitre pour I’étude des
formulations variationnelles mixtes associées au probléeme modele. Pour comparer les diverses
formulations, on considére le probleme dans un ouvert Q C IR? et un maillage régulier de
(N — 1)? carrés. Nous calculons le cofit de stockage des inconnues et nous étudions la mise
en oeuvre de chacune des 7 formulations proposées, en utilisant les méthodes des éléments
finis mixtes compatibles avec la condensation de masse [16, 52, 81, 83] développées au sein
du projet Ondes.

N-1

FIG. 6.0.1 — Maillage uniforme de (N — 1)? éléments

6.1 Probleme avec quatre inconnues

Pour réduire le cout de stockage des inconnues, on dérive les deux équations (5.1.1¢)-(5.1.1d)
par rapport au temps, et on note repectivement par us et w les dérivées de ug et w par
rapport au temps (us = Ug, w = w) le probleme (5.1.1) se réécrit sous la forme d’un systéme
d’évolution du premier ordre :

(6.1.1a) pOus + prOyw —V -0 = f, dans Qx]0, T,
(6.1.1b) pfatus+pw8tw~l—%w+Vp:fw dans Qx]0,T7,
(6.1.1c) Adwo =¢e(ug) — BAI Op dans Qx]0,T7,
(6.1.1d) %8tp+ﬁv-us+V~w:fp dans Qx]0,T7,
(6.1.1e) us(z,0) = up(z), w(z,0) = wo(x) dans €2,

(6.1.1f) on=0,p=0 sur T x [0, 71,

ol A est le tenseur inverse de C' : A =C~! et f, est la dérivée de F, : f, = Fp.
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Choix d’une formulation variationnelle optimale

6.1.1 Formulation 1
On considere les espaces fonctionnels :
H, = [H' (D)), H, =[L*Q),
(6.1.2) [ ] [ ]
H, = L*(Q,£v™(RY)), H,= H(Q),

On multiple ’équation (6.1.1a) par w € H,, (6.1.1b) par w € H,, (6.1.1c) par ¢ € H, et
(6.1.1d) par p € Hp. En intégrant sur 2, on obtient :

i pus udz—i—i pfw~ﬁdx—/Va-de:v:/fu-&dz, YueH,,
dt dt Q
d
pfus wdx + —/ Puw W * wd:::—i—/ —w - wdx
Vw e Hy,
(6.13) / Vp - dds = / fuo -0,
—/Aa:&dm—/s(us):&d:ﬁ—/ﬁpAI:&da::O, Vo € Hy,
dt Jo Q Q
d 1 . _ _ - -
— | —pp+ | BV -uspdex+ | V-wpdr= | f,pdr, Vp € Hp.
dt Jo m 0 Q Q
Apres une intégration par parties de
/Va-ﬂdx:—/aze(u)dx et de /V-wﬁ:/w-Vﬁdfn,
Q Q Q Q
on aura la formulation variationnelle suivante :
[ Trouver (us(t),w(t),o(t),p(t)) € Hy x Hy x Hy x Hy :
d d N -
% plug,@) + 5 pp(w, @) + b(0,8) = (fu0) vie H,
d . d - _ - - -
(6.1.4) 5 P(Us, @) + — pu(w, @) + k(w, ) + d(p, ) = (fu, @) Y € Ho,
d
pr a(0,6) —b(d,us) — 7 c(p,) =0 VoeH,,
d _ - -
5 (s D) + Blus; p) — d(p,w) = (fp,p) Vb€ Hp.

avec les formes bilinéaires :

( p(us,m—/pus-adx, pstw.i) = [ pruw-ide, pulw.d) = [ pow-ids
Q

/—wwdw a(o,6) /Aa gdx, m(p,p /—ppda:

(6.1.5)
b(o,us) = /Qa e(us) dz, d(p,w /Vp wdz,

a):/QﬁpAI:Gd:L‘:O, B(us,p):/ﬂﬁV~uspdx.
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6.1 Probleme avec quatre inconnues

En utilisant les éléments finis de plus bas degré, 'approximation en espace de la formulation
variationnelle, nécessite 2 degrés de liberté par noeud pour ug, 2 degrés de liberté par élément
pour w, 3 degrés de liberté par élément pour o (symétrique) et 1 degré de liberté par noeud
pour p (voir la figure ci-dessous).

L i

(a) us (b) w (c)o dp

F1G. 6.1.1 — Les degrés de liberté associées a la formulation 1

Pour le cotit de stockage associé au maillage uniforme présenté sur la figure 6.0.1, nous avons
le tableau suivant :

inconnue degré de liberté (noeud/élément) degré de liberté (domaine)

Ug 2 par noeud 2N?

w 2 par élément 2(N —1)2

o 3 par élément 3(N —1)2

P 1 par noeud N?
total ~ 8N?

TAB. 6.1.1 — Cotit de stockage pour la formulation 1

6.1.2 Formulation 2

Si on exige la régularité sur w au lieu de p, en faisant I'intégration par partie :

/prda::—/pv‘wda:
Q Q

On obtient donc une deuxieme formulation (6.1.4) avec les quatre inconnues, en exprimant

dans (6.1.5) : d(p, w) par — / pV-wdz et dans (6.1.2) : H,, par [H(div,Q)]? et H, par L*(Q).
Q

Le cott de stockage et le nombre de degrés de liberté associés a cette formulation sont donnés
sur la figure 6.1.2 et le tableau 6.1.2.

6.1.3 Formulations 3 et 4

On peut exiger la régularité sur o au lieu de u, en faisant I'intégration par partie :
(6.1.6) / o:e(us)dr =— / u-(V-o0)de,
Q Q
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Choix d’une formulation variationnelle optimale

inconnue degré de liberté (noeud/élément) degré de liberté (domaine)
Ug 2 par noeud N2
w 4 par noeud 4N?
o 3 par élément 3(N —1)2
D 1 par élément (N —1)?
total ~ 10N?

TaAB. 6.1.2 — Cout de stockage pour la formulation 2

\ Y = ]
L L o
A A . e
- - T — 7:>
vy w
(a) us (c)o (d)p
(b) w

F1G. 6.1.2 — Les degrés de liberté associés a la formulation 2

ce qui nous donne deux formulations possibles :
1. La formulation 3 consiste & remplacer dans (6.1.2) les espaces H,, et H, par

H, = [H(div,0)]?, H, = H(div,Q, L™ (IR?))
et dans (6.1.5) la forme bilinéaire b par

(6.1.7) b(o,u) = — /Q(V o) - udz.

— 4A4
.

\ A
1= =i - =
- ] 447 T
| A A ! A A
<—;——f ——:> <—;— - ——.—:>
vy ! vy !

(a) us (b) w (c)o

Fi1G. 6.1.3 — Les degrés de liberté associés a la formulation 3
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6.1 Probleme avec quatre inconnues

inconnue degré de liberté (noeud/élément) degré de liberté (domaine)

Ug 4 par noeud 4AN?

w 2 par élément 2(N —1)2

o 5 par noeud 5N?

P 1 par noeud N?
total ~ 12N?

TaAB. 6.1.3 — Cout de stockage pour la formulation 3

2. La formulation 4 consiste a prendre les espaces :
H, = [H(div,Q)]¢, H, = [H(div,Q)]?,
H, = H(div,Q, £L¥™(IRY)), H, = L*(Q),

et les deux formes bilinéaires :

=
-
o
- =

(a) us (b) w (c)o (d) p
Fi1G. 6.1.4 — Les degrés de liberté associés a la formulation 4
Remarque 6.1.1 Les deux derniéres formulations ne sont pas classiques et ne présentent pas

un grand intérét par rapport auxr deux formulations précédentes; on a augmenté la régularité

pour le tenseur des contraintes o, par contre on n’a pas gagné beaucoup sur la régularité du
déplacement u € H(div, Q) au lieu de u € H().
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Choix d’une formulation variationnelle optimale

inconnue degré de liberté (noeud/élément) degré de liberté (domaine)

Ug 2 4 par noeud 4N?

w 2 4 par noeud 4N?

o 3 par noeud 5N?2

D 1 par élément (N —1)?
total ~ 14N?

TAB. 6.1.4 — Cout de stockage pour la formulation 4

6.2 Probleme avec trois inconnues

6.2.1 Formulations 5 et 6

En éliminant la pression p du systéme (6.1.1), on obtient un systéme avec trois inconnues :
pus"‘pfib_v“j:fm

1
(6.2.1) pf W+ py i + e w—V(MBV -us) —V(mV -w) = f, + V(m F,),

Ao =e(uy) +mB*V -us AI + mpV -w Al

Pour ce systeme, on a deux formulations variationnelles possibles :
1. La formulation 5 est donnée par :

;

Trouver (us(t), w(t),o(t)) € Hy x Hy x Hy :

d? . d? - - . _
ﬁp(u&u)—i_@pf(w?u)—i_b(avu): (fmu) Ve Hy,
2 2
6.2.2 d o d o d N -
(622 G prss )+ g pulw. ) + G klw,0) 4 i)

+da(w, W) = (fu,w) — (M Fp, V- 0)

a(o,6) —b(G,us) — c1(us,0) — ca(w,6) =0 VoeH,.

ou les espaces fonctionnels H,, H,, et H, sont définis par :

— 1 d — v d
(62.3) { Hy = [H(Q)Y, Hy = [H(div, Q)]

H, = L2(Q, £¥™(R?)),
et les formes bilinéaires sont données par :

dl(us,'w):/m5V~u3V-'wdx, dz(w,u?):/mv"wv-wdx
Q Q

(6.2.4) cl(us,a):/ﬁzmv~usAI:adﬂc, Cz(’waff):/ﬁmv"‘UAI:de’
o 0

L P, P#, Pw, k, a et b sont d’finies par (6.1.5).
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6.2 Probléme avec trois inconnues

Pour cette formulation variationnelle, le nombre de degrés de liberté associés aux incon-
nues ug, w est le méme que celui de la formulation 2 et comme le systeme est du second
ordre en temps, on aura besoin de 15N?2 place mémoire pour le stockage des inconnues
Uug, W et o.

2. La formulation 6 consiste a définir la forme bilinéaire b par (6.1.7) et prendre les espaces
H, = [H(div,Q)]* et H, = H(div,Q, L™ (IRY)).

Remarque 6.2.1 Comme dans la derniére remarque, cette formulation ne présente pas
un grand intérét pratique.
6.2.2 Formulations 7 et 8

En éliminant le tenseur des contraintes o du systeme (5.1.1), on obtient un systéme avec les
trois inconnues ug, w et p :

(. ; 0 Ou
pUus+prw — Z 8—xk(6kl8—xl) —V(Bp) = fu,
k|l
1
(6.2.5) pf’ils+pw1j)+zw+Vp:fw>

1
—p+ BV -u, +V-w=F,
\m

Avec CF € L(RY, RY) :
Cii = Cirtj = Cikgi-

La formulation 7 associée au probleme (6.2.5), est donnée par :

( Trouver (us(t), w(t),p(t)) € Hy x Hy x Hp :
d? d?
5 Pl @) + 2 pr(w, @) + aluy, @) + Blip) = (Fud) Ve M,
(6.2.6) ) )
d d
7.9 s, W w _k ) 0 d ) v) = wH 0 0 H’Lw
5 P @)+ s pu(w, D) + 3 k(w, @) + d(p, @) = (fu @) Vi€
C m(p,p) + B(us, p) — d(w,p) = (Fp, p) VP € Hp.
avec
H,=[H' Q) H,=[L*(Q),
6.2.7) { [ 1 ()] [L2()]
Hp =H (Q)v
et
ou
a(us, cH S—dm
(6.2.8) Z / Oz Oz,

P, Pfs Pw, k:, et d sont données par (6.1.5).

On a les méme espaces fonctionnels que dans la premiere formulation, par contre le systeme
est du second ordre en temps, il exige alors le double d’espace mémoire pour les inconnues u g
et w , ce qui nous donne au total IN2.
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Choix d’une formulation variationnelle optimale

La formulation 8 consiste a prendre comme espaces fonctionnels :
{ H, = [HY(Q)]¢, H, = H(div,Q),

(6.2.9) 1, - 12),

et a faire une intégration par parties des termes / Vp-wdr = — / pV-wdz, ce qui équivaut
Q Q
a remplacer b dans (6.1.5) par :

(6.2.10) b(p,w) = — /va ~wdz.

Pour cette formulation, on a 13N? place mémoire pour les inconnues.

6.3 Probléeme avec deux inconnues-Formulation 9

En éliminant la pression p et le tenseur des contraintes o du systeme (5.1.1), on obtient un
systeme avec deux inconnues :

3} Jus
pus+ Py w — Z a—mk(ckla_,;l) i V(mﬁ2v . us)
k,l
(6.3.1) ~V(mBV - w) = f, = V(mBF),

1
privs + putb + = = V(mBY - us) = V(MY -w) = fi = V(m Fy).

La formulation variationnelle associée a ce probléme est donnée par :

( Trouver (us(t), w(t)) € H, x Hy :
d? d?
@P(Us,@)—i‘ @Pf(wﬂ)+52(Us,@)+ﬁ1(’wvﬂ) = vaeH,
(6.3.2) (fur @) + (B Fy, ¥ - 5)
d? - d? . d - -
pres pr(us, )+ p7ol Pw(w, W) + 7 k(w,w) + B1(us, w) v € H,,
+Bo(w, w) = (fuw, @) + (M Fy, V- 0)

ou les espaces fonctionnels H, et H,, sont donnés par :

H, = [H'(Q)]",
(6.3.3)

H,, = H(div,Q),
et les formes bilinéaires 3; i = 0,1, 2 sont difinies par :
By, 7) = / MBIV -V -3 de,

Q

Y (i, %) € H(div, Q) x H(div,Q) et i = 0,1,2.

(6.3.4)

Avec ce choix, nous aurons un cotit de stockage de 12N 2.

170



6.3 Probléme avec deux inconnues-Formulation 9

6.3.1 Récapitulation

En récapitulant, nous aurons le tableau suivant :

Formulation Espaces fonctionnels Stockage Maillage
1 ve H , welL? oceL? pec H! 8N? irrégulier
2 uw€ H', we H(div),c € L? pe L? 10N? régulier
5 we H', we H(div), o € L? 15N?  régulier
7 we HY, we L?, pe H! 9N?2 irrégulier
8 u€ H', we H(div), pe L? 13N? régulier
9 u € HY, w € H(div) 12N?  régulier

TAB. 6.3.1 — Cotit de stockage pour les différentes formulations

Dans cette étude nous n’avons pas présenté les formulations d’ordre 1 en temps associées aux
formulations 5-9, elles nécessitent l'introduction des inconnues supplémentaires et n’améliore
pas le cout de stockage des inconnues par rapport a celles d’ordre 2.

Pour la suite nous retenons la formulation la plus robuste, nous faisons le choix de la for-
mulation 1, c’est la moins coliteuse pour le stockage des inconnues, elle est compatible avec
I'utilisation des maillages irréguliers. Nous notons que cette formulation est adaptive au code
éléments finis mixtes [52] que on en dispose (voir le chapitre suivant).
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Chapitre 7

Approximation et analyse
numérique

Dans ce chapitre nous considérons une formulation mixte du premier ordre en temps pour
le probleme de la propagation d’ondes dans les milieux poroélastiques, nous présentons
une méthode numérique basée sur 'utilisation des éléments finis mixtes d’ordre élevé
avec condensation de masse ; nous proposons un schémas aux différences finies en temps
pour lequel nous démontrons une condition suffisante de stabilité, et pour modéliser les
milieux non bornés, nous adaptons la technique de couches absorbantes parfaitement
adaptées (PML).
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Approximation et analyse numérique

Introduction

Nous nous intéressons a l'adaptation de la méthode des éléments finis mixtes spectraux
développés par S. Fauqueux [52] pour les problémes de la propagation d’ondes en milieu
acoustique et élastique au probleme de la propagation d’ondes dans les milieux poroélastique
hétérogenes. Le choix de cette méthode est motivé par les raisons suivantes :

— Compatible avec la formulation variationnelle 1 retenue dans le chapitre précédent.
— Un stockage moins colteux (inconnues et matrice de rigidité).

— Compatible avec la technique de condensation de masse.

— Utilisation d’un maillage hexaédrique pour les milieux hétérogenes.

— Méthode d’ordre élevé (intéressante pour le probleme de la dispersion numérique et la
modélisation des interfaces courbes).

La plupart des méthodes numériques développées pour la propagation d’ondes dans les milieux
poroélastiques qu’on trouve dans la littérature géophysique sont dans le domaine fréquentiel
ou basées sur des schémas d’approximation aux différences finies. Dans ce cadre nous citons
en particulier les travaux de Atalla et al. [2, 72] et de Gauzellino et al. [54] pour les méthodes
dans le domaine fréquentiel et les travaux de Zeng et al. [84, 85] et celui de Dai et al. [44] pour
les schémas aux différences finies. Cependant, une maniére robuste pour traiter les milieux
hétérogenes et a géométries complexes est d’utiliser la méthode des éléments finis. Dans ce
cadre, S. Fauqueux [52] a développé pour son travail de thése une méthode d’éléments finis
mixtes pour les ondes en acoustique et en élastique. Notre but est essentiellement d’étendre
cette méthode aux milieux poroélastiques et d’en analyser les principales propriétés théoriques
et pratiques. Cette méthode est particulierement concue pour les maillages quadrangles ou
hexaédriques pour traiter les milieux hétérogenes et présente l'intérét d’étre compatible avec
la condensation de masse (schémas explicites en temps).

Ce chapitre est consacré a l’approximation et I’analyse numérique du probleme de la poroélasticité.
Dans un premier temps, nous rappelons le principe de la méthode dans le cadre de la propa-
gation d’ondes en milieu acoustique. Dans un second temps, nous décrivons la méthode dans
un cadre assez général (dimension d = 2,3), nous considérons une formulation varitionnelle
mixte en premier ordre en temps qui fait intervenir la vitesse dans le solide, la vitesse de
filtration et la pression. Nous présentons une méthode d’approximation numérique basée sur
I'utilisation des éléments finis mixtes pour la semi-discrétisation en espace et un schéma aux
différences finies d’ordre 2. En section 7.4 nous démontrons la stabilité de notre schéma dans
les milieux hétérogene a ’aide d’une technique d’énergie discrete. Finalement dans un dernier
temps, nous consacrons la derniére section de ce chapitre a la modélisation des milieux ouverts
par adaptation des couches absorbantes parfaitement adaptées (PML) & notre probleme.
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Approximation et analyse numérique

Fi1c. 7.0.1 — Exemple d’un maillage quadrangulaire adapté

7.1 Rappel du principe de la méthode

La méthode a été introduite pour la propagation d’ondes en milieu acoustique et a été adaptée
pour un modele dérivé du systeme de 1’élastodynamique [52]. Le principe de cette méthode
est basé d’une part sur une reformulation du probléme initial ; en le réécrivant sous la forme
d’un systéme qui ne fait intervenir que le gradient V et la divergence V- (son adjoint) en
exprimant tout ce qui est tensoriel a ’aide des vecteurs, et d’autre part sur 'utilisation d’une
formulation mixte H! — L? dans des espaces d’approximation non classiques et 'utilisation
de la technique de la condensation de masse. Ceci permet en particulier d’avoir un schéma
explicite et des matrices de rigidité indépendantes des propriétés géométriques et physiques
du domaine.

Nous adaptons cette méthode aux équations de la poroélasticité, pour le faire nous refor-
mulons d’abord notre probleme.

7.2 Reformulation du probleme

Dans le chapitre précédent nous avons fait une étude préliminaire pour un choix optimal de
la formulation variationnelle. nous utilisons la moins cotiteuse (6.1.4). En utilisant la symétrie
du tenseur de l'élasticité C, nous pouvons réécrire la loi de comportement :

oc=Ce(us)—PBply
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7.2 Reformulation du probléme

sous la forme [52] :

d
1
Oik = 5 > Cinjt Oyt + Oy 1) — Bp i
Jl=1
L L
= 3 Z Cikji Oz, uj + 3 Z Ciklj Oryuj — Bp o

Jl=1 Jl=1
d

= Z Cikji Ozuj — Bp o, (Cirtj = Cikjt)

Jl=1
d d

d
— Z (Z Cikji Or,uj) — Bp i, = Z(Az‘jvuj)k — Bp bk,

j=1 =1 j=1

avec A;; la matrice carrée définie par (A;;)r = Cixji- Nous avons alors :

d
o= (oq1,++,0i)' =Y _ AijVu; — Bpé;.
=1
Citj1 Cij2 Ciijs
> pour d=2et Aij = Cigjl Oi2j2 Cigjg pour d=3.
Cizj1 Cizja Cizjs

Citj1 Cij2

avec A;; =
K ( Cizj1 Cij2

Remarque 7.2.1 Nous remarquons que :

1. Les propriétés de la symétrie du tenseur C impliquent :
(7.2.1) Ay =AY Vij=1,d.

2. Dans le cas isotrope, nous avons, en 2D :

et, en 8D
AM+2u 0 0 0 X0 0 0 A
All = 0 1% 0 s A12 = A;l = 12 0 0 N A13 = A§1 = 0 0 0 N
0 0 u 0 00 nw 0 0
W 0 0 I 0 0 w0 0
Agy = 0 Xo+2u 0 , Aoz = A§2 0 Xo+2u 0 , Azz = 0 u 0
0 0 " 0 0 7 0 0 Xo+2u

On introduit les nouvelles variables vectorielles (7;)i=1.4 :

On considere le probleme modele (5.1.1) dans un ouvert Q C IR%, en gardant les notations u
et w pour le champs de vitesse dans le solide et la vitesse de filtration, nous pouvons écrire
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une nouvelle reformulation du probléeme modele en premier ordre en temps, sous la forme :

(7.2.3a) pis+prw—V-o=f,  dans Qx]0,T],
1
(7.2.3b) pfus—l—pww+zw+Vp:fw dans Qx]0,T],
(7.2.3¢) v =Vu; Yi=1,d dans Qx]0,T],
d
(7.2.3d) o; =Y Aijyj—Bpé& Vi=1,d  dans Qx]0,T],
j=1
d
I I
(7.2.3e) Ep—i—ﬂz:’yj.ej—i—v'w:fp dans Qx]0,T],
j=1
(7.2.3f) us(z,0) = up(z), w(z,0) = we(x)  dans €,
(723g) p($, O) = pO(x)v 'Yi('rv O) = 7@0(33) Vi=1,d dans (2,
(7.2.3h) p=0,0pn=0Vi=1d surdQ x|[0,7T].

ou n est la normale extérieure au domaine.

Dans tout ce qui suit nous prendrons comme probleme modele le systéme du premier ordre
en temps et en espace (7.2.3).

7.3 Formulation variationnelle

Nous obtenons la formulation variationnelle mixte, en appliquant & I'équation (7.2.3a) le
produit par @ € H, = [H'(Q)]4, & (7.2.3b) par @ € H,, = [L*(Q)]%, & (7.2.3c) par ¥ € H,, =
H,, & (7.2.3d) par 6 € H, = Hy,, & (7.2.3¢) par p € H, = H}(Q) et en intégrant sur Q. Apres
une intégration par parties des termes :

d
/(V.a).adx: —Z/ 0;.Vii; d,
Q i1 /9

/V'wﬁdx:—/w.Vﬁdfv,
Q Q
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7.3 Formulation variationnelle

nous obtenons la formulation mixte suivante :

d

(7.3.1a) & s, 1) + oy, 0) + (o, ) = (),
=1

d - d
(7.3.1b)  — pp(W,us) + —

dt dt pw(wﬂf))—i—k(w,zb)—l—r(lb,p) = (fwaﬁ))7

d
(7.3.1c) 7 d(vi,y) —r(F,u;)) =0 Vi=1,d,
(7.3.1d) d(o;, 6 Za” (vj,6) +bi(p,6) =0 Vi=1,d,
d 4 d
i=1
avec
( p(u, i) = /puudaf m(p,p /—ppdw
Q
pw(w,zb):/pww.ﬁ)dx /—w W dx,
Q

d(w,w) = wdr, ajj(w,w) = [ Ajjwaddr,

(7.3.2) (w, W) /wa z, a;j(w,w) /Q jw.w dx

(fur ) /fu Gde, (fu, /fw D dz, ()

\

7.3.1 Energie en vitesse

Ve H,

pf(w,u):/pfuwdx bi(p, w /ﬁpezwdx r(w,p) = /wVpd:n,

/ fppdx.

La formulation variationnelle (7.3.1) vérifie une propriété de décroissance d’énergie lorsque

les termes source sont nuls (f, = fu =0, f, = 0).

Définition 7.3.1 La quantité d’énergie associée au probléme (7.5.1) est définie par l'iden-

tité :

d

(7.3.3) Ey(t) = % p(us,us) + Z a;ij (75, 7) + Pw(w, w) + m(p,p) + 2p(w, us)

ij=1

179



Approximation et analyse numérique

la quantité Z a;j(7;,7i) est positive :
ij=1

d

Z‘%j(’ﬁa%) = Z/AZ]/Y] 71d$

,j=1 ,j=1

= Z/ i)kt (Vi) (v)w d,

2,5kl

= / Z Czk]l Tik Tjl dx

1,7,k,l

= /CT:TdJ?ZO,
Q

avec Tij = Tji = 1/2[(7i); + (73)il-

Alors sous la condition pp, > pfc, E, définit bien une quantité d’énergie positive et elle
vérifie la propriété de dissipation :

Théoréme 7.3.1

dE,

(7.3.4) =

= —k(w,w) + (fu,w) + (fuw,w) + (fp,P)-

Démonstration

On considere la formulation variationnelle (7.3.1), en prenant comme fonctions tests 4 = ug,
w=w,y=0;, & =0y et p=p, on obtient :

d
(7.3.5a) p(Orus, us) + pp(Opw, us) + ZT(UuUi) = (fu,u),
i=1
(7.3.5Db) p (W, Opus) + Py, (Orw, w) + k(w,w) + r(w,p) = (fu,w),
(7.3.5¢) d(0yi,04) —r(oi,u;) =0 Vi=1,d,
d
(7.3.5d) d(o;, 0py;i) — Z a;j(v;,0ryi) + bi(p, Opys) =0 Vi=1,d,
d
(7.3.5€) m(0p,p) + Y _ bi(p,0rvi) — 7(w,p) = (fp. D).
i=1

De la somme des égalités (7.3.5a), (7.3.5b), (7.3.5¢c) pour i = 1,d et (7.3.5e), et la soustraction
de (7.3.5d) pour ¢ = 1,d découle I'identité :

d
1d
o 14 [p(us7us) +pw(w w) +m(p p) +2pf w, us 7]78{71 =
(7.3.6) 2 dt

_k(wvw) + (fmu) =+ (fwaw) + (fp,p)'
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7.3 Formulation variationnelle

En utilisant la propriété des matrices A;; (7.2.1), les formes bilinéaires a;; vérifient pour tout
(7,7) € Hu x Hy

aij(1,7) = /Q Ay -7 de,

d
Cette propriété, nous permet d’écrire la somme Z a;j(j,0ry;) sous la forme de :

i,j=1
d 1 d 1 d
Z 00 0m) = 5 D @i 0m) + 5 Y 4y, 00),
=1 ij=1 i.j=1
1 & 1 &
= 3 > i, 0m) + 3 > @i )s
ij=1 ij=1
1 & 1 &
= 5 "(’Yj,at%‘) 5 Z az‘j(at’Yja'Yz‘)7
ij=1 ij=1
d
1d
= 2dt Z aij (Vs Vi)

En remplacant cette derniere égalité dans (7.3.6)7 on obtient le résultat de la décroissance de
I'énergie (7.3.4). A

7.3.2 Semi-discrétisation en espace

Pour I'approximation de notre probleme nous utilisons les éléments finis mixtes d’ordre élevé
avec condensation de masse développés dans [52]. Nous supposons ici que le domaine est
une union de quadrangles en dimension 2 ou de hexaédres en dimension 3. Nous considérons
un maillage 7, = Ué\glKe de Q, le carré unité K = [0,1]¢, & = (Zi)i=1,d4 le systeme de
coordonnées associé et F, I’application vectorielle transformant K en K, (voir F1G 7.3.1).
Nous approchons les inconnues par des fonctions Q.. Plus précisément, nous introduisons les
espaces d’approximation :

P, = {go € C%0) /q|lx, o F. € Qr(f() et o =0 sur 8(2} C Hp,
(7.3.7) Up = {9 € [COQ)]?/ |k, o F. € [Q,(K)]*} C H,,

Wy, = {v € [L2Q)]* ) |J|DF |k, o Fe € [Qp(K)]*} C Ha,
avec |J.| est le jacobien de Fi, DF, la matrice jacobien et

QE)={¢: K—>R/q)= Y a]]il}.

le{0,--r}d =1
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(0,1) (1,1)

>

(0,0) X
(1.0)

Fic. 7.3.1 — Transformation F,

Remarque 7.3.1 Le choiz (7.5.7) des espaces d’approximation nous permet d’avoir une ma-
trice de rigidité indépendemment du maillage (voir plus tard dans §7.3.5.1, Calcul matriciel).
Nous avons donc un gain de stockage trés important car il suffit de calculer la matrice de
rigidité localement sur I'élément de référence K.

Le probleme approché associé a la formulation (7.3.1) consiste a chercher
(up(t), wp(t),vie(t), o5 n(t), pr(t)) € Up x Wy, x Wy, x Wy, x Pp, qui vérifient :

d

d - d N - . -
7 p(un, ip) + 7 p (W, Up) + ;T(Um,uih) = (fu> Un), Vay € Up
d d - . - - -
7 p (W, up) + T P (Wh, Wp) + k(wh, Wn) + 7(Wh, pr) = (fuw, W), Yr € Wy
d - - . _

(738) { @ d(YinsYn) — r(n,uin) =0 Vi=1,d, Vn € Wy
d(in,6n) = Y aij(vin,6n) + bi(pn, 64) =0 Vi =1,d, Van € Wy

—1

d s
&mph,ph +Z—b PhsYin) — T(Whs Pr) = (fp, Pr)- Vpn € Py

Afin d’appliquer la technique de la condensation de masse, les formes bilinéaires ci-dessus
sont calculées a ’aide de la formule de Gauss-Lobatto :

Ne
plup,ap) =~ pp(up, ip) = 27{ pup. iy dx,
avec

¢ g(w)d:vz/KUelgoFedﬁ:% S Gll@)lgo R,

(7.3.9) Le{l, i rt1}d

Vge CUK,),
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7.3 Formulation variationnelle

on & = (fll, o, ,éld) lc{l,---,r+1}% sont les points de Gauss-Lobatto dans le carré unité
et w; sont les poids associés (voir la figure 7.3.2).

Eﬁ,l és,z és,s 36,4 86,5 €66

° oo ¢ -
I_; o :_I [ 147 + 427

A. ~ ~
65,1 65,2 55,3 55,4 55,5 £5,6

e e e o o ¢
54,1 54,2 54,3 54,4 54,5 54,6

éS,l 33,2 éz,s &34 &5 és,ﬁ
[ I ) [ J [ ] o o

é2,1 62,2 éZ,S é?A 6215 52,6
I o o ¢ o I ”””” 1L, VT 427
‘ - ° 3T T m

I3 531,2 €13 &y &y &g

1 . 147 — 427 1 N 147 + 427
2 42 2 42

F1c. 7.3.2 — Points d’interpolation avec r =5 et d = 2.

On introduit les bases des espaces Py, Up, Wy, :
Bph:{goZZ:L ’N}’
BUh :{gbz’]Z:l’ ’N7j:17... ’d},
BWh :{'@beIE{l?... 7T+1}d’j:17‘.. 7d’€:17... 7N€}

ou N est le nombre de degrés de liberté du maillage, N, le nombre d’éléments, ¢; ; et l/JleJ

vérifient :
$ij = i €j,
|Je|DFe_1z/1le7j oF, = ¢p¢€;.
ol (@1)ief1,... r41}a sont les fonctions d’interpolation de Lagrange sur K qui satisfont :
Pr(&t) = Ok

et (€1,--- ,€;) est la base canonique dans IRY.

On considere Uy, (respectivement Wy, T';p, 3;p et Pp) les cordonnées de uy, (respectivement
Why Yih, Oin €t pp) sur la base Uy, (respectivement Wy, Wy, Wy, et Py, ), le systéme (7.3.8) se
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réécrit alors sous la forme matricielle suivante :

Dudgh dWh+;R i =0,
Diwdzh D, %JFKWHR P, =0,
(7.3.10) Dw% — R'U;p =0, Vi=1,d
Dwzih_zd:T“th-l-G'Ph:O, Vi=1,d
j= 1
pdih ZG] dzth RW), = F.

La matrice D, est inversible, nous simplifions le dernier systeme, en éliminant les inconnues

Yin = D;l ZTz‘jrjh — D;lGZ'Ph Vi=1,d.

j=1
?:
- ® Py,
_ = Uy
e Wy

Fi1G. 7.3.3 — Les degrés de libertés associées a P, Uy, et Wy, pour r =5

7.3.3 Calcul matriciel
Soit S; le support de la fonction de base ¢; :
(7311) Si:{Ke/ezl,--- ,Ne,gi EKB}
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7.3 Formulation variationnelle

Nous définissons aussi les deux fonctions : loc, et glob., permettant de passer de la numérotation
globale sur K. a la numérotation locale sur K, et inversement :

ve:lf”aN&
loce(i) =n Vi=1,---,N,
globe(n) =i Ve {l,---,r+ 1}

Dans cette section nous rappelons le calcul de la matrice de rigidité et les matrices de masse
présenté dans [52]. Nous faisons le calcul des matrices reliées a la poroélasticité : les matrices
de couplage entre les deux phases solide et fluide (D, et G; Vi = 1,d) et la matrice D,,.

7.3.3.1 Calcul de la matrice de rigidité

Pour montrer que la matrice de rigidité ne dépend pas du maillage (voir Remarque 7.3.1),
nous calculons les termes de R :

(R)fm‘,j = r(w%,z, ©k)

Ke
1 N N
= /K |Je‘mDFe¢n,i -DFE YN di, m = loc(j),

= /YA QZ;TL,Z ‘ @@m d;%.
K

Par conséquant, les termes de R ne dépendent pas de la transformation F.. De plus apres
I'intégration numérique par la formule de Gauss-Lobatto (7.3.9), nous aurons :

(R)f’t,i,j = Z @)l '(an,z'(él) : @Sbm(él%

le{l, r4+1}d

= Z O Pn(&)E - Vom(&),
le{l, r+1}d

= Z L:)l 5717[6_;' . v‘ﬁm(&l)v
le{lr+13d

- df’né; ) V@m(fn)a

_  9Pm ¢ — loc.(j

= Wn 07, (511)7 m = lOCe(])'

Par définition, les points de Gauss-Lobatto sur le carré unité &, ont les cordonnées &, =
(&nt, -+, &na), les fonctions ¢, d’interpolations de Lagrange associées a ces points s’écrivent
alors comme produit de d fonctions ¢,; définies sur [0,1] et vérifient :

Sam' (émj) = 5m‘,mj .

Ceci nous permet de montrer que les interactions entre deux degrés de liberté n’ayant pas la
méme abscisse ou la méme ordonnée sont nulles. On a illustré sur la figure 7.3.4 un exemple
pour un degré de liberté donné (point noir) en dimension 2 et pour r = 5, les degrés de liberté
vectoriels interagissant de facon non nulle sont les degré de liberté présentés en vert.
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Fi1a. 7.3.4 — Exemple des interactions de la matrice de rigidité

7.3.3.2 Calcul des matrices de masse

Grace a la formule d’intégration de Gauss-Lobatto, les matrices de masse sont diagonales.

(Dw)ipjk = Pr(big, djk)

= Z / po ke @loce(i)saloce(j) € - e d
e/ 8inS;NK. 40" K

= 5ZJ5lkp(£z) Z djn|Je(£n)|7 én:Fe_l(fi)

e/&EKg
De méme pour la matrice D), :
(Dp)iy = mnlpi,e))
O A A LT
= . loce (i) Ploce(j)
e/ 8iNS;NK AD & moFe
_ N : |
= 5 M(&) Y @nlde(Enl, &n=F (&)
e/&EKg
Dw)pimr = Muwh(Wrn i Umi)

= / Pw Ui Vi AT,
K
- /K el [pw 05 - $ens] o Fo di

oF, * o o g
/ A %gpngpm[DFe DF.)8, - &, di
K e

. o F
5ann[p11|)J | £
e

DF!DF.|(6n) & - €k
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7.3 Formulation variationnelle

La matrice D,, est alors diagonale par bloc avec des blocs de taille d x d dont le bloc associé
au n-ieme degré de liberté du e-ieme élément du maillage s’ écrit :

o Pw © Fe
" el

Les matrices K, D, et Tj; ont la méme structure :
— le bloc d x d de la matrice K associé au n-ieme degré de liberté du e-ieme élément du
maillage s’écrit : )
Wn
|Je| IC o Fe
— le bloc d x d de la matrice D, associé¢ au n-ieme degré de liberté du e-ieme élément du
maillage s’écrit :

DF*DF,(£n),

Wn

| Je]

— le bloc d x d de la matrice T;; associé¢ au n-ieme degré de liberté du e-ieme élément du
maillage s’écrit :

DF*DF,(£n),

Wn

| el

DF: Aij DFe(én)'

7.3.3.3 Calcul des matrices de couplage

Pour les matrices de couplage Dy, et G; j = 1,d, on a :
(Duw);l,mk = Puwh((ﬁi,hwz,z)

= /K | Jel[pf Gia - 1] © Fe di

= /‘A pfoFegaloce(i)@nDFegk'gld.%
K

— 5nloce(i) <'anf(gi) DFe(én)e_l; € si i € Ke
0 sinon

(Gj)f,nJ = bjh(%‘a 1/1%,;)

= /K | Jel[B i€ - V5 i) © Fedi

- / B0 Fu Qo) pnDF.G - & di
K

0 sinon

— { 5nloc€(i) djnﬂ(ﬁz) DFe(é’n)éz € si i € Ke

Les matrices de couplage D, et G; Vj = 1,d sont tres creuses ce qui nous permet de les
stocker d’une fagon optimale. Nous avons présenté sur la figure 7.3.5 un exemple d’un cas
simple de deux éléments et sur 7.3.6 la structure de la matrice D, associée a cet exemple.
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6 ‘5 4
1 2
(T (TR
@ @
1 2 3
F1G. 7.3.5 — Cas simple (deux éléments)
° |
3r ([ ] [ ] [ ] [ ] b
at o o o o .
5r [ ([ ] b
6 [ ([ ] b
s o o 1
8 [ ] [ ] b
of o o o o
10f o o o o
1 o o 1
[ 4 s 8 10 12 ” 16
nz =32

Fia. 7.3.6 — La structure de D,

7.3.4 Discrétisation en temps

Pour la discrétisation en temps du systeme (7.3.10), nous utilisons un schéma aux différences
finies sur deux maillages décalés en temps, centré, d’ordre 2, totalement explicite et auquel
on a associé une quantité d’énergie discréte décroissante (voir la section suivante). Nous

approchons les deux premieéres équations & l'instant "2 et les deux derniéres & 'instant " :
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7.3 Formulation variationnelle

Uyt — g Wit _ E
DuhTth + Duthth + RD’Y 1 Z TZ-]-I’?’ZUQ
(7.3.12a) 4 wi=1
CRDY G =
j=1
Un+1 o Un W?’L—i—l - Wn Wn+1 + Wn
(7:3.12b) Dj, =t 4 Dy~ + K0 by RrpY? = pr?,
n+1/2 _ pn—1/2
(7.3.12c) D,-th A ih _ _RUN =0, Vj=1,d,
Pn+l/2 - Pn—l/2 d *1“7;1/2 _ @]:1/2
(7.3.12d) D, N b — 4> G- A7 2 — RWp=F).
j=1
La résolution de ce schéma est totalement explicite, il est clair que le calcul de FZH/ % et
P2 ge fait facilement grace a la diagonalité des matrices D~ et D,,. D’autre part malgré
h ¥ P

la diagonalité de D, et D,,, comme les équations (7.3.12a) et (7.3.12b) sont couplées en Uy,
et Wh, le calcul de U ;;‘H et W;:H n’est pas immédiat. Pour les déterminer nous utilisons le
complément de Schur pour ces deux équations couplées :

Du Duw U;L"H—l Fl
Dy | D+ 5K | | Wi P
avec
(7.3.14)

d d
Fr o= FotY2 4 AeRDY DGR = N Tl ) + DGUR + Dy W

=1 ij=1
At
Fy = Fy"™? 4+ Dy, Up + (Do — 5 K)Wj — At R P2
At
Nous remplagons W} du systéme (7.3.13), en utilisant : W;"*! = (Dw+7 K)™1 [F2 - DZwU;zH],
nous aurons :
(7.3.15) HU = F,
avec
At —1 y*
H =D, — Dyw(Dy + 7K) Dy,
At
F =F| — Dyy(Dy + 7K)—ng.

La résolution de (7.3.15) est explicite grace au lemme suivant :

Lemme 7.3.1 La matrice H est diagonale par bloc, avec des blocs de taille d x d.
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Démonstration

La matrice D,, est diagonale par construction, comme la matrice D,, + At/2 K est diagonale,
avec des blocs de taille d x d, la matrice du produit (D,, +At/2 K)~'D¥, ala méme structure
que Dy . Pour montrer alors la diagonalité de H, il suffit de montrer que S = D, Dy, est

diagonale.

Siri v
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= Z (Duw)f,l,n,k X (Duw)f/,zan,k

n,k,e

-y

nk,e/&EKe

<D

n.k,e/§;€EKe

5nloce(z’) Wn pf(gi) DF, (én)e_lzze_i

5nloce(i’) Wn Pf (&) DF (é’n)e_fc-e—l’/

= Giipr(&) D @ocu() DFelGroc,(i))Ei-(é + €D).

kve/giEKe

20 [

3 [ ] [

4 [ ] [ ]

5 [ ] [ ]

6 [ ] [

7 [ [ ]

8 [ ] [ ]

9 [ ] [ ]

10 [ ] [ ]

11 [ [ ]

12 2 4 é 8 10 ® 12

FiG. 7.3.7 — La structure de H

Fi1c. 7.3.8 — Exemple



7.3 Formulation variationnelle

Remarque 7.3.2 L’autre choix de remplacer U;ZH dans (7.8.13) n’est pas pratique puisque
la matrice G = Dy + At/2 K — D}, D Dy, n'est pas nécessairement diagonale. En effet,
la matrice G a la méme structure que N = D}, Dy, , en calculant les termes de N, nous
aurons :

’flek’ nk = Z (Duw)f,l,n,k X (Duw)f,z,n/,k'
il /& EKNK,)
= Z 5nloc€(i)5n/ loc,/ (1) WnWny Pf (51)2 DF, (é'n)e_];;éi X DFe'(fn/)EZ'-gl
il /& EKNK,)
= 5globﬁ('n) glob,(n') WnWny Pf (gglobe(n))2

d
X Y DF.(&n)€i.-€ x DFu(én)efréi (KeN Ko # 0)
=1
Le calcul des termes de N montre que il existe des termes non nuls fo,;n, w lorsque on a :

glob.(n) = glob. (n') méme sans avoir e = €' oun =n' (voir la structure de G sur la figure
7.3.9 pour un exemple avec deux éléments figure 7.3.8)

Fi1G. 7.3.9 — La structure de N

En récapitulant, 'algorithme est donné par :

1. On suppose connues les données suivantes :
~ AL UO, WO, P2 T =14
- FU7 Fun Fp7 DU7 Dw, Dp7 D’ya Duw, R7 E]7 GZ Z7j = 17d

2. Calcul de F?+1/2 i=1,---,d a partir de I’équation (7.3.12¢c) :
T2 — 2 ARUT

3. Calcul de P"1/2 & partir de I’équation (7.3.12c) et (7.3.17b) :

d
pril2 = prol2 4 AH(F, — DY GRRUU + D' RW™)
j=1
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4. Calcul de U™ & partir de (7.3.12a) et (7.3.12b) : U™ = H~1F, avec :

At .
H = Dy — Dyy(Dy + > K)™'D;,,
At
F= Fl - Duw(Dw + 7K)_1F27

d
Fy = FrY2 4+ AeRDNY Gy 2 - Z Ty T %) + DU + D W

Jj=1 i,j=1

Fy = F'/2 4 DX UP + (Dyy — ﬁK)Wh At R*PI2,

A
5. Calcul de W™*! & partir de (7.3.12b) : W™ = (D,, + ?tK)_l(Fg - D;, U™

Remarque 7.3.3 On remarque que lorsque on prend les coefficients de couplage entre les
deux phase solide et fluide py = = 0 dans le probléme modéle (5.1.1), le code associé au
schéma numérique (7.3.12a) permet aussi de résoudre les probléme de propagation d’ondes
dans les milieux purement élastique et acoustique. Pour le cas élastique il suffit de prendre les
termes source f, et fp nuls et donner a p,, et m des valeurs non nulles pour que les matrice
D,, et D, restent inversibles, dans ce cas le schéma numérique est donné par :

U}:H_l Un

3.1 D,
(7.3.16a) A7

+ RD 1 Z TZJFn+1/2 F3+1/27

1,j=1

1m+1/2 _ P@—l/Q
(7.3.16b) D.,—ih . th _ _RUMN =0, Vj=1,d

De méme pour le cas acoustique il suffit de prendre les termes source f, et f, nuls et donner
a p une valeur non nulle, dans ce cas le schéma numérique est donné par :

Wt —wp N Kw;j“ + WP
At 2

(7.3.17a) Dy, + R PP = /2,

Pn+1/2 . Pn—1/2
(7.3.17b) D, A h — RW = 0.

7.4 Stabilité et quantité d’énergie discrete

7.4.1 Quantité d’énergie discrete

On consideére le probleme modele avec des termes source nuls. On définit ’énergie discrete
associée au schéma (7.3.12) :

Définition 7.4.1

+1/2 1/2 1/2
E" = 5 [ +Zazgh(7fh/,vfh ) lhwnl2,, + o, + 205 ()
t,j=1

n+1/2 n—1/2
At 1/2 —1/2 YVin —Yin
+ > rh(Wh, Py, / Zb Py /2, N ’
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7.4 Stabilité et quantité d’énergie discréte

avec 9
lunlly, = pn(un, un), Vuy € Up

lwnll?,, = Puwn(wn,wp), Ywy, € Wy

P12, = ™ (ks PR)- Vpn € Up

La quantité d’énergie E™ se décompose en deux parties :
d
“ 2 +1/2 1/2
1. Lapremitre, [Juf2,+ " an (2 i 2wl , + e
ij=1
approche la quantité d’énergie continue (7.3.3).

1/2
R, A2 0w )| /2

’yn—i-l/? 771—1/2
2. La deuxieme, At/2 [rh(wh, e 1/2 Zb e 1/2 ih A7 ih )] est un terme

assez petit on O(At), due a la dlscretlsatlon en temps.

On a le résultat de la dissipation de la quantité d’énergie discrete :

Théoréme 7.4.1

En+l o En Tl+1 2
4.1 = —
(7.4.1) Az

—I—wh

kp
avec ||wh||ih = kp(wp,wp,) YVwy € Wy.
Démonstration

On considere la formulation variationnelle discréte associée au systeme (7.3.8) :

uz-ﬁ-l o uz, R wz-i—l . wh ~ ~
(742&)ph(T,Uh)+pfh( +ZT Uih) :O,VUh EUh
ottt witt — Wl witt
Wy, ) + )+ k D
(7.4.2b) prr(Wh Al ) + Puwn( Al h) h( 5 h Vi, €W,
+Th(wh7ph+1/2) - 07
1/2 ~1/2
R T N i
(7.4.2¢) dp A7 An) = Ta(Yns uiy) =0 Vi=1,d, vV, € W,
d n+l/27 ~ a n+l/27 ~
(7.4.2d) n(o Z (a5 on) E A
(26 ) o Vi=1d,
pn+1/2 pn—1/2 n+1/2 n—1/2
h h Yin ih
(7.4.2¢) i At )+ Z bin (B, At ) Vpn € Py,
_rh(w27ﬁh) =
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Prenons iy, = (u} ™ +u')/2 (respectivement @y, = (w™ +w})/2, pr = (p Z+1/2 o l/2)/2)
Papproximation centrée de wuj (respectivement wy, ph) A Dinstant ¢"+1/2 (respectlvement
t"1/2 ¢7), en sommant les équations (7.4.2a), (7.4.2b) et (7.4.2¢) du systéme (7.4.2), nous
obtenons :

(7.4.3)
d n+1/2 n—1/2 _n+1/2 n—1/2
L mnt1 g ni1/2 Uh +uzh + Dy Yin  — Yin
2At<E El)_'—z;Irh th ’ " +Zblh 9 ) At
1=
1
2
ky,
avec
1/2 1/2
(744) B =gl + wpll2,, + o PN, + 2o n(w)up) + At ey (wf,pp )
En utilisant I"équation (7.4.2c) avec 3;, = o Z}j 1/2 , ous aurons :
n+1 n n+1/2ac32 . .n—1/2

(7.4.5) Th (J?Ilﬂ, Yin T %ih ;u2h> =d <Vih SAL Jin ,J?];l-l/2>

n+3/2 n—1/2

Or, en prenant &;, dans (7.4.2d) égale 4 ~ih 2;:/” , nous obtenons :
(7.4.6)
n+3/2 n—1/2 n+1/2ac32 n—1/2 n+1/2ac32 n—1/2
dh(%h ~— Vi n+1/2 Za n+1/2 Yin —Yin )_b'h(pn+1/2 Yin —Yin )
2At ik ’ 2At LR 2At

n+1
nt1/2 Ui, U

Remplagons rp,(o,, 7, ) par sa valeur dans (7.4.6), '’équation (7.4.3) se réécrit

2
alors sous la forme :
n+3/2 n—1/2 n+1 n+1
TAT EyT'-E) (vt Lik ih )k :
(T47) 5 +]Zla“h Tjh 271 )=k (1 2 2 L),
avec
d 7n+1/2 77'1—1/2
= B}~ AtY by (o7 At”
j=1
De plus, en utilisant la propriété des matrices Afj = Aj;, nous avons :
2 ) pra ’Ynl/z 1 d 3/2 2 1/2 1/2

1 — + +1 + —
Z azgh n+ / ) Lh Lh ) [Z ijh(f)/;lh / 7Y, Znh / Z azgh n / 7'7?}1 / )]
i 2At 2At i ]

Apres la substitution de cette quantité dans (7.4.7), nous retrouvons (7.4.1), ce qui acheve la
démonstration du théoreme. B
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7.4.2 Etude de stabilité

La quantité d’énergie discrete E™ est décroissante, le schéma numérique (7.3.12) est stable si
le pas de temps At garanti la positivité de E™ [64].

Pour établir la condition de stabilité, nous devons revenir a la formulation matricielle (7.3.12)
de notre schéma. On réécrit I'énergie E™ sous la forme équivalente suivante :
(7.4.8)

d
1 n n— n n n— n—
B" = 5 |(DUR U+ Y (Tl A ) 4 (0w wit) + (D, B2 B2
i ij=1
i n+1/2 Fn—l/2
pn 1/2 n— 1/2 ih jih
+ 5 (DuwWh,Uh)+At<RWh, ) At; G P =

En utilisant la propriété T;; = Tj*l, on vérifie facilement 1’égalité :

d d n+1/2 n—1/2 n+1/2 n—1/2
| AT o | NARTEIS N
+1/2 1/2 h h
O (R ) = 3 | mt e
i=1 ij=1
d n+l/2 _ nn—1/2 +1/2 —1/2
_ A_t2 T,.th Tin Loy =T
4 £ Y At ’ At
i,7=1
Utilisant 1’équation (7.3.12c), on a :
Pﬂzl/Q . 117‘1;1/2 I@H/z _ I‘7'1—1/2
(7.4.92) Ty = (RD;'T;; D' R*U},, U, )
Fn—i—1/2 Fn—1/2
—1/2 Yih " Yjn _ _ ~1/2
(7.4.9b) Gy L — (rDY'Gi P2 U

On pose IK;; = RD;lTijD;lR* et IL; = G;D;lR*, en faisant la somme sur 7,5 = 1,d a
I'équation (7.4.9a) et sur j = 1,d a ’équation (7.4.9b), on obtient :

(Ki; U, Z ZJKU .U | = (KUR, U,
1 =1 7j=1

(]L ]mP:—l/Q) (ILUh, pn- 1/2)

:M&

-
&
Il

M-

7j=1
Uin Ky |- | Kyg
avec Up, = : , K= P etE:[E1‘~--‘I[,d].
Uan Kg |- | Kag
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La quantité d’énergie (7.4.8) s’écrit alors sous la forme : E" = ET' + E¥, avec

1—‘71—1—1/24_1—‘71 1/2 Fn+1/2+rn 1/2

1d
n _ ,
B _2]2 2 ’ 2

n+1/2 n 1/2 Fn+l/2+rn 1/2)

v

0
) 2 )

At _ _
B = 3|(0.- >Uh,Uh> D) + (D, 7))
(7.4.10)
1
+ 3 [ (D WP, UP) + At (RWh, P 1/2) At (ILUh, P 1/2)}

Pour avoir la stabilité du schéma numérique (7.3.12c¢), il suffit que la forme quadratique £
soit positive. Pour le faire on minore cette derniere par une quantité qui ne fait intervenir que
les deux variable U}’ et W}'. Les deux derniers termes de E3 vérifient :

_1 1
At(RWh, P 1/2) — At(mew;;,DgP,?‘l/Q),

At?

>
B 2

1 nel/2 me
(R*D 1RW,§L,W;})—§(DpPh 12 pr 1/2),

de méme pour le dernier terme —A¢(ILU}, P, prY 2) on a la minoration suivante :

A

—At (ILUh,P” 1/2) , A (LD, "LUT, UR) — % (Dp P;L"“l/z,P;j‘l/Q) .

Ces deux inégalités, nous permettent de minorer EY :

1 A2 AR A2
By > o [((Du - —th - ; 1L*D;11L> U;;,U;;) 4 <(Dw - —tR*Dp_lR> W,:L,W,:L)]

+  (Du W7, UF)
Pour avoir alors une quantité d’énergie discrete positive il suffit qu’on ait pour tout (Up, W},) €
Uy, x Wy, 'inégalité :
At?

e [((IK—FQIL D 1]L) Uh,Uh) +2(R*D;1RWh,Wh)] < (DU, Up) + (Do Wy, Wh)

+2(Duw Wh> Uh)

D’ou la condition suffisante de stabilité :

At? a,(Un, Wy)
7.4.11 sup T VR g
( ) 4 Un, Wh, q2(Uh> Wh)

ol q; et gy sont deux formes quadratiques positives sur Uy, x W, et définies par :
@1 (Up, Wp) = ((K + 2IL*D, 'IL) Uy, Up) + 2(R*D, ' RWj,, W),

(7.4.12)
q2(Un, Wi) = (Do Up, Up) + (D Wi, Wi) + 2(Daw Wh, Up).
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La condition de stabilité établie ci-dessus reste abstraite et on a pas réussi a ’exploiter ana-
lytiquement pour déterminer une condition en fonction des vitesses des ondes, pratiquement
nous prenons
At < ari
Vor
ou Vs est la vitesse de I'onde rapide, ;. est une constante déterminée numériquement et qui

dépend de r 'ordre du schéma et dont les valeurs sont données par le tableau suivant pour
r=1,---,5:

o, 0.9 0.367 0.208 0.132 0.0909

TAB. 7.4.1 — Les valeurs de «,

Remarque 7.4.1 On remarque que la positivité de la quantité E3 définie par [’égalité (7.4.10)
est équivalente a la positivité de la matrice :

At? A
D, —t]K Dy ——tIL*
4 2
At
(7.4.13) M, = D, Dy, 7R*
At At
——1IL — D
L 2 5 P
dans ce cas les sous matrices diagonales :
A
D., ‘ A pe
At? 2
M.=D,— —IK et M, =
: At
7R D,

seront aussi définies positives. Ceci nous permet de déduire la condition de stabilité dans les
cas particuliers :

1. Dans le cas élastique, le schéma numérique (7.3.16) est stable si :

At? sup (KU, Uy)

7.4.14 .
( ) 4 y,20 (DuUn, Up) —

2. Dans le cas acoustique, le schéma numérique (7.3.17) est stable si :

A2 RD-'R*W,,, W,
(7.4.15) 7 sup (BD, v, W) <1.
4 w20 (DWh, Wh)
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7.5 Traitement des milieux ouverts

Pour traiter la propagation des ondes dans les milieux non bornés, nous utilisons la méthode
des couches absorbantes parfaitement adaptées. Le principe de la méthode a été présenté dans
la section §3.3 pour le probleme de la viscoélasticité (formulation d’ordre 2 en temps). Dans
cette section nous présentons la méthode pour une formulation d’ordre 1 en temps.

On considere le probleme poroélastique en ordre 1, et on suppose que les données initiales
sont & support dans le domaine sans couche (domaine physique).

p@tui+pf8twi—V~ai:O, \V/Z:Ld
1

Py Optti + pu O + zwi + Op p =0, Vi=1.d

Ovi = Vu,, Vi=1,d
(7.5.1) d

Uz‘:ZAz‘j’Yj—ﬁpé}', Vi=1,d

j=1
1 d
%athrﬁ;am.a +V-w=0.

Nous écrirons le systéme (7.5.1) en domaine fréquentiel :

iwpu; +iwprw; — V-0, =0, Vi=1,d
1
iwpfui—i-iwpwwi—i-Ewi+8zip:07 Vi=1,d
1wy = Vu,, Vi=1,d
(7.5.2) d
UiZZAij’Yj—ﬂpgi, Vi=1,d
j=1
1 d
iwap—kiwﬁZ%.eﬁ—i—V-w:O.
\ =1
Appliquons le changement de variable 0,, — z; 0,, avec z; = _L, le dernier systeme
iw + n;i(x;)
devient :
( d
iu)pul-—i—iu)pfwi—z:z:j(‘),,;j(ai)j:07 Vi=1,d
j=1
1
iwpfu¢+iwpww¢+Ewi+zi8wip:0, Vi=1,d
(7.5.3) 1w () = 25 O Vi,j=1.d
d
UiZZAiﬂj—ﬂp@', Vi=1,d
j=1
1 d d
inP‘FiWﬂZE’Yi'a‘Fz;Ziaziwi =0.
1= 1=
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En introduisant les nouvelles inconnues : w* et o*, définies par :

w; = z; w;, Vi=1,d
(O';k)j = Zj (O’i)j. VZ,] = 1,d

un calcul élémentaire nous permis d’obtenir :

0
20, W; = Oy, W7 + - v i ——w Vi=1,d
iw4n;
% am"r/j * ..
Zjawj(o-l)] = 8$j(0-i )] + lwfi_n(o-l )] VZ,j = 17d
j
Le systeme (7.5.3) se réécrit alors :
( d
i S LV -of — M . =0 Vi=1.d
lwpu; +iwprw; o; Ziw—i—n-((ji)]_ i=1,
— gl
. . . lw+ 7 . ,
lw(lw“‘m’)pfui+1pr(1w+77i)wz‘+ ,anwz"i'lwa%pzo VZzl,d,
(iw +77j)('7i)l = ijui Vi,j=1,d,
(7.5.4) oi =Y Aijv; — Bpé Vi=1,d,
7=1
—p+1wﬂ2% &+ V-w +lez+";7 wi =0,
i=1 v
iw(04); = (iw+n;)(07); Vi,j =14,
iww; = (1w + ;) wf Vi=1,d.
(

Pour revenir au domaine temporel, il est utile d’introduire quelques variables vectorielles
auxiliaires (o, w, W) :

(iw+mnj) oy = Oz Mj 0;} Vi,j=1,d,
(7.5.5) (iw+ n;) w; = Oy, m; W Vi=1,d
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Nous pouvons alors écrire le systeme (7.5.4) sous la forme :

d
iwpu; +iwprw; —V-of = &+ =0 Vi=1,d
13':1
(iw+7]i)PfUi+iw,0w’lI)i+E’lf)i-l-azip:o Vi=1,d
(iw+m) (i); = Oz;ui Vi,j=1,d
d
iwai:inAij’yj—iwﬁpéi Vi=1,d
(7.5.6) . = .
iw . R . .
Ep%—lWﬁZ%-eﬁ-un —l—Z’w.ei:O,
=1 i=1
iwaij:(iw—i—nj)a;"j Vi,j=1,d,
(iw+m;)Gij = O;nj 035 Vi, j =1,d,
(iw+n)w; =iww; Vi=1,d,
iww; = (1w +n)w), (w+n)w; = Oy, ni w} Vi=1,d.

Nous écrirons iw o; dans la quatrieme équation en fonction de o] en utilisant la sixieme
équation du dernier systéeme. Comme o* = o dans le domaine physique (sans PML), nous
prolongeons par continuité cette égalité dans les PML. Nous obtenons alors apres le retour
au domaine temporel :

d
(757&) pOu + Pf oow—V -0 — (Z 5i-€j)i:1,d =0,
=1
1
(757b) Pf atu—i—pw at’LlN)—prg’LL"{' E’lZ)—va = 0,
(757C) 0y + v = Vu,, Vi=1,d,
d
(7.5.7d) Oioi+E0; =Y  Aijory; — BOpe;, Vi=1,d,
j=1
1 d d
(7.5.76) Eatp—i-ﬁzat%'é;-i-V'w*-sziZO,
=1 =1
(757f) 0yo; +E7; = 5/O'i, Vi=1,d,
(7.5.7g) o + Ew = & w*,
(7.5.71) Ow = dpw™ + Ew*.

avec € = diag(m,--- ,nq) et & = diag(n}, -, 1))
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7.5.1 Formulation variationnelle

En utilisant les mémes techniques que dans le cas sans PML, la formulation variationnelle
associée au probleme (7.5.7) est la suivante :

(7.5.8)
( d d d d
S — oy
EP( u®) + p ps(w,u )+;r(ai,ui)—ijzzjlsj(ai,ui) =0, Yu® € H,,
d 9.

p pp(w®,u) + pr Pow(W0,0°) + ef(u, w®) + k(w, w°) + r(w°,p) =0, Ya® € Hy,
d

7 4007°) +e(7i,7°) = (0, uz') =0 Vi=1,d, V~° € Hy

d .
- d(oi,0 0°) + e(o4,0°) dtzazﬂj, )+ bi(p,0c°) =0 Vi=1,d, Vo°e H,

d
d

Zd—' ° ) = r(w* %) + si(w@,p°) = 0, Vp© € H,
d =1
Ed(ﬁi,ﬁo)—i—e&,&)—e(al, 7°)=0, Vi=1,d V& e Hy
d
% d(w,w°) + e(w,w®) — € (w*, w®) = 0, Vw® € Hy
d o d ~ o o\ o
dtd(w,w) dtd(w,w )+ e(w,w®) =0, Vw® € Hy,
d d
_d * *O __d *O * *O — *O Hw
pn (w*, w*®) pn (w, w*) + e(w*, w*) =0, Vw*® e

ou les formes bilinéaires p, p¢, p,, 7, k, d, m et a;; Vi,j = 1,d sont données par (7.3.2), et
les autres formes sont définies par :

si(w,p):/w-é;-pdx V(w,p) € Hy x Hp

Q

ef(u,w):/pfé'u‘wda:, Y (u, w) € Hy X Hy,
Q

(7.5.9)
e(w,w)= | Ew-wdz, V(w,w) € Hy X Hy,

e(ww)= [ &w-wdr. V(w,w)e€ Hy, x H,

7.5.2 Discrétisation

Pour la discrétisation en espace nous considérons les espace d’approximations (7.3.7), en
effectuant les mémes opérations que sur le systéeme dans le domaine physique (sans PML),
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nous obtenons le schéma semi-discret en espace :

dU,
D, — + RYip— Y 88 =0,
D T+ 3 RT3 6%
d d
D:w Un + D, W —I—EfUh—I—KWh—I-R*Ph:O,
dt Tdat
dr;
D, dth+Erm—R*Um=o,
dXin drl’ ;p, dp;,
D EY; T, —2 — Gi——,
voge TR Z It dt
d
(7.5.10) *drzh * 7
D, dt ZG —RWth;SZ-Wh:O,
s _
Dy =+ ESy = E' Sy,
dw, i}
Dy =" +EW, = E Wy,
AWy, AWy,
D EW, =D, "
v TR =g
AW AW,
D, dh+EWh D”—dth‘

Vi=1,d,
Vi=1,d
Vi=1,d,

ou Dy, Dy, Dy, D, Dyy, R, T;j et G; sont les mémes matrices que celles obtenues dans
(7.3.10) pour le semi-discrétisation en espace du probleme modele dans le domaine sans

couches PML et avec :
— E; ala méme structure que Dy, :

(Ef)f,z,n,k

- / pf o Fe Droc. iy pnDFe €y - E € di
K

epn(inn S, ) = /K ol [pf € dia - 05es] o F dé

— { 5nloce(z’) Wn pf(gi)nl(gi) DFe(én)e_I; e si i € Ke

0
= (fl) ( uw)z,l,nk

sinon

— F est une matrice diagonale par bloc d x d qui a la méme structure que D,,, le bloc associé

au n-ieme degré de liberté du e-ieme élément du maillage s’écrit :

G”‘ DF? £ DF,(£n),

— E’ est une matrice diagonale par bloc d x d dont le bloc associé au n-ieme degré de liberté

du e-ieme élément du maillage s’écrit :

DF*g’DF £n),
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— 5] est une matrice tres creuse et ses termes s’écrivent :

(S)np = s i) = / (464 &) i da

e

- / n(DF. - @)pion, s di
K

— { 5nloce(i) Wn, (DFe)lk(én) si & € K

0 sinon

ou (DF,)y est le terme de DF, situé a la [-ieme ligne et a la k-ieme colonne.

Remarque 7.5.1 On remarque que on retrouve le schémas semi-discret en espace dans le
domaine physique lorsque les coefficients d’amortissement n; = 0Vi=1,d.

Pour la discrétisation en temps nous utilisons des différences finies d’ordre deux analogues a
celles qu’on a utilisés pour probleme dans le domaine physique (lorsque n; = 0 Vi = 1,d),
d’ou le schéma suivant :

d

UZL+1 — U;Z W:H Wh n+1/2 n+l/2
Un+l Ur Wn—i—l . Wn Un+l Unr
Dr. hoyp, Vh by g 2h + Y
(7.5.11b) Wnﬁt i At 2
+K 7; b mrpMTY? =,
n+1/2 n—1/2 n+1/2 n 1/2
(7.5.11c) D., AL h L E 5 =R*U}}, Vi=1,d
n n— n n— "+1/2 n—1/2
ZZ'th1/2 0 1/2 5 +1/2 Ly 1/2 i
Dy At +E 2 ZT” At
(7.5.11d) Vi=1,d
pr+1/2 _ pn-1/2
- At )
n+1/2 Pn—1/2 d Fﬂ+1/2 . Fﬂ—l/Q d ~
(7.5.11e) M — N b 4+) Gt N h _ RWEm 4> S Wi =0,
i=1 i=1
snt+l/2 En 1/2 27‘14-1/2 S 1/2 Zn+1/2 En 1/2
(7.5.11f) D, ~ . + E ik ; th __ —F ; , Vi=1,d
Wn+l Wn V_Vn-‘rl Wn W*n+l W*"
(7.5.11g) D, A + E —h ; b — E’hfﬂ,
W?’L—i—l wn Wn+1 wn Wn-i—l _ Wn
(7.5.11h) D, A h gt ; h :Dthth,
. W;Lkn-i-l _ W;;n W;Lkn-i-l + W;: Wn-l-l W}?
(7.5.11i) D, N +E 5 = D, "
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La résolution de ce systéme est explicite, en utilisant les équations (7.5.11c)-(7.5.11f) on peut
déterminer facilement FZ“, P,?H, EZH/ 2 et SZH/ 2 grace a la dioganalité des matrices D,
D, et E. Pour le calcul des inconnues couplées, nous remplagons W;L”l dans (7.5.11b) en

utilisant 1’équation (7.5.11h) :

. At .
Wit = Wit = Wit - DILE (W W) + W
Les deux premieres équations se réécrivent alors sous la forme d’un systéme linéaire :
An ‘ A1 Uyt "
Ay ‘ Ago Wyt F
avec
N At
A1 = Dy, A12 = Dy, A21 = Dy, + > Ey,
At At
Agy = (Dy + TK)(IC{ + 7D7 Ip),

d
Fy= -0ty RSGT?4 Aty S50 4 DL U+ Do W

i
. At n At At n <o « pnt1/2
| Fo = (Diuy = S5 BPUS + (Do + = K) (L — = Dy YW — MKW — AtR* P2
En posant :
(7.5.12) With = Ay (Fy — An U™,

on en déduit que U }?H est la solution du systeme :
(7.5.13) HUM =F,

avec , )
H = Ay — A1pAsy Aoy = Dy — Dy Aoy Ao,

F = F| — Dy, Ay

La matrice H est diagonale par bloc de taille d x d, pour calculer alors U ;ZH il suffit d’inverser
des matrice de taille d x d. Une fois qu’on a calculé U }?H nous déterminons W}’ZH a laide
de I'équation (7.5.12) et enfin nous pouvons calculer facilement W;ZH, W}?H et Wg“ en
utilisant les trois dernieres équations du systeme (7.5.11).

En récapitulant 'algorithme de la méthode dans les couches PML est donné par :

1. On suppose connues les données suivantes :

— At UO, WO, WO, WO, w0, pri/2 pi e s R g

(2 (2 (2

- Du7 Dun Dp7 D’Y7 Duun R7 E7 Ef7 El7 E]a Gi7 SZ Z7j = ]-7d
2. Calcul de F?+1/2 i=1,---,d alaide de I"équation (7.5.11c) :

At At
(Dy+5E)"! [AtR*UZ“ +(Dy - 5B 1/2].
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3. Calcul de P"1/2 3 Taide de I’équation (7.5.11e) :

d d
n+1/2 _ pn—1/2 -1 «(pntl/2 _ pn—1/2 -1 *n ~1 T
pril2 = prol2 o p AN GHTTTE TR + AtD, T RWT — ALD, Y TS
i=1 j=1

4. Calcul de Z?Hﬂ Vi=1,d alaide de I’équation (7.5.11d) :

3 J J K3

n At ! d n n— n—
/2 _ <D7 n 7E> ZTij(F'+l/2 " 1/2) _ Gi(P"+1/2 B Pn—1/2) + (D, - %E)Z- 1/2
j=1

5. Calcul de S?Hﬂ Vi=1,d a l'aide de I’équation (7.5.11f) :

=) At -1 A n n— A A
5 +1/2 _ (DVJF ?E> |:7tEl(2i +1/2+§;i 1/2) + (D, — gE)Ei 1/2

6. Calcul de U"t! = H~'F, avec :

— . At

At At
Agy = <Dw + 7K> <Id +5D; E> :

F = Fi — Dy, Ay o,

d
Fy=-AtY R4 ALY S0 4 D, U + Doy WY,
? 4,3

% At n At At _ n Irn * n 2
Fy = (Duw - 7Ef> Ur + <Dw + 7K> (Id -5 D3 1E> W — ALKW;* — AtR* P2,

2
8. Calcul de W"™t! 4 l'aide de 'équation (7.5.11h) :

7. Calcul de Wl = AL} [1«3 - (D;;w + ﬁ@) U”ﬂ.

Wn-i—l — Wn+ <Id+%D;1E> Wn+l _ <Id_ %D;1E> wm.

9. Calcul de W*™ ! 4 Paide de I'équation (7.5.11i) :

At N\ A
Wt = (DV + §E> [DV(W"“ —W") + (D, — gE)W*”]

10. Calcul de W™ & l’aide de I’équation (7.5.11g) :

- At \PTAL At
wntt = <D7 + 7}3) [7E’(W*"+1 +W*) + (Dy — TtE)W"] [ ]
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7.5.3 Mise en oeuvre de la méthode

Pour la mise en oeuvre de la méthode nous considérons un domaine :

d

Q= H[mz mins Li ma:c]
i=1

entouré par des couches absorbantes d’épaisseur d; dans chaque direction z; (voir la figure
7.5.1) et nous supposons que les supports des fonctions initiales sont contenus dans le domaine
sans couches absorbantes.

3
Remarque 7.5.2 Pratiquement, on prend les épaisseurs 6; = 5)\0, ot . est la longueur de

lUonde qui a la plus grande vitesse.

Pour le choix des coefficients d’amortissements 7;, nous utilisons les fonctions définies par [43] :

( 3c
557 108(1/R) (i min — )% 2 < Timin,
)
Th(x) — 0 Timin < Ti < Timazs
3

].Og(l/R)(xl maxr m)z x’i 2 ximaam

207

ou c est la plus grande vitesse dans le domaine et R = 1/1000 le pourcentage de énergie
réfléchie par le bord extérieur de la PML.

mel

.

1

Fi1G. 7.5.1 — Domaine de calcul
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Chapitre 8

Simulations et résultats numériques

Dans ce chapitre nous validons les résultats obtenus par la méthode présentée dans cette
partie. Nous présentons des simulations dans différents milieux : homogenes, isotropes,
anisotropes et hétérogenes.
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8.1 Dispersion numérique et ordre élevé

Ce chapitre est consacré a la validation de la méthode numérique développée dans le cha-
pitre précédent. Dans un premier temps nous présentons plusieurs simulations ot on montre
I'influence de 'ordre de la méthode sur la dispersion et la qualité de la précision. Dans un
deuxieme temps nous comparons la solution approchée obtenue par notre méthode avec une
solution analytique. Finalement, nous terminons le chapitre par des simulations dans des
milieux anisotropes et hétérogenes.

8.1 Dispersion numérique et ordre élevé

Dans cette section on présente des expériences numériques ot on montre I'influence de 'ordre
de la méthode sur I'approximation et la dispersion numérique de la solution.

8.1.1 Méthode d’ordre 1

Dans une premiere expérience, on se place dans un milieu poroélastique, caractérisé par les
données physiques :

p=3kg/m® p;=1kg/m®, py,="75kg/m® p=4Pa,
(8.1.1)

1
— =50.N s/m?,

Mo = 5.93 Pa, f=0.295,m =10 Pa, -

ce qui correspond aux vitesses :
Vpr =224m/s, Vs =1.19m/s, Vs = 1.18m/s

ou Vpr est la vitesse de la premiere onde P (de premiere espece), Vjs est la vitesse de la
deuxieme onde P (de seconde espece ou onde lente) et Vs la vitesse des ondes S.

On considere le domaine Q = [0,6] x [0,6]m? avec une source de pression f, ponctuelle
en espace localisée au centre du milieu, le signal temporel est une gaussienne (voir la figure
8.1.1) :

fo(z,y,t) = 6(x)d(y) h(t),
1

h(t) = e ™ I8t g — —
fo

(8.1.2)

de fréquence fy = 2.4 Hz.
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Simulations et résultats numériques

0.8f

0.2

F1c. 8.1.1 — Fonction h(t)

Nous considérons un maillage avec un pas d’espace h = 1/20 (10 points par longueur d’onde).
Nous présentons sur la figure 8.1.2 la norme de la vitesse a l'instant ¢ = 1.5s calculée par
la méthode d’ordre » = 1. La premiére figure 8.1.2(a) pour le cas sans amortissement ce

qui correspond a une valeur nulle de la viscosité n (E = 0), la deuxieme 8.1.2(b) est avec
1
amortissement (E = 50.).

(a) Sans amortissement (b) Avec amortissement

FiG. 8.1.2 — Approximation d’ordre r = 1
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8.1 Dispersion numérique et ordre élevé

(a) Sans amortissement (b) Avec amortissement

Fi1G. 8.1.3 — Zoom sur l'onde lente, r =1

On remarque qu’on a un probléme de dispersion et d’anisotropie numérique surtout pour
I’onde lente, voir la figure plus dispersive 8.1.3 lorsque on fait un zoom sur la partie de ’'onde
lente, dans les deux cas sans amortissement et avec amortissement.

8.1.2 Méthodes d’ordre élevés

Pour résoudre ce probleme de dispersion et d’anisotropie numérique, nous augmentons l'ordre
de la méthode, sur les figures 8.1.4-8.1.7 nous présentons une deuxiéme expérience en utilisant
des schémas d’ordre 3 et 5, en gardant le méme nombre de points par longueur d’onde que
dans la simulation précédente.

0.025

(a) Sans amortissement (b) Avec amortissement

FiG. 8.1.4 — Approximation d’ordre r = 3
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O)

(a) Sans amortissement (b) Avec amortissement

FiG. 8.1.5 — Zoom sur 'onde lente, r = 3

0.025

(a) Sans amortissement (b) Avec amortissement

FiG. 8.1.6 — Approximation d’ordre r =5

O)

(a) Sans amortissement (b) Avec amortissement

r

-

FiG. 8.1.7 — Zoom sur 'onde lente, r = 5

Nous avons présenté sur le tableau 8.1.1 les temps de calcul CPU pour des différentes
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8.1 Dispersion numérique et ordre élevé

expériences. Pour chaque ligne du tableau nous avons pris le méme nombre par longueur
d’onde (le méme nombre de degrés de liberté associés a p et u) et nous avons changé 'ordre

de la précision r =1,--- 5.

Nombre des degrés de liberté Q1 Q2 Q3 Q4 Qs
14641 5.84 4.58 4.82 5.80 5.92
32761 16.58 14.01 14.02 16.85 18.40
58081 38.25 29.23 3044 36.06  38.57
90601 77.38 59.90 66.04 75.10 84.18
130321 127.55 95.85 98.55  117.07 130.04
177241 203.62 161.52 159.90 190.69 206.40
231361 371.01 245.27 246.51 255.37 304.26

TaB. 8.1.1 — Temps de calcul
350t Q; i
. Q
300r | ——Q
. Q
250+ Q ]
S 2007 i
(0]
'_
150} i
100t i
50t 1

0.5 1 1.5
nd

x 10

Fic. 8.1.8 — Temps de Calcul CPU

Nous remarquons que en montant en ordre, nous obtenons des résultats plus précis et la
méthode reste robuste, bien que les schémas d’ordre élevé nécessitent un pas de temps At
assez petit d’ott un nombre d’itérations plus grand (voir le tableau 8.1.2 et la figure 8.1.9),
nous ne perdons presque rien au niveau du temps de calcul (figure 8.1.8) car nous gagnons
plus d’espace mémoire pour le stockage des inconnues et des matrices de résolution.
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Nombre des degrés de liberté @1 @2 @3 Q4 Qs
14641 74 183 323 509 739
32761 112 274 484 763 1108
58081 149 366 646 1018 1478
90601 186 457 807 1272 1848
130321 224 549 969 1527 2217
177241 261 640 1130 1781 2587
231361 298 732 1292 2036 2957

2500+
2000+
€ 1500f
1000+

500F

TAB. 8.1.2 — Nombre d’itérations

Q1 /
Q
q |
Q
_Q 4
— 77/77///// i
///////// - S
/ — _— i
P
////
0.5 1 1.5 2
nd x10°

Fi1G. 8.1.9 — Nombre d’itérations

8.2 Comparaison avec la solution analytique

On se place dans domaine Q = [0,6] x [0,6] m? occupé par un matériau poroélastique non
amorti (n = 0) caractérisé par les données (?7?), ce qui correspond aux vitesses :

Vpr =2.93m/s, Vps = 1.19m/s, Vs = 1.59m/s.

On considere la source de pression f;, donnée par (8.1.2) et localisée au centre de 2.

La solution analytique est déterminée a I’aide d’un code MATLAB en utilisant la convolution
en temps de la source et la fonction de Green dans un milieu infini, calculée par la méthode
présentée dans la section § 5.2.2.2. On présente sur la figure 8.2.1 la norme de la vitesse a
I'instant ¢t = 1.s de la solution analytique (figure 8.2.1(a)) et de la solution numérique (figure
8.2.1(b)) obtenue par notre méthode numérique en utilisant un maillage avec 3600 élément
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8.3 Simulation dans un milieu homogéne anisotrope

et une méthode d’ordre 5 (r = 5). Sur la figure 8.2.1(c) on a tracé U'erreur relative entre les
deux solutions numérique et analytique. On observe que la solution numérique approche bien
la solution analytique (erreur relative < 0.43%).

0.05

® ‘@

(a) Solution analytique (b) Solution numérique

F1G. 8.2.1 — Solution analytique et numérique

Fi1G. 8.2.2 — Erreur relative

8.3 Simulation dans un milieu homogene anisotrope

Dans cette section, nous simulons la propagation d’ondes dans un milieu poroélastique ani-
sotrope, Le domaine de calcul est un carré Q = [0.6,5.4] x [0.6,5.4], entouré par des couches
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PML de longueur § = 0.6. Nous considérons ici une source f, a support compact, gaussienne
en temps, radiale en espace et localisée au centre, qui vérifie :

(8.3.1) ful,y,t) = F(£) §(r), r = (22 +3)%,
avec : 2 124 10)
™o t<t
F(t) _ S1 1
0 sinon,
1 5
to =+, t1 = 7 to, fO = 2‘4HZ7
fo 2
. 2 I |
g(?”) = (1 - ;)]‘Ba €, €= ;(3373/)5

ou 1p, est la fonction indicatrice du disque By, le disque de centre (x,y) = (0,0) et de rayon
a=04.

Les coefficients du milieu anisotrope vérifient :
p=3kg/m? p;=1.kg/m®, p,=T75kg/m? B=0295m = 10 Pa.

En considérant la correspondance sur les indices du tenseur C' défini par (4.2.6) dans la
premiere partie, il est donné par :

20 6 0
C= 6 20 0
0 0 4

Nous présentons sur la figure 8.3.1 des instantanés de la pression p. Nous observons sur cette
figure que les milieux poroélastiques anisotropes sont caractérisés par la présence de deux
types d’ondes lente et rapide. Nous remarquons de plus que les couches PML absorbent bien
les ondes transmises.

(a)t=0.5s (b) t=0.755 (c)t=1.s

F1G. 8.3.1 — La pression dans un milieu anisotrope
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8.3 Simulation dans un milieu homogeéne anisotrope

() t=125s (k) t=15s (1) t=125s

(p)t=2.75s (@) t=325s (r) t=3.75s

F1G. 8.3.1 — La pression dans un milieu anisotrope (suite)
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8.4 Simulations dans un milieu hétérogene

Dans la deuxiéme expérience, nous simulons la propagation d’ondes poroélastiques dans un
milieu hétérogene Q = [0, 300] x [0,300] , entouré par une couche PML. Le milieu est composé
de deux couches [0,300] x [0,105] et [0,300] x [105,300] caractérisées par les données phy-
siques [84] présentées sur le tableau 8.4.1. La source est ponctuelle en espace et une dérivée
de gaussienne en temps de fréquence fo = 40 Hz localisé au centre (voir figure 8.4.2) :

f(x,y,t) = 6(x)d(y) h(t),
(8.4.1)

h(t)

F1c. 8.4.1 — Fonction h(t)

On présente sur la figure 8.4.3 des instantanés de la norme de la vitesse et sur la figure 8.4.4
des instantanés de la pression. Les résultats que nous obtenons sont qualitativement similaires
a ceux que ont été obtenus par Zeng et al. dans [84] & partir d’un schéma aux différences finies
avec des PML, discrétisant la formulation en déplacements.

Fia. 8.4.2 — Milieu hétérogene avec couches PML
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Propriété physique

Premiere couche

Deuxiéme couche

p (Kg/m?)
ps (Kg/m?)
Pw (Kg/m3)
p (Pa)

)\0 (Pa)
(Pa)

— (N's/m?)
Vps (m/s)
Vps (m/s)
Vs (m/s)

2179.1
952.4
9486

5.2510°

6.2108
7.7110°
0.89

3.3810°
2817.33

739.44
1587.4

2129
1040
25168
2.410°
6.108
7.3410°
0.58

3.33106
1919.76

452.73
1072.61

TaB. 8.4.1 — Propriétés physiques du milieu
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(a) t = 0.055 s (b) t = 0.085 s

(d) t=0.18 s

(e)t=0.22s (f) t=10.26s

F1G. 8.4.3 — La norme de la vitesse
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8.4 Simulations dans un milieu hétérogéne

(a) t=0.055s (b) t=0.085s

(¢)t=012s

(e)t=022s (f)t=0.26s

Fi1ac. 8.4.4 — La pression
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Conclusion et perspectives

Dans les deux parties de ce travail, nous nous sommes intéressés a la modélisation de la propa-
gation d’ondes dans le sous sol. Nous avons présenté deux modeles de propagation en espace-
temps. Le premier modele concerne la propagation d’ondes dans les milieux viscoélastiques,
nous avons proposé un modele différentiel en généralisant le modele 1D de Zener au cas 2D
et 3D pour les milieux isotropes et anisotropes. Le deuxiéme modele concerne la propagation
d’ondes dans les milieux poroélastiques pour lesquels nous avons adopté le modele de Biot [20].

Sur le plan théorique (analyse mathématique) nous avons étudié les deux probléemes modeles
dans un cadre assez général (dimension 2 et 3). En particulier, en s’appuyant sur la théorie
des semi-groupes, des résultats d’existence et unicité de la solution forte ont été établis.
Nous avons également démontré des résultats de la décroissance d’énergie pour chacun des
problemes. Afin d’étudier les propriétés des ondes dans ces milieux, une analyse par ondes
planes nous a permis de comprendre le comportement des ondes, I'influence des temps de
relaxation et la fréquence sur la vitesse de propagation et la qualité d’atténuation pour les
milieux viscoélastiques et I'influence de la porosité sur la propagation des ondes pour les mi-
lieux poroélastiques.

Sur le plan analyse et approximation numérique, nous avons proposé deux différentes méthodes
basées sur des approches variationnelles et des approximations par éléments finis mixtes en es-
pace et des schémas aux différences finies en temps. Le premier modele a été approché a 'aide
des éléments finis mixtes développés par C. Tsogka [83]. Pour le deuxiéme modele, nous avons
adapté les éléments finis mixtes spectraux de S. Fauqueux [52] au probléme poroélastique.
Les deux méthodes proposées ont ’avantage d’étre totalement explicites grace a la tech-
nique de condensation de masse. Pour la modélisation des milieux non bornés, nous avons
adapté la méthode des couches absorbantes parfaitement adaptées (PML) aux problemes de la
viscoélasticité et de la poroélasticité. D’un point de vue théorique, la stabilité des schémas pro-
posés dans les milieux hétérogenes est démontrée par des techniques de décroissance d’énergie
discrete inspirées de celle utilisées pour le cas continu.

Les méthodes proposées dans ce travail ont été validées sur des solutions analytiques. En-
fin plusieurs tests numériques dans les différents milieux isotropes, anisotropes et réalistes
ont été présentés.

Ces travaux ouvrent sur plusieurs voies de recherche :

— L’extension et la validation des méthodes présentées au cas 3D. Notons que cette extension
ne posera pas de probléeme conceptuel pour les deux modeles.

223



Simulations et résultats numériques

— La modélisation des milieux viscoélastiques fissurés. Un premier travail dans ce sens a été
réalisé par V. Duwig [49] dans lequel elle a généralisé la méthode aux milieux fissurés en
introduisant les domaines fictifs au niveau de la fissure.

— Le traitement de modeles plus complexes. Il serait intéressant d’étudier :

1. La prise en compte de I’atténuation des ondes dans les milieu poreux par 'introduction
des termes viscoélastiques (milieux poro-viscoélastiques).

2. L’introduction de modeles multi-phasiques (c’est-a-dire des milieux avec plusieurs
phases fluides). C’est le cas des milieux poreux avec des fissures qui contiennent du
pétrole, du gaz ou de l'eau (voir F1G 8.4.5).

— L’étude plus spécifique de milieux poroélastiques dans lesquels I’écart entre les vitesses de
l'onde lente (slow wave) et I'onde rapide (fast wave) est trés important. Pour ces milieux, la
méthode présentée dans ce document nécessite de choisir le nombre de points par longueur
d’onde en fonction de la vitesse de 'onde la plus lente, ce qui peut alors révéler tres
couteux. Il semblerait intéressant, surtout a haute fréquence, de développer des méthodes
asymptotiques adaptées.

Fluide 2 § <+ Fluide 1
B

FiG. 8.4.5 — Exemple d’un milieu poreux a double porosité
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Résumé

Nous nous intéressons a la modélisation de la propagation d’ondes dans le sous sol. Nous
présentons deux modeles de propagation : (i) une généralisation du modele de Zener pour
les milieux viscoélastiques, (ii) le modele de Biot pour les milieux poroélastiques. Nous me-
nons une analyse mathématique complete de ces modeles : résultat d’existence, d’unicité et
de décroissance de l'énergie. Pour la résolution numérique nous construisons une méthode
spécifique a chaque modele, basée sur des approches variationnelles, une approximation par
éléments finis mixtes en espace et différences finies en temps. Nous montrons pour chaque
schéma, un résultat de décroissance d’énergie discrete qui conduit & une condition suffi-
sante de stabilité. Pour simuler la propagation d’ondes dans les milieux ouverts, nous adap-
tons la technique de couches absorbantes parfaitement adaptées aux ondes viscoélastiques et
poroélastiques. Enfin, nous présentons des validations numériques des méthodes développées.

Mot clés : ondes poroélastiques, ondes viscoélastiques, éléments finis mixtes, condensation
de masse, différences finies, analyse de stabilité, énergie.

Mathematical and numerical modeling of wave propagation
in viscoelastic and poroelastic media

Abstract

We are interested in the mathematical and numerical modeling of wave propagation in un-
derground media. We present two propagation model : (i) a generalization of Zener’s model
for viscoelastic media, (ii) Biot’s model for poroelastic media. For each model we achieve a
mathematical analysis, In particular, an existence and uniqueness of solution and an energy
decay result. For the numerical resolution we construct a method specific to each model, ba-
sed on a variational approach, a mixed finite elements approximation in space and a finite
difference in time. We prove for each scheme obtained, a result of discrete energy decay which
provides a sufficient stability condition. To simulate the waves propagation in unbounded
domains, we adapt the perfectly matched layers techniques to viscoelastic and poroelastic
waves. Finally, we present various numerical validations of the developed methods.

Key words : poroelastic waves, viscoelastic waves, mixed finite element, mass lumping,
finite difference, stability analysis, energy.



